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| MODIFICAÇÕES PARA ESTA EDIÇÃO 


Sugestões diversas, oferecidas por professores e revisores, resis]- 
taram na necessidade de reescrever e reorganizar a obra. Indi. 
camos a seguir as principais modificações,” 


VOLUME | 


CAPÍTULO 1 O número de seções de revisão foi reduzido 
de seis para três, e demonstrações de resultados do pré-cálculo 


foram substituídas por exemplos sobre desigualdades, equações 
e gráficos. 


CAPÍTULO 2 Há maior ênfase na significação gráfica das 
limites, Utiliza-se uma aplicação física e afirmações não muito 
rigorosas para motivar a defisição e-5. Na Seção 2,4 sio 
estudados os limites que envolvem infinito (»). 

NP. Para facilitar o trabalho de aluno, o livro original foi dividido em dois volumes. o 
la 10e o segundo, 11 a 19, Ambos costlas Pecfócio, Aptedices « ladice Asúlítico. 


primeiro volume contém os plo. 
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CAPÍTULO 3 As interpretações da derivada como coefi- 
ciente asgular da tangente e como taxa de variação de uma 
função foram consideradas simultaneamente, e não em seções 
separadas. Na Seção 3,2 foram introduzidos a regra da potência 
para múmeros racionais e o conceito de derivada de ordem 
superior, Deu-se maior Enfase ao uso de diferenciais como 
aproximações lineares de valores de funções. 


CAPÍTULO 4 A definição de concavidade foi modificada 
de modo a tornar mais fácil estabelecer a relação entre o sinal 
de uma derivada e a forma de um gráfico. Uma nova seção, 
intitulada Resumo dos Métodos Gráficos, inclui uma lista de 
passos, ou estágios, para esboçar o gráfico de uma função. 


CAPÍTULO 5  Antiderivadas e integrais indefinidas são 
estudadas nas duas primeiras seções, em lugar de em capítulos 
diferentes. Há quisze novos exemplos relativos a integrais 
definidas. 


CAPÍTULO 6 Quase todos os exemplos sobre aplicações 
de integrais definidas foram refeitos, de modo a substituir limites 
formais de normas por um método mais intuitivo utilizando 
diferenciais. Dão-se sugestões sobre estratégia para determina- 
ção de áreas e volumes, 


CAPÍTULO 7 A demonstração da fórmula da derivada de 
uma função inversa é dada na primeira seção e não na última. 
As integrais da tangente, da co-tangente, da secante e da 
cos-secamte são estudadas na Seção 7.4 (e nho no Capítulo 8). 


CAPÍTULO 8 Os tópicos considerados restringem-se às 
funções trigonométricas e hiperbólicas inversas. 


CAPÍTULO 9 Foram melhoradas as explicações e as su- 
pessões referentes 205 métodos de integração. 


CAPÍTULO 10 Para facilitar a referência, as definições e 
notações para formas indeterminadas são apresentadas em tabelas. 
O estudo da fórmula de Tayler foi transferido para o Capítulo 11. 


VOLUME II 


CAPÍTULO 11 Deu-se maior ênfase às diferenças entre 
sequências, somas parciais, somas de séries infinitas e ao fato 
de que os testes de convergencia máo determinam a soma de 
uma série, Foi completamente reorganizado o material sobre a 
representação de funções por séries de poténcia e séries de Taylor. 
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CAPÍTULO 12 Incluem-se aplicações adicionais do cálcu- 


lo envolvendo seções cónicas, de modo que o estudo não se 
limite simplesmente a uma revisão de tópicos de pré-cálculo. 


CAPÍTULO 13 Foi acrescentado e incorporado a exem- 
plos e exercícios o cosceito de orientação de uma curva. 


CAPÍTULO 14 Para facilitar a visualização e o esboço de 
superfícies, muitos exemplos ibustram o traço da superfície em 
cada plano coordenado, O estudo das coordenadas cilíndricas e 
esféricas passa para o Capitulo 17. 


CAPÍTULO 15 A introdução às funções com valores ve- 
toriais foi reescrita e integrada à noção de curva no espaço. 
Deu-se proeminência à utilização do comprimento do arco como 
parámetro, 


CAPÍTULO 16 Dezesseis novas figuras contribuem para 
dar maior Enfase aos gráficos e à interpretação geométrica das 
funções de diversas variáveis. Na Seção 16.4 explica-se o método 
de Newton para um sistema de duas equações náo-lincares. 
Ampliou-se o estudo sobre os multiplicadores de Lagrange. 
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CAPÍTULO 17 A definição de integral dupla e métodos 
de cálculo estão englobados em uma seção, em lugar de duas. 
O cstedo da integral tríplice em coordenadas cilíndricas € 
esféricas é feito em duas seções separadas, 
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bie so CAPÍTULO 18 Há uma exposição mais detalhada dos 
: campos vetoriais coaservativos e da técnica de determinação de 
wma fanção potencial a pastir do gradiente, Em dois novos 
aplicam-se o teorema de Stokes e o conceito de 

circulação à análise dos ventos no interior de um tomado, 


i CAPÍTULO 19 A última seção é dedicada às soluções de 
: equações diferenciais por meio de séries. 


t t 
| ll CARACTERÍSTICAS DO TEXTO 


APLICAÇÕES A edição original costinha exemplos de 
aplicação abrangendo áreas como engenharia, física, química, 
biologia, economia, fisiologia, sociologia, psicologia, ecologia, 
oceanografía, meteorología, radioterapia, astronáutica e transpot- 
se. Esta lista, já por si bastante extensa, foi acrescida de 

& i exemplos c exercícios que incluem aplicações modernas do 
o cálculo ao planejamento de computadores, análise de graus de 
» r temperatura e medida da espessura da camada de ozônio, efeito 
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estufa, circulação dos ventos dentro de um tomado, energia 
libezada pelos terremotos, densidade da atmosfera, movimento 
dos braços de um robó e efeitos do gás radon sobre a saúde. 


EXEMPLOS Exemplos bem estruturados apresentam so- 
luções de problemas análogos aos que constitoem as listas de 
exercícios. Muitos exemplos contêm gráficos, quadros ou tabelas 
que auxiliam o estudante a compreender os processos e as 
soluções. Hé também ilustrações legendadas, que constituem 
breves demonstrações do uso de definições, leis ou teoremas. 
Sempre que viável, incluem-se aplicações que indicam a usili- 
dade de um tópico. 


EXERCÍCIOS As listas de exercícios começam com pro- 
blemas de rotina e progridem gradativamente até exercícios mais 
complexos, Muitos exercícios contendo gráficos foram acrescen- 
tados a esta edição. Os problemas aplicados geralmente vém no 
fim das listas, para permitir ao estudante ganhar coafiasga em 
manipulações e idéias novas antes de tentar questões que exijam 
análise de situações práticas. Uma característica desta edição é 
a inclusão de mais de 300 exercícios marcados com o simbolo 
E) , destinados especificamente para serem resolvidos com o 
auxílio de uma calculadora cientifica ou um computador. Exi- 
gem-se recursos gráficos para alguns desses exercicios (veja 
Observações contidas no tópico Calculadoras). 


RESPOSTAS A seção de respostas ma parte final do livro 
contém as respostas da maioria dos exercícios de número impar, 
Considerável esforço foi desenvolvido para tornar esta seção um 
instrumento de aprendizagem e não um simples repositório de 
dados para conferir sespostas. Para ilustrar, se uma resposta é a 
área de uma superficie ou o volume de um sólido, dá-se uma 
integra! definida adequada juntamente com seu valor. Para 
muitos exercícios numéricos, as respostas são dadas tanto na 
forma exata como em forma aproximada. Incluem-se gráficos, 
provas e sugestões sempre que forem convenientes, 


CALCULADORAS Como os estudantes podem ter acesso 
a diversos tipos de calculadoras ou computadores, não procura- 
mos categorizar os exercícios marcados com E. O enunciado de 
um peoblema deve proporcionar informação suficiente. para 
indicar ou sugerir o lipo de calculadora ou computador disponi- 
vel pasa obter uma solução mumérica. Por exemplo, se um 
exercício indica que se deve aplicar a regra trapezoidal com 
n * 4, qualquer calculadora é adequada, desde que a função não 
seja muito complicada. Já para m = 20, é recomendável uma 
calculadora programável ou um computados. Se a solução de um 
exercício envolve um gráfico, pode ser adequada uma calcula- 
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dora que imprima gráficos; todavia, funções ou superficies 
complicadas podem exigir um equipamento computacional so- 
fisticado, Como a precisáo numérica depende também do tipo 
de dispositivo computacional utilizado, algumas respostas apa- 
recem arredondadas para duas casas decimais; em oulros casos, 
a precisão pode chegar a oito casas decimais. 


PLANEJAMENTO DO TEXTO E DAS FIGURAS  O txio 
foi completamente reestruturado de modo a tornar as discussões 
mais fáceis de seguir e a enfatizar conceitos importantes. Todos 
os gráficos foram refeitos. Os gráficos de funções de uma ou 
duas variáveis foram gerados em computador e desenhadas com 
alto grau de precisão, utilizando a mais moderna tecnologia. 


FLEXIBILIDADE As instituições de ensino que utilizaram 
as edições anteriores do livro atestam a flexibilidade do texto. 
Seções e capítulos podem ser recadenados de diferentes manci- 
ras, dependendo dos objetivas e da duração do curso. 


Earl W. Swokowski 
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O cálculo foi descoberto no século XVII como instnamento para 
investigar problemas que envolvem movimento. Para estudar 
objetos que se movem a velocidades constantes e ao longo de 
trajetósias retilineas ow circulares, a álgebra e a trigonometria 
podem ser suficientes; mas, se a velocidade varia ou se a 
trajetória € irregular, o cálculo toma-se necessário, Uma descri- 
ção cuidadosa de movimento exige definições precisas de 
velocidade (espaço percorrido na unidade de tempo) e acelera: 
ção (taxa de variação da velocidade). Estas definições podem 
ser obtidas utilizando-se um dos conceitos fundamentais do 
cálculo — a derivada. 


Embora o cálculo tenha se desenvolvido para resolver 
problemas de física, sua potência e versatilidade levaram aos 
mais diversos campos de estudo. As aplicações atuais da 
derivada incluem a investigação da taxa de crescimento de 
bactérias em uma cultura, a predição de resultados de uma reação 
química, a mensuração de variações instanlâncas na comente 
elétrica, a descrição do comportamento de partículas atômicas, 
a estimativa da evolução de um tumor na terapia radioativa, a 
previsão de resultados económicos e a análise de vibrações num 
sistema mecânico, 


A derivada também é utilizada na resolução de problemas 
que envolvem valores máximos ou mínimos, tais como fabri 
car uma caixa retangular de volume dado e pelo menor custo, 
calcular a distância máxima a ser percorrida por um foguete, 
obter o fluxo máximo de tráfego através de uma poete, 
determinar o mémero de poços a perfurar num campo petrol 
fero de modo a obter a produção mais eficiente, determinar o 
ponto entre duas fontes luminosas no qual a iluminação seja 
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4 
máxima e maximizar o lucro na fabricação de certo produto. Os 
matemáticos frequentemente utilizam derivadas para determinar 
tangentes a curvas e para auxiliar na análise de gráficos de 
funções complexas. . 


Outro conceito fundamental do cálculo — a integral 
definida — € motivado pelo problema da determinação de áreas 
de regiões com fronteiras curvas. Tanto quanto as derivadas, as 
integrais definidas são também utilizadas nos mais diversos 
campos. Veja algumas aplicações: determinar o centro de massa 
ou o momento de inércia de um sólido, determinar o trabalho 
necessário para mandar uma sonda espacial a outro planeta, 
calcular o fluxo sangüíneo através de uma artéria, estimar a 
depreciação do equipamento de uma fábrica, determinar a 
quantidade de diluição de um corante em certos testes fisiológi- 
cos. Utilizamos também integrais definidas para investigar 
conceitos tais como área de uma superfície curva, volume de um 
sólido geométrico ou comprimento de uma curva. 


Ambos os conceitos de derivada e integral são definidos 
por processos de limites, A noção de limite é a idéia inicial que 
separa o cálculo da matemática elementar. Sir Isaac Newton 
(1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) descobri- 
ram independentemente a conexão entre derivadas e integrais, e 
a invenção do cálculo é atribuída a ambos. Muitos outros 
matemáticos deram importantes contribuições ao desenvolvi- 
mento do cálculo nos últimos 300 anos, 


As aplicações do cálculo aqui mencionadas são apenas 
algumas dentre as muitas que serão estudadas neste livro, 
Certamente não poderemos discutir todas as aplicações do 
cálculo, inclusive porque sempre novas aplicações vêm sendo 
desenvolvidas à medida que a técnica avança. Qualquer que seja 
0 campo de interesse do estudante, o cálculo quase que certa- 
mente será utilizado em alguma investigação pera ou aplicada. 
Talvez o própio estudante venha a desenvolver mais uma 
aplicação para este ramo da ciência. 


WA Capítulo 1 


REVISÃO PRÉ-CÁLCULO 


INTRODUÇÃO 


Neste capítulo sesão revistos tópicos da ma- 
temática pré-cálculo, essenciais ao estudo do 
cálculo. Após rápida discussão de desigual- 
dades, equações, valores absolutos e gráficos, 
voltamos nossa atenção para as funções. Di- 
zer que o conceito de função é importante na 
matemática é simplesmente minimizá-lo. Tal 
conceito é o fundamento do cálculo e o esteio 
de todo o assunto. O leitor encontrará a 
palavra função e o símbolo f ou fix) utilizado 
em quase todas as páginas deste livro. 


de pontos máximos e minimos, coeficientes 
angulares de tangentes, e muitos outros dados 
úteis. Problemas de aplicação que não podem 
ser resolvidos com auxílio da álgebra e da 
geometria ou trigonometria, em geral podem 
ser abordados representando-se quantidades 
físicas em termos de funções e aplicando-se 
então os recursos desenvolvidos no cálculo. 


Levando em conta as observações pre- 
cedentes, o estudante deve ler cuidadosamen- 
te a Seção 1.2. A boa compreensão dos 
assuntos ali tratados é essencial antes de 
iniciar a leitura do próximo capítulo. 


2 Cálculo com Geometria Analítica Cap 1 
1.1 ÁLGEBRA 


Esta seção contém tópicos de revisão de álgebra que constituem 
pré-requisitos para o cálculo, Enunciaremos fatos importantes e 
resolveremos exemplos sem justificar detalhadamente nosso 
trabalho. Uma mais ampla destes assuntos pode ser 
encontrada em textos de matemática pré-cálculo. 


Todos os conceitos do cálculo baseiam-se em propriedades 
do conjunto R dos números resis. Há uma correspondência 
biunívoca entre R € os pontos de uma reta real (reta coordenada) 
I conforme ilustrado na Figura 1.1, onde O € a origem. O múmero 
O (zero) não é nem positivo mem negativo. 
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Figura 1.1 


Se a e b são reais, então a > b (a é malor que b) se a — b* 
é positivo, Uma afirmativa equivalente é b < a (b é menor que 
a). Referindo-nos à reta coordenada da Figura 1.1, vemos que a 
> b se e somente se o ponto A correspondente a a está à direita 
do posto B correspondente a b. Outros tipos de desigualdade são 
a s b, que significa a<boua+b, ea < b x c, que significa 


a<bebs<c. 
ILUSTRAÇÃO 
* $23 € J<2 
* (3y»0 » à) x O para todo a real 


Demonstram-se as seguintes propriedades: 


Propriedades das 
desigualdades (1.1) (sea > beba comio a > cgi) vi ors ea ient 


(o) se a > b, cid 10 Sa peitos A 20 GP 
w s a > b, E TEC pacer a: ' Aa e IN T 
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Valen propriedades análogas invertendo-se os sinais de 
desigualdade. Assim, sea < beb < c, emio a < c; sea « b, 
entáoa *&c«&b & cete. 


O valor absoluto la] de um número real a define-se como: 
ki- ascaxzÚ 


-asta <0 


Se a é a coordenada do ponto A na reta coordenada da 
Figura 1.1, então |o] é o número de unidades (isto é, a distância) 
entre À e a origem O. 


+ Pl=3 * |-3]=-(-3)23 
* so . B-3--G-3-2-3 


Demonsira-se que: 


3 A lol « b se € só se -b,< a <b 
(0 HTIPIIQIT <-b 
cotisiiai 2901277218] 


t$ fal 


=b so c só se a= bos a=- bh 


Uma equação (em x) é uma afirmação tal como 
dede ou Sx! « 2senx - Vx =0 


Uma solução (ou raiz) é um número a que transforma a equação 
em uma identidade quando x é substituído por a, Resolver uma 


equação é achar todas as suas soluções. 
EXEMPLO 1 

Resolva 

(a) x « 38 - 10 =0 (b) 20 + 51-60 
SOLUÇÃO 


(a) Fatorando o membro esquerdo vem: 
dal + 3x - 10) =0, ou xx = 2x + 5) - 0 
Igualando cada fator a zero, obtemos as soluções 0, 2 € 5 
(b) Usando a fórmula quadrática 
ERIT "dac 
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intervalos (1.3) 


coma=2, b«5 e € =-6, obtemos 


SAB TIE -52v73 
* 2.2 4 


Logo, as soluções são -$4 173 e -2- IT 


Uma desigualdade (em x) é uma afirmação que contém 
20 menos um dos símbolos <, >, =, ou =, lal como 


Sx=-4>7 on -3edr+2s5 


As noções de solução de uma desigualdade, e resolver uma 
desigualdade, são análogas xos conceitos correspondentes para 
equações. 


Frequentemente referis-mos-emos a intervalos. Nas defini- 
ções que seguem utilizamos a notação de conjuntos (x: ), onde 
0 espaço após os dois pontos é usado para especificar restrições 
sobre a variável x. Em (1.3) designamos (a, b) um intervalo 
aberto, fa, b] um intervalo fechado, [a, b) e (a, b] intervalos 
semi-abertos, e intervalos definidos em termos de © ou «x, 
Intervalos infinitos. 


:asxab] 


:aex« b] — f pe 
za < xab} pa > 
2x> a) — d o» 


ix» a) 
:xsb] 


:ixxb] MEME oW 


EXEMPLO 2 
Resolva cada desigualdade e esboce o gráfico da solução, 


(a) sh. (b) à = 10 > 3x 


A Be 0045 1 E, 
SOLUGÁO 
a) -5s dd «1 — (dado) 
-Mx4-3r«2 (multiplicando por 2) 
-Mx-3Acc-2 — (subtraindo 4) 


03 E > 
Figura 1.2 


Maxsi (dividindo por -3) 


: «xxi (desigualdade equivalente) 


* 


Logo, as soluções são os números no intervalo semi-aberto 
(3, 4]. O gráfico está esbogado na Figura 1.2. 


w) x-1023x (dado) 
r-3r-10»0 (subtraindo 3x) 
(x-5Yx42)»0 — (fatorando) 
Sinal do Fator 
EFE ao o dt tro VSTO O CT 
Ho en ob ae». EU aed 
E 2 0 5 x 
A 
2 0 5 x 
Figura 1.3 


Examinamos em seguida os sinais dos fatores x -5ex «2, 
conforme Figura 1.3. Como (x-5)(x-2) > 0 se ambos os fatores 
têm o mesmo sinal, as soluções são os números reais na união 
(a, 2) U (5, ee), conforme ilustrado na Figura 1.3. 


Ocorrem com freqüéncia no cálculo desigualdades que 
envolvem valores absolutos, 


EXEMPLO 3 

Resolva cada desigualdade e faça o prófico da solução. 
(a) [c - 3 <0,5 
SOLUÇÃO 
(a) Jv - 3] < 0,5 (dado) 


(b) x - 71» 3 
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lali att 0,5 <x-3<0,5 (propricdade do valor absoluto) 


0 1 2-5 A4 3 25«x«35 (somando 3) 
Figura 1.4 As soluções são números reais do intervalo aberto (2,5; 3,5), 
conforme se vé na Figura 1.4. 
() Bx-7]| >3 (dado) 


2x-7«-3 o0 2x-7>3' (peopeiedade do valor absoluto) 
2x «4 ou 2x » 10 (somando 7) 


—dÓM YA — (ore Suid 
1321523 43 TUR x«2 ou x»$ (dividindo por 2) 

As soluções são dadas por (-, 2) U (5, œ). Veja o gráfico na 
Figura 1.5 Figura 1.5. 


— um ——— AAA 


Um sistema de coordenadas retangulares é uma corres- 
pondéncia entre pares ordenados a, b] e postos de um plano, 
conforme ilustrado na Figura 1.6. O plano € chamado plano 
coordenado ou plano-xy. Note que, neste contexto, (a, b) não é 
um intervalo aberto. Deve-se sempre “deixar claro se (a,b) 
representa um ponto ou um intervalo. 


(0, 5) 
C43» ) M---ea b) 
i e(52) 
AD If | 
——4——9———3- "rg 
1 
. 0, 3 
(^5, 3) em (5. -3) 
1 
Figura 1.6 


— C 


Demonsisa-se que: 


Fórmula da A distância entre P, e P, é 
distáncia (1.4) 


Fórmula do O ponto médio do segnentado . EE 
ponto médio do se tado P, P. 
ponto médio (1.5) ui regno 
u| big Y id 
2 2 
y 
Páx, yj) 
e ui 
M E 
Px,, y) M 
Ls 
à» 


A(-2, 3) 
i EXEMPLO 4 


Dados A(-2, 3) € M4, -2), determine 


HHHH OH IHE 
x 


(a) díA, N) (b) o ponto médio do segmento AN 
R(4, 2) 
SOLUÇÃO 


Os pomos estho marcados na Figura 17, Usando ms fórmulas 
Figura 1.7 em (1,4) e (1,5) obtemos 


(a) MAM) o VA Ya (2-9 «08925 el 
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di, P) Vx, - x)! + O - y)" 
Pix, ») 
XX — — 

x 
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Uma equação em x e y é uma igualdade como 
2x43y e S ye x3 - Sx 420uy &senx e & 


Uma solução é um par ordenado (a,b) tal que torna a equação 
uma identidade quando substitulmos x por a e y por b. O gráfico 
da equação consiste em todos os pontos (a, b) em um plano que 
comespondem à solução. Admitiremos que o leitor já tenha 
experiência em esboçar gráficos de equações básicas em x € y. 
Certos gráficos apresentam simetrias, conforme se vê em (1.6), 
onde são indicados testes que podem ser aplicados a uma 
equação em x e y para determinar uma simetria. 


Simoteas de gráficos (1.6) 


() eio - y 
A» 
(4371 (x » 
- 
x 
tese 40 Teste (8): Teste (i): 
Substitueho de x Substitu de x Sebstituligho de x por 
por x conduz à por -x conduz à -X € y por -y conduz 


mesma equação 


mesma equação à mesma equação 


É 


Os testes de simetria são úteis no próximo exemplo, porque 
permitem esboçar apenas a metade de um gráfico, reficiindo-a 
em torno de um eixo ou da origem, conforme ilustrado em (1.6). 
Marcaremos vários pontos em cada gráfico para ilustrar soluções 
da equação; todavia, o principal objetivo ao fazermos um gráfico 
é obrer um esboço preciso sem necessitar marcar muitos (ou 
quaisquer) pontos. 
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EXEMPLO 5 
Esboce o gráfico de 


ayze by =x (c) dy? 


SOLUÇÃO 


(a) Pelo teste de simetria (i), o gráfico de y = h? € simétrico 


em relação ao eixo-y. Damos a seguir alguns postos do 
gráfico: 


Figura 1.8 Figura 1.9 Figura 1.10 
. 


A marcação de pontos, o traçado de uma curva suave pelos 

pontos e a utilização da simetria nos permitem fazer o esboço 

da Figura 18. O gráfico é uma parábola com vértice (0, 0) e 

eixo 20 longo do eixo-y. As parábolas são estudadas em detalhe 
a no Capítulo 12. 


| (b) Pelo teste de simetria (ii), o gráfico de y! = x € simétrico 

| Fx» em relação ao cixo-x. Os pontos acima do cixo-x são dados 

por y = Vx. Alguns desses pontos são (0, 0), (1, 1), (4, 2) 

€ (9, 3). Grafando e usando a simetria obtemos a Figura 

E 1.9. O gráfico é uma parábola com vértice (0, 0) e eixo so 
longo do eixo-x. 


(e) Pelo teste de simetria (iii), o gráfico de 4y = x é simétrico 
em relação à origem. Alguns pontos do gráfico são (0, 0), 
(1, 5) e (2, 2). Marcando os pontos e usando a simetria 
obtemos o gráfico da Figura 1.10. 


Figura 1,11 
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Equação de um círculo (1.7) 


AY 


Dis, 3) 


a - - 
++ ++ > 


Figura 1.12 


A Figura 1.11 ilustra um círculo de centro C(h, k) e raio 
r. Se P(x, y) é um ponto arbitrário do círculo, então, pela fórmula 
da distância (1.4), d(P, C) =r, ou (MPC) = r>. Isto conduz à 


equação 


Se o raio do círculo é 1, o circulo é chamado circulo 
unitário. A equação do círculo unitário de centro aa origem é 


riy -l 


EXEMPLO 6 

Determinar a equação do círculo de centro C(-2, 3) e que passa 
pelo ponto D(4, $). 

SOLUGÁO 


O círculo está ibustrado na Figura 1.12. Como D é um dos pontos 
do círculo, o raio r é dC, D), ou seja, 


CIN = v36+4 40 
Usando a equação do círculo com h = -2, k= 3 e r= VÀO temos 
(x 29 + (y - 3P = 40, 
ou Ley tr 6y- 270 


No cálculo, costumamos considerar retas em um plano 
coordenado, Suas equações são dadas pelas seguintes fórmulas. 


Retas (1.8) 
ed 
a soper m e COME plis m M bem cago 
E y-y 9 m(s-x) poemas bh 
y y 
Pla. ») 
Pl. v) 
- - 
x 
(1,9) dá alguns tipos especials de retas com seus coeficientes 
angulares. 
Retas especiais (1.9) 


() Vertical: m n$o-«definido (8) Paralelas: m,* m, 


lieto m = B (iif) Perpendiculares: mm, = =t 


y 


y =D la b) 


EXEMPLO 7 


Esboce a reta definida para cada par de pontos e determine scu 
coeficiente angular, 


(a) A(-1,4)68B(3,2) — (b) A(2,5)e B(-2, -1) 


FF?TT11721111111111111111(11(1111111111! 


Hb Cálido com evometila Analítica 1 


() A(4,3) e B(-2,3) (d) A(4,-1)e B(4, 4) 
SOLUGÁO 


As retas estão esbogadas na Figura 113 


iom t (b) mm > ] (dm = 0 (d) m indefinido 


y 
p(-2, LAS, 3) 40 
een bidder" - (1 
Flaca, 


Pela fórmula do coeficiente angular (1.81): 


Ma 40. 2) 


(rta ZI 


Figura F3 


mA 


-(- 4 
„S-60 (6,3 
(b) m 2-(3) "4 “a 
3-3 0 
() mu 4-(-2) E s =) 
(d) me EDS 3 , que não é definido. Note que a reta é 
vertical, 


Uma equação linear em x e y é uma equação da forma 
ex + by =c (ou ax + by + d = 0), coma e b não simultaneamente 
mulos. O gráfico de uma equação linear é wma reta. 


EXEMPLO 8 

Determine a equação linear da reta por A(L, 7) e B(-3, 2). 
SOLUÇÃO 

O coeficiente angular m da reta é 


7-2 .$ 
1-63) ^4 
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Podemos usar as coordenadas de A ou de JJ para (x,, y,) na forma 
"ponto-coef. angular" (1.8X11). Usando A(1, 7) temos: 


y-T-i(-1, 
que é equivalente a 
dy - 28 = 5x - 5,00 Sx - 4y = -23 


EXEMPLO 9 

(a) Determine o coeficiente angular da reta 2x = 5y = 9. 

(b) Determine as equações das retas por P(3, —4), paralela e 
perpendicular à reta (a). 

SOLUÇÃO 


(a) Escrevendo a equação como 5y = 2x — 9 c dividindo ambos 
os membros por 5, obtemos 


E, 
peque 

Comparando esta equação com a equação geral y e mx +b, 
vemos que o coeficiente angular € m = È 


(b) Por (ii) e (iii) de (1.9), a reta por P(3, -4) paralela à reta 
(a) tem coeficiente angular È e a perpendicular -$ As 


equações correspondentes são 
y+4s Ele 3) ou 2r - 5y - 26 
e yeu Sr 3, ou $x+2y+ 7 
) EXEMPLO 10 


Esboce os gráficos de 4x + 3y = 5 e 3x-2y = B, e ache seu ponto 
de intersecção. 

SOLUÇÃO 

As duas equações são lineares, logo, os gráficos são retas. Para 


tragar os gráficos podemos usar os interceptos x e os intercep 
tos-y, obtidos fazendo-se x = O e y >) respectivamente. 


DAR 


= e — — - .. 
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EXERCÍCIOS 1.1 


Exeres, 1-8; Reescreva, sem usar o simbolo de valor 


absoluto. 


1 &)CSB-4 MED (FIM 
2 ((06-7 10541 


3 (2) 4-21 


(e) pihs 
Wk- (0) 12 -1,5] 


As coordenadas do ponto P de intersecção são obtidas como 
solução do sistema: 


Ax + Ty 5 
3x-2y-8 


Figura 1.14 


Para eliminar y do sistema, multiplicamos a primeira equação 
por 2 € a segunda por 3: 


Be + 6y = 10 
9x — óy = 24 


Somando membro a membro, obtemos: 
17x = 34 o x=2 


Esta é a coordenada x do ponto de intersecção. Para determinar 
a coordenada y de P, fazemos x « 2 em 4x + 3y = 5, obtendo 


“2)+3y=S ou ye-1 
Logo, P tem coordenadas (2, -1), 


4 GV -1,3 ea - v3 o [-3 
5 pexsex«-3 6 B-xsex>S 
7 B-s? 8 pDexsex -7 
Exerca, 9-12; Resolva por fatorsmento. 


Li 
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9 158 -12-2-8c — 10158 — 14 9 2% Exercs. 45-56: Trace o gráfico da equação. 
He 15) 27 12 (30410) 77 45 ys 23-1 46yn4342 
- 16: i - 1 
M UM nu vh IN Mily 8x2 2] 
Dewet Mj-G-320 9yss-8 SO ys 41 
1$29 -3c-4»0 — 1638 «514150 51 y «vx - d 81 y-vVx- 4 


Exercs. 17-38: Resolva a desigualdade e exprima a 
sobação em termos de intervalos, quando possível. 


17 + $ < 31-7 18x-8>5 +3 
193 23.7 m 2.3 o 
101 3-x-6«0 22:394464320 
Dr-MW-$>3 24 8 -4-17 «4 
15134 3)25 26 (Me 1) «4 

x+1 x-2 
nj-," His 

T EM. W- XR CS 

z-2"x41 i43" x-5 
MNlk«33«001 M fe- 4l «003 
X421» 0000 Mk-4>0000 
35 |2x + 5] < 4 3 px-725 
37 6-54s3 38 11 - 3» 6 
Exeres. 39-40; Descreva o conjesto de pontas 
P, y) que satisfazem a condição isdicada. 


3 (ax 2 (y53  ()xez0 (duy»0 
()y«0 (Dhix2ebisi 

4 (ajya -2 (x--4 (c) y«O (May. 0 
(y»1 (0 hiz22ebf23 


Exercs, 41-4: Determise (a) díA, B) e (b) o ponto 
médio de AB, 


41 A(O, -3), (6,2) — 42 A(-2, -5), B(4, 6) 


43 Mostre que o triángulo com vértices A(8, 5), 
BCL, 2) e C(-3, 2) é retângulo, e calcule sua área. 


S3 (4 39 «(y 249 Sa «(y -2y « 25 
SS y=- Vi- x S6 y-vVi- 


Exercs. 57.60: Determine a equação do círculo que 
satisfaz as condições indicadas. 


57 Centro C(2, -3), ralo 5. 
58 Centro C(-4, 6), passando por P(, 2). 


$9 Tangente a ambos os eixos, centro no segundo 
quadrante, raio 4. 


60 Extremos de um diâmetro A(4, -3) e B(-2, T). 


Exeres. 61-66: Ache a equação da reta que satisfaz 
as condições indicadas. 


61 Passa por A(S, -3), coeficiente angular 4. 

62 Passa por A(=1, 4), coeficiente angular 1. 

63 Intercepto-x 4, istercepto-y -3. 

64 Passa por A(S, 2) e B(-1, 4). 

65 Passa por A(2, — 4) e € paralela à reta 5x — 2y = 4. 


66 Passa por A(7, -3) e é perpendicular à reta 
2x = Sy 8, 


+ 
Exeres, 67.68: a equação da bissectóra 
perpendicular de AB” T 


67 AQ, 1), (2,6) — 68 AÇA, 2), BZ, 10) 


Exeres. 69-72: Trace os gráficos das retas e deter 
mins seu ponto de intersecção, 


69% +3y=7 x-1y-B 


MO dc + Spa 1 dry 


MAS 6 Me Ty = 24 
72 7x - Sy a 9; Ax + Jy 5-10 


44 Mostre que os pontos A(-4, 2), BOL, 4), C(3, -1) 173 Aproxime as coordenadas do posto de interes 
quadrado. 


~ e D(-2, -3) são vértices de em 


qão das retas 


Tt??? ?T1T11T1T111171*1T1T117171*13*13*111T7! 


WEJ = 0,0) e (0,11) = NS 
(51x + (6,27 - VI iy e VÊ 


10174 Apeosime a menor raiz da seguinte equação. 
x! - (6,7 x 10 Jr 4 1,08 = Ò. Para evitar calcular 
um zero dessa ralz, escreva a fórmula quadrática 
como 
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distância p da lente € menor que a distância focal 
f. A asspliação linear M € a razão do tamanho da 
imagem para o tamanho do objeto, Mostra-se esn 
física que M = Jf-p). Se f = 6 cm, a que 
distância da leme deve ser colocado o objeto de 
modo que sua imagem seja no minimo trs vezes 
0 objeto? 


CER 
I bs VE - dac 


75 A rario na qual um coeserimido de vitamina C 
cossoça a dissolver-se depende da área da super- 
ticse do comprimido. Uma marca de 
tem forma comprimento 2 em, com 
bemistérios de diâmetro 0,5 em cada cxticesidadc 
{veja a figura). Uma segunda masca de compri- 
mido vai ses fabricada em forma cilíadeica, com 
0,5 con de altura. 


P 2 mp 
xt 
- 


. ANTE. 
cmm 


| gs 


tal Determine o diámetro do segundo comprimi- 
ibo ide modo que a área de sua superficie seja 
goal à do primeiro comprimido. 


(o) Determine o volume de cada comprimido. 


Jh Lsn fabricante de latas deseja fabricar uma lata 
con Poen de cilindro circular reto com 20 cm de 


alma e 31000 ent? de capacidade (veja a figura). 


Voce o salo kaerior r. 


| 


mum 


| 


la pea 


PEA ligurs mentes wen. vido de aumento samples, 
vestido eu ema lente comesxa. O objeto a ser 
aumentada está Kealizado de mancua que sua 


78 À medida que a altitude de uma save espacial 


aumenta, o peso do «rosarta diminui mé atingis 
em estado de O peso de um 
astronanta de 60 k, a oma altitude de x qvilóme- 
tros acima do mar, € dado por 


A que altirode o peso do astronauta será inferior 
a 2k? 


79 A distância de frenagem d (em metros) de um 


cacto comendo a v km/h é dada aproximadamente por 
docs AO. a 0 iaa 
era distàncias de frenagem inferiores a 25 na. 


80 Para que um remédio prodeza o eleito desejado, 


su concentração na comente sanguísea deve 
estar acima de um certo valor, o mirel terapéntico 
mínimo. Suponhamos que a concentração de um 
1emédio r horas após ser ingerido seja dada por 
cw MEM + 4) mg/l. Se o nivel teraptulico 
minimo é 4 mg/L, determine quando este nivel é 
excedido, 


SI A resistência elétrica R (em ohms) para em fio 


de exetal paro está relacionada com sua tempera- 
tura T (em "C) pela fórmula R= Ro (1 + aT), 
para constantes positivas a e Ra. 


(n) Para que temperatura se tem R = Rg? 


(b) Supondo que a resisiéncia seja O (zero) se 
T = 273 "C (rero absoluto), determine a. 
(c) Um fio de prata tem uma resistência de 


1,25 ohms a ºC A que temperatura a 
resistência é igual a 2 ohms? 


1.2 FUNÇÕES 


Figura 1.15 


K? Os produtos famactuticos devem especificas as 
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onde e domata a dose de adulto (cm miligramas) 


dosagens recomendadas para adultos e crianças. € ta idade de criança (em amos) 
Duas fórmulas para modificação da dosagem de 
huh ^ (a) se a = 100, faça o gráfico das duas equacóes 
is peni lineares no mesmo sitema de ciwm pora 
Regra de Cowtiag: — yed (rel) 05112 
(t) Para que idade as duas fórmulas especificam 
Regra de Friend: reu a mesma dosagem? 


A noção de função é fundamental para todo nosso trabalho em 
cálculo, Definimos uma função como segue: 


Uma função / É de um conjunto D em um conjusto E é uma 
-corespondincia que associa a cada elemento x de D 
exatamente um clemento y de E, 


O elemento y de E é o valor de f em x e se denota por f(x) 
(lê-se "f de x"). O coajunto D é o domínio da fusção. O 
contradomínio f é o subconjunto de E quc consiste em todos 
os valores possíveis f(x) para x em D. 


Em geral ilustramos funções como na Figura 1.15, onde os 
conjuntos 1) e E são representados por pontos destro de regiões 
do plano. As setas curvas indicam que os elementos f(x), f(w), 
p. fa) de E correspondem aos elementos x, w, 2 e d de D. 

importante notar que a cada x em D está associádo exatamente 
wm valor f(x) em E; todavia, diferentes elementos de D, tais 
como w c z na Figura 1.15, podem originar o mesmo valor da 
função em E, Nos Capítulos 1-14, a expressão "f é uma função” 
indica que o dominio e o contradomínio de f são conjuntos de 
números reais. 


Usualmente definimos uma função f emenciando uma 
fórmula e DM para achar f(x). tal como f(x) Vx—-2. 
que o domínio seja o conjunto de todos os reais 
rd f(x) seja real. Assim, para f(x) = VE = 2, o dominio € 
o intervalo infinito [2, œ). Sc x está no domínio, dizemos que f 
é definida cm x, ou que f(x) existe. Se $ € um subconjunto do 
dominio, estão f € definida em S. A expressão f nho é definida 
em x significa que x não está no dominio de. f. 


m Geometrra Analítica Cop 1 


A AA 


EXEMPLO 1 
Seja ft) = É = 


(a) Determine o domínio de f. 
(b) Determine f(5), $62) fra) e — fa). 


SOLUÇÃO 


(a) Note-se que f é real se e somente se o radicando 4 + x É 
não-negativo e o denominador 1 — x é diferente de zero, 
Assim, f(x) existe se e somente se 


44xx0 c 1-x^0 
ou, equivalentemente, x a -4 e xel 
Logo, o dominio € [-4, 1) U (1, «). 
(b) Para achar valores de f, substituímos x pelos valores 
dados: 
viS v9 3 


Amr saa 


va yz 
H-2) = 1 = (-2) zi 3 
vi-a 


la 


fi) - Es sa 


TEO] 
Lar” 


Muitas fórmulas que ocorrem na matemática e nas ciências 
determinam funções. Por exemplo, a fórmula A = n? da área A 
de um círculo de raio r associa a cada real positivo r exatamente 
um valor de A, A letra r, que representa um número arbitrário 
do domínio, é uma variável independente. A letra A, que 
representa o contradomínio, é uma variável dependente, pois 
seu valor depende do valor atribuído a r. Quando duas variáveis 
r c A estão relacionadas desta maneira dizemos que A é função 
de r. Outro exemplo: se um automóvel viaja a uma velocidade 
uniforme de SO km/h, então a distância d (em quilômetros) 

no tempo 1 (em horas) € dada por d = Sly; logo, a 
distância d é uma função do tempo £. 


————M— MÀ ÁÀ 
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EXEMPLO 2 


Deve-se construit um tanque de aço, para armazenagem de gás 
propano, na forma de um cilindro circular reto de 3m de altura, 
com um hemisfério em cada extremidade. O raio r deve ser ainda 
determinado. Expresse o volume Y do tanque como função de r. 


SOLUÇÃO 


A Figura 1.16 ilustra o tanque, O volume da parte cilíndrica é 


dado por » 3 


(Bu?) «qose 
Os dois hemisférios das extremidades, considerados em conjunto 
1êm como volume 


que 
O voleme do tanque é então 
Vedas It e E mr (27415) 


Esta fórmula exprime V como função de r. 


Se f € uma função, utilizamos um gráfico para ilustrar a 
variação do valor funcional f(x) quando x varia no dominio de 
J- Por definição, o gráfico de uma função é o gráfico da 
equação y = f(x) para x no domínio de f. Conforme a Figura 
1.17, costuma-se rotalar f(x) o gráfico de uma função. Note-se 
que se P(a, b) está no gráfico, então a coordenada-y b é o valor 
funcional f(a) A figura exibe o domínio de f (conjunto de 
valores possíveis de x) e o contradominio de f (valores comes- 
pondentes de y). Conquanto tenhamos considerado o domínio e 
o costradomínio intervalos fechados, eles podem ser intervalos 
infinitos ou quaisquer conjuntos de reais. 


É importante notar que, como há exatamente um valor f(a) 
para cada a no domínio, somente um ponto no gráfico tem 
coordenada-x a, Assim, cada vertical intercepta o gráfico de uma 
função no máximo em um ponto, Conseqdentemente, o gráfico 
de uma função são pode ser uma figura tal como um circulo, 
que pode ser cortado por uma vertical em mais de um posto, 
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Os interceptos-x do gráfico de wma função f são as soluções i 
de f(x) = Q. Tais n diede sinu di iude. O FUNÇÃO / Spanon SIMETRIA DOMÍNIO D, CONTRADOMÍNIO & 
intercepto-y do gráfico € f(0), se existir. 


Se f E uma função par — isto é, se. f(-x) = f(x) para todo 1 qa? —W—- wu. 
x no dominio de f —emão o gráfico de f € simétrico em relação £ 
ao eixo-y, pelo teste de simetria (1) de (1.6). Se f é uma função Fi 
impar — isto é, se f(-x) = - f(x) para todo x no dominio de f 
— então o gráfico de f é simétrico em relação à origem, pelo 
teste de simetria (iii). Grande parte das funções no cálculo não 
são nem pares nem Impares. 


A ilustração que segue contém esboços de gráficos de 
. algumas funções comuns. O leitor deve verificar cm cada caso 
a simetria, o dominio e o costradoménio indicados. 


ILUSTRAÇÃO 


f y 
3 + z 
» i N y 
UNÇÃO f GRÁFICO SIMETRIA DOMÍNIO D, CONTRADOMÍNIO & | * a+ 14 Me (tenção! par) A : go 
Ay | 
o x 


ES reed impar) 


E (0, «) ( 
D. 
Aae Le — não há R = a 
LI <a origem 
| mMer (função impar) D» ( «x, 0) U (0, «) 
$ y | R = ( 0) U (0, =) 
"TT, ixo. Dui m | 
o —; Wh. f 
1 i às Há funções que são definidas por mais de uma expressão, , 
, f como no exemplo a seguir. 
hop e Á-—— cv e sis | sz EXEMPLO 3 
x (função impar) pe Laa | — Faça o gráfico da função f definida por 
" 2x 3 se x «Ü 
fajl? sw 0<x<2 
[1 se xx2 
SOLUÇÃO 
Figura 1,18 


Se x < Ô, então f(x) « 2x 4 3, e o gráfico de f é parte da seta 
y = 2x4 3 (Figura 1,18) O pequeno circulo indica que o ponto 
(0, 3) náo está no gráfico. 
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Se 0 x x x 2, f(x) «x, e o gráfico € parte da parábola 
y ^ X. Note que (2, 4) não está no gráfico. 


Se x = 2, as valores funcionais são sempre 1, c o gráfico 
€ uma semi-reta horizontal com extremidade (2, 1). 


Se x é um número real, definimos [[x]] como segue: 
[[x)] = m, onde n é o maior inteiro tal que m x x. 


Se identificames R com pontos numa reta coordenada, 
entáo n é o primeiro inteiro à esquerda de x, ou igual a x. 


ILUSTRAÇÃO 


* WMos]=0 * (MB)=1 + ([W5]=2 
MI LE * M35 + (27) 5-3 
* 3-2 + 1-05) =-1 

A função malor inteiro f é definida como f(x) = [lx]. 


EXEMPLO 4 

Faça o gráfico da função maior inteiro. 
SOLUÇÃO 

Damos à seguir alguns pontos (x, y) do gráfico. 


fita) = [[x]] 


Sempre que x estiver entre inteiros sucessivas, a parte comes- 
posdente do gráfico será um segmento de reta horizontal. Paste 
do gráfico está esbogada na Figura 1.19. O gráfico continua 
indefinidamente à direita e à esquerda, 


Os gráficos da Figura 1.20 ilestram translagdes verticais 
do gráfico de y = f(x) resultantes da adição de uma constante 


Translagio 
Venial, € > 0 


Figura 1.20 


ri 
E 
i 
* 


w€ 


y=dos 


"Y 
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c (positiva ou negativa) a cada valor funcional. A Figura 1.21 
ilustra transtacóes horizontais. 


Às vezes podemos obter o gráfico de uma função aplicando 
uma translação a um gráfico conhecido, conforme mostram as 
Figuras 1.22 € 1.23 para f(x) = x^. 


O gráfico de y = c f(x) pode ser obtido multiplicando-se 
por c a coordenada-y de cada ponto do gráfico de y = f(x). Se 
c < 0, os gráficos de y =cfíx)e y =| e] f(x) são chamados 
reflexões de cada um deles em relação ao cixo-x, As Figuras 
1.24 e 1.25 ilustram alguns casos especiais com f(x) «x^. 


Transla 
oros, e» 0 


y* fi * «c 


A 
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y wo 
yx y. 4 
yd? ++ Lu —e 
x 
+1444+ Hit 
y. 
Pigura 1.24 Figura 1.25 


Se f e g sko funções, definimos a soma f + + à diferença 
Í - 8,0 produto fg € o quociente dien le 


U + gx) = $) + gir) 
U = 6X3) = f(x) - six) 
Ugo) = fix)gtix) 
Lo = 109 
g gi) 
O domínio de f +g f-ge Íg Ea intersecção dos domínios 
de f e g — isto €, os números comunis a ambos os dominios. O 
domínio de fig consiste de todos os números x na intersecção 
tais que g(x) « 0. 
EXEMPLO 5 
Sejam f(x) = VÍ =" e g(x) = 3x « 1. Determine a soma, a di- 


ferença, o produto e o quociente de f e g e indique o domínio 
de cada um. 


SOLUÇÃO 

n Co Times m i CLA 

obtemos: 
Uglev- + (+ 1), 25152 
(¿0-14 (3x4 1),  -2sx«2 
UVER (3x41), — -2sxs2 


(é) y "2xxx2€xe- 


Uma função f é uma função polinonilal se f(x) é um 
polinômio, isto é, se 
f(x) » aa^ ra 8 tax+a, 
onde os cocficicnles a, a, .., d, SãO números reais e os 
expoentes são inteisos nko-negalivos. Se a, » 0 entào f é de grau 
n. Veja alguns casos especiais (onde a « 0): 
grau (x fosa função constante 
grau 1: fi)vaxc* b função lincar 
grau 2: fG)sa)4bx*c função quadrática 
Uma função racional é o quociente de duas funções 
polinomiais. Mais adianto utilizaremos métodos para investigar 
gráficos de funções polinomiais e racionais. 


Uma função algébrica é uma função que pode sct expressa 


em termos de somas, diferenças, produtos, quocientes ou potén- 
cias racionais de polinômios. Por exemplo, se 


E A E) 
st TS 
então f é uma função algébrica. As funções que não são 


algébricas são ditas transcendentes. As funções trigonométricas, 
exponenciais e logarítmicas, estudadas mais adiante, são exem- 


. plos de funções transcendentes, 


No restante desta seção veremos como, a partir de duas 
funções f e g, poderemos obtes funções compostas f e g e go 
f. A função f © g € definida como segue: 


A função composta f + g é definida como 
Tem PLE 
eoe. s Mos Sea) 
O domínio de f o g € o conjunto de todos os x do domínio 
de g tal que gix) está no domísio de f. 


A Figura 1.26 ilustra relações entre f, ge f opg Note que, 
para x no domínio de p, primeiro determinamos g(x) (que deve 
estar no domínio de f) e então, em segundo lugar, determinamos 
Fi). 
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Para a função composta g o f, invertemos a ordem, 
determinando primeiro f(x) e, em seguida g(f(x)). O dominio 
de g e f € o conjanto de todos os x no domínio de f tais que 
f(x) está no domínio de g. 

EXEMPLO 6 

Se f(x) x x! - Ve gix) = 3x + 5, determine 
ta) (f + gx) € o dominio de f + y. 

(b) (e > fX) e o dominio de y o f. 


SOLUÇÃO 

(a) (f * £X) $560) definição de f og 
= f(x + 5) definição de g 
«(d+ SP 1 definição de f 
= 4 30x + 24 simplificando 


O dominio tanto de f como de g é R. Como para cada x 
em R (o domínio de g) o valor gix) está em R (dominio de f ), 


o domínio de f « g é também R. 

() (e * f) = gift) definição de go f 
-g - 1) definição de f 
Ip —-1)4 5 definição de g 
“33 +2 simplificando 


Como para cada x em R (domínio de f) a função f(x) está 
em R (domínio de g), o domínio de g » f é R 


Pelo Exemplo 6, vê-se que ni nem sempre 
são a mesma: f^ z« e» f. 


B Mii Bib: 1 2M RE RA i e 
fogegsf é também R Este fato é ilustrado pelo Exemplo 6. O 


próximo exemplo mostra que o domínio de uma função composta 
pode ser diferente dos domínios das duas fuagdes dadas. 


EXEMPLO 7 

Se f(x) =X- 16 e glx) = Vx, determine 
(à) (f *gYx) e o domínio de f + y 
(b) (g= fx) eo domínio de y o f 
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SOLUCÁO 


Primeiramente note que o dominio de f € R e que o dominio de 
g € a conjunto de todos as reais nho-negativos — isto é, o 
intervalo [0, =). Procedemos como segue: 


(a) (f e yx) = Sto) definição de f og 
= fx) definição de g 
= (Vx - 16 definição de f 
-x-16 simplificando 


Se considerássemos apenas a expressão final x — 16, 
poderíamos ser levados a crer que o dominio de f o g fosse R, 
pois x — 16 é definida para todo real x. Todavia, tal não é o caso, 
Por definição, o dominio de f + g É o conjunto de todos os x em 
[0, =) (domínio de g) tal que g(x) está em R (dominio de f). 
Como g(x) = Vx está em R para todo x em [0, ©), segue-se que 
o dominio de f = g é [0, x). 


(b) (g = PA) tita) definição de g + f 
- gx - 16) definição de f 
„Vai definição de g 


Por definição, o dominio de y » f é o conjunto de todos os 
x em R (dominio de f) tal que f(x) = x? — 16 está em [0, 00) 


(domínio de g). A afirmação x^ — 16 está em [0, 00) é equivalente 


a cada uma das desigualdades 
x - 1620, x 216, e pjat 


Assim, o dominio de g > f € a união (=œ, -4] U [4, œ}. Note 
que é diferente dos domínios de f e y, 


Se f e y sio funções tais que 
y= fu) eu = g(x) 
então, substituisdo o valor de u em y = f(u), vem 
y= fü). 


Para certos problemas no cálculo, costumamos inverter este 
procedimento, ou seja, dado y = Mx) para alguma função ^, 
determisamos uma forma funcional composta y = f(u)eu = gix) 
tal que Afa) = f(g(x)). 
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EXEMPLO 8 
Expeesse y = (2x  5)* sob forma de uma função composta. 
SOLUÇÃO 


Suponha que, para um número real x, queiramos calcular (2x + 5)* 
usando uma calculadora. Primeiro calcularíamos 2x + 5 e em 
seguida elevastamos o resultado à potência 8, Isto sugere fazer 


u=2x+5 € yz 
que é uma forma funcional composta para y = (2x 4 5). 


O método usado no exemplo precedente pode ser aplicado 
a outras funções. Em geral, suponha y = h(x). Para escolher a 
expressão interior w = gix) em uma forma funcional composta, 
faça a seguinte pergunta: se estivesse usando wma calculadora, 
que parte da expressão h(x) seria calculada primeiro? Isto conduz 
em geral à escolha adequada de u = g(x). Após escolher 1, recorra 
a h(x) para determinar y= f(u). A ilustração que segue contém 
problemas típicos. 


 ILUSTRACÀO 


Valor de Função Escolha de u = pfx) Escolha de y = fin) 
t ya -wt un d—-S1+1 ys 
* yevi-3 vers y=va 
UA d. 2 
Ya usi T 


A forma funcional composta nunca é única. Considere, por 
exemplo, a primeira expressio da ilustração precedente: 


y = (1-5: +1) 
Sendo n um inteiro arbitrário náo-mulo, poderiamos escolher 
us(x'-Sctlyeyz ut, 


Assim, há um nómero ilimitado de formas funcionais compostas. 
Geralmente, nosso objetivo é escolher uma forma tal que a 
expressão resultante para y seja simples, como fizemos na 
Husiração. 


EXERCÍCIOS 1.2 


o Cpt Hevia qué cólendo 29 


, " 
1 Se fix) a VEDA - 3, calcule f(4), S) e SUD. 
2 Se fis) = E, calcule 2), AO) e AAO. 
Exeres, 3-6: Se a € h são reais, determine e simpli 


fique (a) f(a), (b) Rea) (c) -f(a), (0) fía + A), (e) 
Mo) + AI), e o 39210. agende que 40. 


3 f()s5x-2 4 f()e3-4x 
$ f()exi-x^3. 6 Ja) à 3x-7 
Exeres. 7-10: Determine o dominio de f. 


xel 


m 

? Mee o IM-$ 
vV- - 

E 


Exeres, 11-12: Determine se fé par, impar ou nem 
paz mem impar. 


V (2) f(x) = 5i + 2x 
0) f(x) * jr] - 3 
(e) f(x) = (80 - 3 
12 (a) fix) e VE ES 
(b) f(x) = 6x7 = dx? + 2x 
(e) f(x) = a(x = 5) 


Exercs. 13-22: Exboce, no mesmo plano coordena: 
do, os gráficos de f para os valoees dados de c 
(Utilize simetrias, translações verticais, trenslações 
horizontais, alongamento ou reflexão.) 


Dior hier c=0,1,-3 
M f() = h- ch e=0,2-3 
15 10) « Dir ec; €20,3,-2 
16 fi} = 9-346 — ce90,1,-3 
17 f(x) vic; c»0,1, 2 


18 fix) =- - Y; €950,1, -2 
19 fla) = A, e=1,3,-2 
20 f(x) = (x + e) e=0,1,-2 


21 f() (1-42 c=0,4,:3 
32 f(x) *«(x- 1)? -& e=0,2,-1 
Exeres, 23-24: O gráfico de uma função f com 
domínio O s x « 4 é exibido pela figura. Esboce o 
gráfico ds equação dada. 
23 (n) y» fx « 3) 

y (ys Ax- 3) 
ld y= fi) + 3 
(d) y * fx) -3 
(e) y = IA) 
(0 y 7 -4i 
(ys :fxs2-3 
hye Ar-2)+ 3 


- 
A 


24 (a) y = fix-2) 

(b) y » f(x « 2) 

(e) y = Mx) -3 
(ys fi) 3 

(€) y» 211) 
(oy 7 -1/) 
(ys -f+ 4)-2 
(b y» fjx-4)* 3 


dom 


Exeres. 25-30; Esbece o gráfico de f. 


x02 sexs-1 
» se | <1 
x43 zal 


25 fü) - 


x-35 sxs- 
s [s se-2«x«l 


-x*4 sral 


29 (a) f(x) »[[»-3]] — (0/69 » i -3 


10) f(x) = 2161] (0 f(x) = [223] 
30 ajele — &)fG) = fic] «2 
(fO) (CO td) 


Exeres. 31-34; (a) Determine (f + Xx), U- £9) 
UNICO e (f IgKx). (b) Determine o domínio de f + y, 
f 8. fee fig. 


3 f(x) = V5; gi) = VETS 
Mt f(x) = TX gx) = Vx «d 
sa si)» Lt 
3 fo) s Lá son 3E 


Exerts. 35-42: (3) Determine (f. + gx) e o domásio 
de fo g. (b) Determine {g + f Xx) e o dominio de g è f. 


35 f(x) «al - 3s; g(x) = Vx E 
36 f(x) » Vx-15; st) ext + 2x 
37 f() = VETT; gx) VES 
OEA gi) = viri 
39 f(x) « 23 F; gi) = Vx -3 
40 f(x) e VITE; go) TE 
-- 2 
41 f) = 5 ist 
i. 3 
42 f(x) = "3x. qm. 


Exercs, 43-50: Desermiae uma forma funcional com- 
posta para y. 


43 y. (o + 19 44 y VETE 
1 
Sr mo 46 ys4 VT 


El sy Se fi) 37-17 egi) 


43 ys(*-2x! + SY Saa 


Ve+ã -2 50 E 
+44 2 y [TT 7d 


foge À aproxime 


(f * DAA € (g * £00). 


RD 52 Se f(x) « V € 1 - 1, aproxiese f (0,0001). Para 
evitar 


calcular ums valor zero para f(0,0001), 
reescreva a fórmula de f como 


y 
NT +1 


53 Deve-se construir uma caixa abesia com um 
pedaço retangelar de cartolina de SO x 76 cm, 
cortando-se wea área x ees cada canto e dobran- 
do-se os lados (veja a figura). Expresse o volume 
V da caixa como função de x. 


$4 Um aquário aberto em cima, de 45 cm de altura, 


deve ter um volume de 170 lx, Sejam x o 
comprimento e y à largura (veja a figura). 


(a) Expeirnir y como função de x. 
(b) Expeienir em fencko de x a área total de vidro 
necessário, — 


55 Um balão de ar quente é liberado à 1h da tarde e 
sobe verticalmente à razdo de 2 m/s. Um ponto 
de observação está situado a 100m do poato do 
chão diretamente debaixo do baláo (veja a figura). 
Sendo t O tempo em segundos, após 1 da tarde, 
exprima a distância d do ballo 30 posto de 
observação em função de t. 


58 O triüngulo ABC está inscrito em em semicireulo 


de diámetro 15 (veja a figera). 


(a) Se x € o comprimento do lado AC, expresso 
o comprimento y do lado AC como fungho de 
x, e indique seu domá£sóo. (Sugestão: O ángulo 
ACB é reto.) 


(b) Expresse a áses do inisgulo ABC como 
função de x. 
c 


56 Deve-se construir um tanque de aço em forma de 
um cilindeo circular reto de 3m de altara com dois 
hemisférios nos extremos. O raso r alada está por 
determinar, Expresse a área S da superficie do 
tanque em função de r, 


57 De um ponto exterior P que está a À unidades de 
um chcalo de ro r, traga-se uma tangente ao 
circulo (veja a figura). Seja y a distância do posto 
P ao ponto de tasgência T, 


(a) Expresse y como função de h (Supesifes: Se C 
€ o centro do circulo, PT é perpendicular a CT.) 


(b) Se r é o rabo da terra e h é a altura de uss 
fogocte, cario podessos deduzir uma fórmula 
para a distância máxima (à terra) que um 
astronauta ver da nave, Em particulas, 
se h m 321.800m e r = 6436.000m, di uma 


aproximação para y. 


59 As posições relativas de uma pista de aeroporto 


e de uma torre de controle de 6,1m de altera são 
ilustradas na próxima figara. A cabeceira de pista 
está a uma distiacia perpendicular de 100 metros 
da base da tome. Se x é a distlacia percoerida ma 
pista por um avião, expresse a distância d entre 
o avido e a torre de controle como função de x 
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Revisdo 3 
“o Deseos construise um. abrigo retangular aberto (a) Utilize a semelhança de triângulos para ex- $ 1.3 TRIGONOMETRIA 
consistindo em 2 lados verticais de 1,20m n pressar y como função de h. 1 m uE ^ SA 
hargura € wm teto plano, anexo a um armazém j L 1, a geometria, um ángulo fica determi por duas semi-retas 
sieme. O teso plano deve ser de lata que (x) Esqresas o volame do tronco em função de À. Ed com mesma origem 0, o vértice do ângulo. Se A c B são pontos 
custo 5 5 o metro quadrado, e os dois lados Ssaundmobel valor de ho À L das retas |, e l, na Figura 1.27, temos o ángulo AOB ou Z AOB. 
w k asado, que custa $ 2 te) mum Eh 
imi que por volume do tronco é de 20m 1 Ü Costumamos denotar um ángulo por uma letra grega a, f ou O. 
di mê ! Na trigonometria também podemos interpretar Z AOB como 
la) Se dispuenos de $ 400 para a construção, ¿en Fi Figura 1.27 uma rotação do raio |, (lado Inicial do ángulo) em torno de O 
espersse o comprimento y em função da f A | até uma posição especificada por 1, (o lado terminal). A 
aa x y ` 


quantidade e a direção de rotação são arbitrárias; podemos fazer 


i 
al 
A V "x I, dar várias voltas em qualquer das duas direções em torno de 


| foto 


Ho) Fsgeesse o volume V em função de x. 


O antes de parar em I, Assim, infinitos ângulos podem ter os 

mesmos lados inicial e terminal. 
, h Introduzindo um sistema retangular de coordenadas, a 
€ posição padrão de um ángulo O é obtida tomando a origem 


pod» AA Como vértice e o lado inicial ao longo do eixo-x positivo (veja 
Lado a Figura 1.28). O ángulo O € positivo para uma rotação 
Inicial anti-horária, e negativo para uma rotação horária, 


62 Um cilindro circular reto de raio r e altura h está i Figura 128 
inscrito num cone de altura 12 e mio da base 4, A magnitude de um ángulo pode ser expressa seja em graus 
conforme a figura. i ou em radianos. Um ângulo de medida em graus, 1* corresponde 
& A quienes astsumave do programa Apolo tinha a (2) E A como fenção de r. a 4 de uma revolução completa ma direção anti-horária. Um 
huma ibe wm anoo de cose circular reto. Na i minuto (1°) é £ de um grau, e um segundo (1") é 4; de um 
m va salon das bases a € b já foram determi- (b) — o volame V do cilindro em função minuto. No cálculo, a unidade de medida angular mais impor- 
machos - 
+ 


tante € o radiano, Para definir um radiano, consideremos o 
circulo unitário U com centro na origem de um sistema 
retangular de coordenadas, e seja 0 um Angulo na posição padrão 
(veja a Figura 1.29), Fazendo o cixo-x rodar até coincidir com 
o lado terminal de O, seu ponto de intersecção com U percorre 
uma certa distância f até chegar a sua posição final P(x, y). Se 
t€ considerado positivo para uma rotação anti-horária e negativo 
para uma rotação horária, então 8 € um Angulo de 4 radianos, e 
escrevemos O = 4. Na Figura 1.29, 1 € o comprimento do arco 
ÁP. Se 0 = 1 (isto é, se 0 € um Angulo de 1 radiano), então o 
comprimento do arco ÁP em U é 1 (veja a Figura 1.30). 


Como a circunferência do círculo unitário E 2x; segue-se 
que 


2x radianos = 360° 
Este fato nos dá as seguintes relações: 
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Figura 1,30 


Relações entre graus e radianos (1.12) 


180° = x radianos 


Aproximando z/180 e 180/r, obtemos 
1'40,0074$ nd e 1rd 5729578 


O próximo teorema é uma conseqóéncia das fórmulas em (1.12). 
Teorema (1.13) 


(ii) Para transfoemar grass em radianos, multiplique por 3/180. 


Quando se dá a medida em radianos, não se indicu 
unidade, Assim, se um ángulo tem medida em radianos $, 
escrevemos O = 5 em lugar de O = 5 radianos. Quando sc trata 
de medida em graus, escrevemos O = $”, 


Ta Sm da 3n Sa In Ma, 
5974 E MAD 


60 90 120º 135º 150" 180" 210º 225* 240" 270º 300" 315" 330" 360" 


A tábua acima exibe a relação entre medidas em radianos 
c em graus, para vários ângulos usuais. Os valores podem ser 
verificados utilizando-se o Teorema (1.13). 
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Um ángulo central de um círculo é um ángulo 8 cujo 
vértice coincide com o centro do círculo (Figura 1.31). Dizemos 
então que o arco ÁB subtende o ângulo 8 ou que O é subrendido 


por ÁB. Dá-se a seguir a relação entre o comprimento s de 
AR, a medida em radianos de O e o raio do círculo r. 


Comprimento do um arco cireular (1.14) 


Se um arco de comprimento s num círculo de raio r subicade 
um ángulo central de medida © em radianos, então 


sarô 


DEMONSTRAÇÃO 


Se s, é o comprimento de qualquer outro arco do círculo, e se 
B, é a medida em radianos do ângulo central correspondente, 
A então, pela geometria plana, a razão dos arcos é a mesma que # 
razão das medidas angulares; isto é, s/s, = 8/8, donde s = s, 
0/0, Se considerarmos o caso especial em que O, = 2x, então 
Figura 1.31 5, = 2, € obtemos s = 200x) » rO, 


Utilizaremos mais adiante o próximo resultado, 


Área de um setor circular (1.15) 


Se 0 é a medida em radianos de um ángulo central de um 
círculo de raio r e sc A é a área do setos circular definido pos 
B, então ci ma Y) y : 

e ira wi fe i 
waran 5 A=P0 


DEMONSTRAÇÃO 


A Figura 1.31 exibe um ângulo típico e o correspondente setor 
circular. Se 0 é qualquer outro ângulo central e A, a área do setor 
correspondente, então, pela geometria plana, AJA, = 00, ow 
A = A 0/0, Considerando o caso especial B, = 2x ento A, + mi! 
€ A = are) = 178, 


As seis funções trigonométricas são o seno, o coseno, A 
tangente, a co-secante, a secante e a co-tangente, respectiva 
mente, Podemos definir as funções trigonométricas em terms 
de um ángulo € ou de um número seal x. Há dois métodos palinas 
que utilizam ángulos: 


1. Se 0 éagudo (0 < O < 3/2), podemos utilizar um tidsgule 
retângulo. 
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2, Se 8 € qualquer ângulo (em posição padrão), podemos 
kena Sesto Pla; b) em que o lado terminal de O 
intercepta o círculo x* 4 y? = r, 


Nas definições que seguem, as abreviaturas adj, op e hip 
são usadas para designar os comprimentos do lado adjacente, do 
Indo oposto e da hipotenusa de um triângulo retângulo tendo O 


Observa-se a partir de (ii) da Definição 1.16 que o dominio 
de sen e cos consiste em todos os ângulos 0. Como tan 0 e sec 
O não são definidos se a = O (isto é, se o lado terminal de 0 está 
no eixo-y), o dominio de tan e sec consiste em todos os ângulos 
exceto os de medida em radianos (1/2) + su, onde a é um número 
inteiro. O domínio de cot e cse consiste em todos os ângulos 


excelo os de medida em radianos an, pois cot 0 e cse 8 não são 
como daga, o. finidos se b = 0. 
3 De (ii), nota-se que 
Au funções [sen 6| = 1, jos 6| « 1, kse 6] = 1 e [sec 0| æ 1 
trigonométricas (1.16) E para todo 0 no lu 
a dominio destas funções. 
El Indicamos a seguir algumas relações importantes entre as 
2 funções trigonométricas. Lembremos que uma expressão tal | 
> como sen” O significa (sen O)ísen D). 
ala Sübazm dl iis a KT 1 Identidades 1 
(ii) De um Angulo qualquer 0: “a Timer fundamentais (1.17) E gno ii “o "Oro 01 
Ty A o PPS mo | Rar ps 
a, ; l 
E 1o tg? 0 e sec? 0 
me. 99970 me Qui y 
(BEM) vods v9tes, mi $5 se j 1 cor! 8 = csc! 0 y 
— tw 0.2 ' eot 0. a 
Cada identidade fundamental pode ser demonstrada recor- 
d rendo ao item (ii) da Definição (1.16). Por exemplo: 
O valor de uma função trigonométrica para um número j — 208. EN 
real x é seu valor em um ângulo de x radianos, 4 b (br) send 
4| 
Note, por (iii), que não há diferença entre funções trigono- | 9.2. (0), seno 
medicas de lngulos medidos em radianos c funções triponomé- i 477 27 lai" cos 0 
tricas de um número real. Por exemplo, podemos interpretar i 
y sen2 como o seno de um ángulo de 2 radianos ou como sendo q " ser 0 «cos 8 8 + Se ES LL, 
" 1 o seno do número real 2 | 
| fundamentais são tei fi 
vt M E R..- Os valores dis festos trig icas de ângulos agudos i diiit deeds 2d o iue ur nig sm 
e eL em (5) são razões de lados de um triângulo retângulo, logo, são | ilustrar cog 8x 1— sen" Q 
ws dme; c números reais positivos. Para o caso geral (ii), o sinal do valor ' ' 
da fuação depende do quadrante que contém o lado terminal de E -A me 
iii Iv dui wr exemplo, se B está no quadrante Il, então a < 0, b » Oe " "cost" e VT - sem 
sen O = bir > O e esc Ou rib > 0. As outras quatro funções j M 
são negativas. A Figura 1.32 indica esquematicamente estes No Capítulo 9 utilizaremos substitirigóes trigonométricas 
Figura 1M fatos. O leitor deve verificar os sinais nos quadrantes restantes. do tipo ilustrado mo próximo exemplo. 
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Figura 1.33 


EXEMPLO 1 


Se a > 0, expresse Va? =x” em termos de uma fungio trigono- 
métrica de 8 sem radicais, fazendo a substituição trigonométrica 


xa sent para ELLE 


SOLUÇÃO 
Façamos x = a sen B: 
Va? = Ya - (a sen OY 3 
- Va! - (a sem O) 
bi l-sen 
-va cos Ui 
-4 cos 0 


A última igualdade é verdadeira porque, primeiro, Va? = a se a > 0, 
c segundo, se -2/2 s O = 2/2, cntáo cos O > O c daí 
Vas O = cos 8, 


Há vários métodos para achar valores de funções trigono- 
métricas. Para certos casos especials podemos referir-nos sôs 
triángulos retângulos da Figura 1,33, Aplicando (i) da Definição — 
(1.16) obtemos: 


Duas razões para enfatizarmos esses valores especiais são 
(1) que eles são exatos e (2) que eles ocorrem com frequência 
na trigonometria. Em vista de sua importância, É conveniente, 
se não memorizar a tábua, pelo menos ser capaz de determiná-los 
rapidamente com auxilio dos triángulos da Figura 1.33. 


Cap. 1 Revisdo pré-cólcuto 3 


Ángulos de 
seferência 


Figura 1.34 


É possível aproximar, com qualquer grau de precisão, os 
valores das funções trigonométricas para qualquer Angulo. A 
Tábua A do Apêndice 111 dá aproximações de alguns valores 
com quatro decimais, 


As calculadoras cientificas tem teclas SIN, COS e TAN 
que podem ser usadas para obter essas aproximações. Os valores 
de esc, sec e cot podem ser obtidos utilizando a tecla de inverso 
Vx. Antes de usar a calculadora para achar valores de funções 
que correspondem em radianos, certifique-se de que a calcula- 
dora está no modo radiano. Para valores de funções em graus, 
a calculadora deve estar no modo grau. 


Como ilustração, para achar sen 30" numa calculadora 
típica, coloque-a no modo grau, entre o número 30 e aperte a 
tecla SIN. Obterá sen 30" = 0,5, que € o valor exato. Utilizando 
O mesmo processo para 60* obtemos uma aproximação decimal 
de V372, como, por exemplo, sen 60" ~ (1,8660254. Do mesmo 
modo, para achar um valor tal como cos 1,3, onde 1,3 € um 
número real ou a medida em radianos de um ángulo, colocamos 
a calculadora no modo radiano, entramos 1,3 e apertamos a tecla 
COS obtendo cos 1,3 = 0,2674988. 


Para determinar valores exatos de fungdes trigonométricas 
para um ángulo 0 em (ii) da Definição (1.16), às vezes utilizamos 
o ángulo de referência de 0 — isto €, o ângulo agudo 8, que 
o lado terminal dc O faz com o eixos. A Figura 1.34 ilustra o 
ôngulo de referência 8, para um ângulo em cada quadrante, 


y y y ly 
8, 8, --P 
x x mi a x 


Mostra-se que, para achar o valor de uma função trigono- 
métrica em 0, podemos determinar seu valor para o ángulo de 


. teferéncia 8g de O e então prefixar o sinal adequado referindo-a 


ao quadrante que contém B (veja a Figura 1.32). 


EXEMPLO? 


Determine sen 8, cos Ô e tg O, se 


- 
- 
> 


: 
: 
- 
| 
t- 
-- 
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Figura 1,45 


LI 
m | 
| y Picos à sen Y 
x 


Ces 


Figura 126 


(a) 0. db) 0.4315 
SOLUÇÃO 


A Figura 135 ilustra o ângulo e seus ângulos de referência. 
Utilizando valores funcionais de ângulos especiais (1.18), ob- 
temos: 


(a) sem 


N me 


sen E m 
6 


E. NS 
46746773 


(b) sen315' = sen 45% 2 


vz 


cos 315º = cos 45" er 


ig 315° = -ig 45 « 1 


Sc usamos uma calculadora para aproximar valores de 
funções, os ângulos de referência tornar-se-&o desnecessários, 
Como ilustração, para achar sen 210", colocamos a calculadora 
Bo modo grau, inscrimos o número 210 e apertamos a tecla SIN, 
obtendo sen 210" = -0,5, que é o valor exato, Usando o mesmo 
processo para 240", obtemos a aproximação decimal 


sen O" = 0,8660254 


Para achar o valor exato de sen 240", não se deve usar uma 
calculadora. Neste caso, achamos o ángulo de referência 60° de 
240" e usamos o teorema sobre ângulos de referência juntamente 
com resultados conhecidos sobre ângulos especiais, obtendo 


sen 240" = sen 60" = -2 


Para tragar o gráfico do seno e do co-seno, podemos estudar 
a variação de sen O e cos 0 quando O varia, usando um círculo 
unitário U em (li) da Definição (1.16). Fazendo r = 1, as fórmulas 
cos D = afr e sen 0 = b/r tomam as formas mais simples cos Ô = a 
€ sen € = b. Logo, o ponto Pía, b) em U pode se denotar por 
Picos €, sen 8), conforme ilustrado na Figura 1.36. Fazendo O 
aumentar de O a 2z, o ponto Picos 6, sen 8) percorre o círculo 


- — — 
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unitário uma vez no sentido anti-horário, Observando a coorde- 
nada-y, sen 8, de P, obtemos os seguintes fatos nos quais as setas 
são usadas para indicar as variações de 0 e sen 0, (Por exemplo, 
O + 1/2 indica que O aumenta de O a 2/2, e 0—1 significa que 
sen O aumenta de O a 1). 


R + "e - 
p: daas: m" 2 2x 
sen 0: 0 -1 70-1 -.0 


Se P continua a percorrer U, o mesmo padrão se repete a 
intervalos [2x, 4x] e [dn, 6x). Em geral, os valores de sen O se 
repctem em todos os intervalos sucessivos de amplitude 21. Uma 
função f com dominio D € periódica se existe um número 
positivo real k tal que x + k está em D e f(x«k) = f(x) para todo 
x em D. Isto implica que o gráfico de f se repete a intervalos 
sucessivos de amplitude A. Se existe um menor número real 
positivo k, € chamado o período de f. Segue-se que a função 
seno é periódica com período 2r. Utilizando este fato e grafando 
diversos pontos, tomando valores especiais de 0 tais como 6, 
7/4 e 25/3, obtemos o gráfico da Figura 1.37(1), em que 
utilizamos O = x como variável independente (medida em 
radianos ou münscros reais). | 


O gráfico de y = cos O pode ser obtido de modo análogo, 
estudando a variação da coordenadas, cos B, de P na Figura 
1.36 à medida que 0 cresce. O leitor deve verificar os gráficos 
restantes da Figura 1.37. Note que o período das funções tam- 
gente e co-tangente é s. 


Uma equação trigonométrica é uma equação que contém 
expressões trigonométricas. Cada idemtidade fundamental é um 
exemplo de equação trigomométrica, onde cada número (ou 
Sagulo) no domínio da variável € uma solução da equação. Se 
uma equação trigonométrica não é uma identidade, em geral 
obtemos soluções utilizando técnicas análogas às usadas para 
equações algébricas, A principal diferença € que primeiso 
resolvemos a equação trigonométrica em relação a sem x, cos 0 
etc., e em seguida achamos os valores de x ou O que satisfaçam 
a equação, Se não se especifica a medida em graus, então as 
soluções de uma equação trigonométrica devem ser expressas 
em radianos (ow números reais). 
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(m6 y= senx 


(iv) y» cx 


Figura 1.37 


(H) y» cosx (i) y= igx 


(v9) y= scx 


EXEMPLO 3 
Determine as soluções da equação sen 0 = ! se 


(a) O está no intervalo (0, 2x) (b) Bé um real qualquer 
SOLUÇÃO T 


(a) Sc sen = !, então o ângulo de referência para 0 é x/6. Se 
considerarmos O como um ángulo na posição padrão, então, 
como sen © > 0, o lado terminal de Ô está no quadrante | 
ou no quadrante II (veja a Figura 1.38). Assim, há duas 
soluções para O < 0 < 2x: 


ale 


x x. 
dr: e 9. n- 6 


(b) Como a função seno tem período 2x, podemos obter todas 
as soluções adicionando múltiplos de 2x a 1/6 e Saló. Daí 
vem 


Figura 1.39 


. 
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' 

' 
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º 

e 

Uma solução gráfica alternativa envolve a determinação do e 
ponto em que o gráfico de y = sen O intercepta a reta horizontal e 
e 

: 

e 

e 


y = |, conforme ilustra a Figura 1.39, 


Dada uma equação trigonométrica tal como sen 8 = 0,6635, 
podemos aproximar 6 usando uma calculadora ou uma tábua, 
Certas calculadoras tëm uma tecla SIN ' ou ASIN para este fim. 
Com outras, é preciso apertar INV e então SIN. Essas notações 


baseiam-se nas funções trigonométricas inversas, que serão 
estudadas na Seção 8.2. Como veremos, há uma função denotada 
por sen”, ou arcsen, tal que 


sen"! (sen 0) = O se 055 (ou -90* « 0 « 90") 
Note que esta fórmula indica que, aplicando sem a sen 0, 
obtemos 8, desde que O satisfaga as restrições indicadas, 


O próximo exemplo ilustra o uso de uma calculadora na 
resolução de uma equação trigomoméltrica. 


EXEMPLO 4 


Se sen 0 = 0,5 € 0 € um ângulo agudo, use uma calculadora pua 
aproximar a medida de 6 


(a) em graus (b) em radianos 
SOLUÇÃO 
(a) Coloque a calculadora no modo pranc 
—  InsiraQ,s: 0,5 (valor de sen t) 
Aperte INV SEN: 30 (medida em grau de (1) 
ás (b) Coloque a calculadora po modo radiano: 
Insira 0,5: 0,5 (valor de sen 0) 
Aperte INV SEN: 0,5235988 (medhia em andinos de 0) 
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Higuera 140 
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Figura 144 


O óltimo nümero € uma aproximação decimal para uth ângulo 
de medida 2/6 radianos, 


————— —— a — 


É importante notar que há muitos valores de O tais que 
sen O w 0,5, todavia, uma calculadora dá apenas o valor entre O 
€ 1/2 (ou entre 0" c 90"). Da mesma forma, se sen O = — 0,5, a 
calculadora dará uma aproximação do valor 6 = -m/6 (ou 
9 = -30") entre 1/2 c O (ou entre —90* c 0°). 


Na Seção 8,2 definisemos também fenções denotadas por 
cos”, ou arcos, € tan’, ou arctg, com as seguintes propriedades: 
cost (cos 0) = O se üxÜsx (ou 0' s 8 « 180) 


t^ (tg 0) = 0 se -3 <0<5 (ou -90* < 0 < 90°) 


Estas funções podem ser empregadas de mesma forma que 
SIN" (isto é, INV SIN) usada no Exemplo 4. Ao utilizar uma 
calculadora para achar 0, devem-se observar as restrições quanto 
a 0. Por exemplo, há muitos (infinitos) valores de 0 tais que tg 
O = —1; todavia, uma calculadora dá apenas o valor que está 
entre =- x/2 e O (ou entre -90" e 0"). Se se desejam outros valores, 
pode-se proceder como no exemplo seguinte, 


EXEMPLO 5 
Se tg 0 = -0,4623 c 0 x 6 < 360", determine 0 a menos de 0,1", 


SOLUÇÃO 


Se estamos utilizando uma calculadora (modo grau) para achar 
O quando tg 0 é negativa, então a medida em graus está no 
intervalo (-90*, 0). Em particular, temos: 


Insira 0,4623: -0,4623 (valor de tg 0) 
Aperte INV TAN: —-24,811101 (um valor de 6) 
Assim, a aproximação em graus é « -24 8". 


Como desejamos obter valores de O eatre 0' e 360", usamos 
0 ângulo de referéncia (aproximado) Og ~= 24,8". H4 dois valores 
possíveis de 8 tais que tg 8 é negativa — um no quadrante 11, 
outro no quadrante IV, Se 0 está no quadrante lle 0" x 8 « 36, 
temos a situação da Figura 1.40, € 


0 = 180" — 6, = I80* — 24,8", ou B~ 155,2" 


Sc 0 está no quadrante IV e 0” x 8 < 360", então, conforme 
Figura [.41, 
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O = 360 —0, = 360" — 24,8°, ou Om 335,7 


Um método de resolução que não envolve ângulos de 
referência consiste em usar o fato de que a função tangente tem 
período x, ou 180", Assim, após obter 0 = —24,8", podemos achar 
ângulos aproprisdos entre 0” e 360" somando 180" e 360", conso 
segue: 


24,8" + 180" = 155,2" 
24,8" + 360" = 3352" 


Existem multas relações importantes entre as funções 
trigonométricas. As fórmulas para as negativas são 


sen (u) = -senu cos(-u)=cosm tan (~u) = tan q 
csc (u) = -cse i sec (1) = secu co (10) = cof u 


Essas fórmulas mostram que o seno, a tangente, a co-secante e 
à co-tangemte são funções impares, e o co-semo e a secante 
fungóes pares, conforme também indicado pelas simetrias de 


seus gráficos na Figura 1.37. 


As fórmulas de adição e subtração para o seno € o co-seno 
são 


sen (u * v) = sen m cos v + cos ur sen v 
cos (W x v) = cos u cos v z sen u sem v 
As fórmulas do ángulo duplo para o seno e cosseno são 
sen 2u = 2 sen u cos t 
cos 2n = cos? u — sen? u 
= 1—2 sen? 11 = 2 cos? nut 
As fórmulas do ángulo metade sho 


ser? um PA 
cos! y, COS 2u 


Estas e outras fórmulas úteis no cálculo estão relacionadas no 
inicio deste livro, 
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EXERCÍCIOS 1.3 


Exercs. 1-2: Ache s medida exata do ángulo em 
radianos: 


1 (a) 150" iao (e) 450" (d-e 
2 (2)225* (9210 (e) 610" (d)-135* 


Exeres, 34: Ache a medida exata do dagulo em 
graus: 


2x E E Ja 
5 «T GU XT W- 
Ur qye uz Qa SE 
4 «V GUT O 0-7 


Exeres, 5-6: Ache o comprimento do arco que 
subtende um ângulo central 0 cm um circulo de diámetro 
d. 


S 850; d» 16 

6 0223; d» 120 

Exerc, 7-8: Ache os valores de x e y na figura. 
7 


4 
y 
8 
x 
fe 
y 
Exercs, 9-12: Ache os valores das funções trigono- 
métricas se O é um Angelo agudo. 
9 naal 10 cose E 
5 
Higgs McoBel 


Exercs. 13.14: Se Y está na posição padrão, e Q está 
mo lado tesménal de O, ache os valores das funções 
trigosoesttricas de Ô. 

13 Q4, 3) 14 QC, -15) 


Exercs. 15-16: Seja O na posição padrão, com lado 
termásal no quadrante especificado c satisfarendo à 
condicio dada. Determine os valores das funções 
trigonométricas de 0, 


15 Ill; paralela à reta 2y - 7r + 2 = 0 
16 1V; perpendicular à seta por A(S, 12) e B(-3, -3) 


Exercs. 17-20: Se O é um ângulo agudo, use identi- 
dades fundamentais para escrever 3 primeira expect- 


são em termos da segunda. 

17 (a) cot 0, sen O (b) sec &, sen & 
18 (a) tg O, cos O (b) esc ð, cos ô 
19 (a) tg 8, sec O (bh) sen 8, sec 6 
20 (a) cos 8, cse 8 (b) cos 6, cor 8 


Exercs, 21-26; Volte 30 Exemplo 1. Faça a substi- 
tuição indicada e use idemidades 
fundamentais para obter uma expressão trigonomé- 


' tica simplificada que não contenha radicais. 


zi vI6-» ; x=430m 0, para - 78055 
n Ea a a 

WIS x23sen0, para - 5 «0« 
Das: ra Sig O, para - 5 <0<% 
MU xo 218 0, para - O «0«5 
25 3 P 1» 3 sec 0, para 0 < 0 «7 
16 9460-25; x S sec 0, pora 0 < 0.3 
Exercs. 27-32: Ache o valor exato. 


17 (a) sen(25/3) (sen (Sua) 
28 (a) cos 150* (b) cos (-60) 
29 (a) 18 (5:U6) (9) tg (03) 

30 (a) cot 120" (b) cor (-150") 
M (a) sec (2/3) (b) sec (^6) 
32 (a) cse 240" (b) esc (-390") 


" Es 
p 
A 
ne 
be 
bo. 


id 


^ 


P PT um 


Exeres. 33-38: Faça o gráfico de f, utilizando alon- 
gamento, reflexão ou trassiação. 


3 (a) f(x) + À sem x (b) f(x) = A sen x 


34 (a) f(x) = sen (x — 8/2) (0) f(x) = sen x = 32 
35 (a) f(x) = 2 cos (x + n) 0 Ax) 5 2e x 2 


3 mfa) =]cosx b) fla) =- cosa 
31 (a) fi) + 4 tg x (b) f(x) = tg (x — 24) 
38 (a) flo) = gx (b) fix) = tg (x + 3/4) 


Exeres. 39.42: Escreva y em forma de função 
composta, 


Yy-= Vid 4 ys col (20) 

4iyssec(xe m4) diyecscvi-a 

43 Se f(x) = cos x, mosttc que 
MEA cos 


a mt de 


£x:0-10) cima Pri) xat 


Exercs. 45-34: Verifique a idemidade, 
45 (1 — sen! 1 + ig! i) d 
46 sec fl — cos [B o tg [sen fi 


^ 


- TD 


ASCOLI + Ige m TE 


A f 
^ sec fi - 604 D cos [1 


1 
9 a 


St sen 3u = sen m3 — 4 sen? u) 


E 


_Cap | Revisão pré cálculo 47 


52 2 50m! 2? + con 4r 1 


$3 cost (2) À + $ cos 0 +! cos 20 


54 sent x 2 HELLE q cus Ba 


Exeres. $5.56: Ache todas as soluções da equação. 
55 200820- VÍ «0 5625304 V7 =0 


Exeres. 57-64; Ache as soluções da equação em 
[0, 2x). 


57 21000 w= l- enu 
89 2igi- sec? 1=0 


60 sen x + cos X cota = esc X 


GI sen 1 « sen 120 62 cos u + cos 2u = O 


64 sem lus cosu d 


63 ig 2x = tg x 2 


E] Exercs. 65-70: Aproxime, a menos de 10", as solu. 


qões da equação que estão em |0", MA) 
65 sen Ô » 0,5640 — 66 cos 0 = 0,7490 
67 ig 8 = 2,798 68 cor 0 = «0,9001 
69 sec Ô = -1,116 70 cse 0 = 1,485 


[371 Grale y » (sen x cos majicos x para -1 sx s 1 
e exime os imerceptos-r. 

$171 Aproxime a solução da equação x = | cos x utili 
zando o processo abaixoc 


(1) Grafur y = x e y= $ cos x nos mesmo civis 
(2) Usar os gráficos em (1) para obres oma 
primeira aproximação x, da soboóo. 


(3) Determinar aproximações sucessivas A y, 
Eye, empregando as firulas x, =! cus 4, 
Me i OS Ty ..., MÉ oblcr uma precisão de 
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MAKRON 


^"* LIMITES DE FUNÇÕES 


INTRODUÇÃO 


O conceito de limite de ema função f € uma 
das idéias fundamentais que distinguem o 
cálculo da álgebra e da trigonometria. No 
desenvolvimento do cálculo no século XVIII, 
o conceito de limite foi tratado intuitivamen- 
te, tal como fazemos aqui na Seção 2.1, onde 
supomos que o valor de f(x) tende para um 
certo mümcro L quando x tende para um 
nümero a, Ou seja, quanto mais próximo de 
y L estiver o valor de f(x), mais próximo de a 
estará x. O problema desta definição está na 
palavra próximo. Um cientista pode conside- 
rar o resultado de uma mensuração próximo 
de um valor exato L quando estiver a 10* cm 
de L. Um corredor profissional pode estar 
próximo da meta quando estiver a 50 metros 
do final, Um astrónomo às vezes mede a 
proximidade em ano-luz. Assim, para evitar 
ambiguidade, é preciso formular uma defini- 
cão de limite que não contenha a palavra 
próximo. Faremos isso na Seção 2.2, enun- 
ciando o que é tradicionalmente chamado 
definição e-b de limite de uma função. A 
definição € precisa € aplicável a qualquer 
situação que queiramos considerar. Mais adian- 
te neste capitulo discutiremas propriedades que 
possibilitam calcular muitos limites de modo 
fácil, sem apelar para a definição e-5. 
Na última seção utilizamos limites para defi- 


nir fungdo contínea, um conceito largamente 
empregado em todo o cálculo. 


à UA CULTE; 
uf sta, mas Ss LIN la 
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2.1 INTRODUÇÃO AO CONCEITO DE LIMITE 


No cálculo e suas aplicações interessam-nos em geral valores 
f(x) de uma função f que estejam próximos de um número a, 
mas que não sejam necessariamente iguais a a. De fato, há muitos 
casos em que a não está no domínio de f, isto €, f(a) não é 
definida. A título de ilustração, consideremos 


0-20 
OE 


com a = 2, Note que 2 não está no domínio de f, pois, fazendo 
x = 2 obtemos a expressão indeterminada 0/0, A tabela seguinte, 
obtida com uma calculadora, relaciona alguns valores (com oito 
decimais) para x próximo de 2. 


Parece que, quanto mais próximo de 2 está x, mais próximo de 
$ está f(x); entretanto, não podemos ter certeza disto, porque 
calculamos apenas alguns valores da função para x próximo de 
2. Para obtermos um argumento mais convincente, fatoremos o 
numerados e o denominador de f(x): 


Se x » 2, podemos cancelar o faros comum x — 2; verificaremos 
que f(x) é dada por ! xz. Assim, o gráfico de f(x) € a parábola 
y = 12? com o ponto (2, $) omitido, conforme se vê na Figura 
2.1. É evidente que, geometricamente, quanto mais próximo de 
2 estiver x, mais próximo de $ estará f(x), conforme indicado ma 
tabela precedente. ` 


E 
(^. ^ 
, 


Límite de uma função (2.1) 


Cap. 2 Limites de funções SI 


Em geral, se uma função f é definida em todo um intervalo 
aberto contendo um púmero real a, exceto possivelmente no 


próprio a, podemos perguntar: 


1, À medida que x está cada vez mais próximo de e (mas 
x q), o valor de f(x) tende para um número real L? 


2. Podemos tomar o valor da função f(x) 150 próximo de L 
quanto queiramos, escolhendo x suficientemente próximo 
de a (mas x « a)? 


Se a resposta a estas perguntas é afirmativa, escrevemos 
lim f(x) -L 


i. 
€ dizemos que o limite de f(x), quando x tende para a é L, ou 
que f(x) se aproxima de L quando x se aproxima de a. Podemos 
usar também a notação 


fGx)-L quindo x-*a 


Isto significa que o ponto (x, f(x)) do gráfico de f se aproxima 
do ponto (a, L) quando x se aproxima de a. Usaremos as 
expressões próximo e se aproxima de mancira intuitiva. Na 
próxima seção daremos uma definição formal de limite, que evita 
esta terminología, Utilizando esta notação de limite, podemos 
denotar o resultado de nossa ilustração como segue: 


ibusiragáo gráfica. 


A us 
SIGNIFICAÇÃO | INT 


ER EPINTUITIVA DE [Po 
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Figura 27 


Se f(x) se aproxima de um certo número (que não sabemos 
qual seja) quando x se aproxima de a, escrevemos lim, _., fi) 
existe, 


O gráfico de f exibido no quadro anterior ilustra apenas uma 
forma como f(x) pode aproximar-se de L quando x se aproxima 
de a. Não exibimos um ponto com a coordenada x igual a a porque, 
ao utilizar o conceito de limite (2.1), sempre supoemos x » a; isto 
€, o valor f(a) da função é completamente imelevamte. Como veremos 
Ha) pode ser diferente de L, pode ser igual a L, cu pode mesmo não 
existir, dependendo da matureza da função f. 


Em mosso estudo de f(x) = (x - 22 (3x - 6) foi possível 


. simplificar f(x) fatorando o numerador € o denominador. Em 


muitos casos, tal simplificação algébrica é impossível. Em 
particular, ao considerarmos derivadas de funções trigonométri- 


cas mais adiante, devcremos responder à seguinte pergunta: 


Note que fazendo x » 0 obtemos a expressio indeterminada 00. 
A tabela da página seguinte, obtida com uma calculadora, 
relaciona algumas aproximações de f(x) = (sem xyx para x 
próximo a 0, onde x é um número real ou a medida de um ángulo 
em radianos. A Figura 2.2, ao lado da tabela, é um gráfico de f. 


0,454648713 
0,841470985 
0,958851077 
0,973545856 
0,985067356 
0,993346654 
0,998334166 
0,999983333 
0,999999833 
999999995. 
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Referindo-nos à tabela ou 20 gráfico, chegamos à seguinte 
conjectura: 


lim 595. 
sp X 


Como dissemas, fizemos apenas ema conjectura quanto à 
resposta. A tabela indica que (sen x)'x está cada vez mais 
próximo de 1 quanto mais próximo x está de O; todavia, não 
podemos estas absolutamente certos disto, Poderia ser que os, * 
valores da função se afastassem de 1 se x estivesse mais próximo 
de O do que os valores indicados no quadro. Embora uma 
calculadora possa auxiliar-mos na suposição da existência do 
limite, ela não pode ser usada como demonstração, Voltaremos 
a este limite ma Seção 34, quando provaremos que mossa 
suposição é cometa. 


É fácil achas lim, | f(x) se f(x) é uma expressão algébri- 
ca simples. Por exemplo, se f(x) = 2x 3 e a = 4, € evidente que 
quanto mais próximo de 4 estiver x, mais próximo de 2(4) --3 = 5 
estará f(x). Isto nos dá o primeiro limite da ilustração seguinte. 
Os dois limites restantes podem ser oblidos da mesma mancira 
intuitiva, 


ILUSTRACÁO 


. lim (2x - 32-24) - 348-325 
2 Um (^1) (3) 1292110 


. lim Vx 432-742 017 = 3 


1.7 


Na ilustração precedente o limite quando x — a pode ser obtido 
simplesmente substituindo-se x por a, Trata-se de uma propric- 
dade que € válida para funções especiais chamadas fungóes 
contínuas, a serem estudadas na Seção 2.5. A próxima ilustração 
mostra que esta técnica não é aplicável a toda função algébrica 
f. Na ilustração, é importante notar que 


Ferr? DD 42 desde que xo. 


(Sex = 1, entho x — 1 9 0, e € permitido cancelar o fator comum 
x - | no numerador e denominador.) Segue-se que os gráficos 
das equações y = (x? + x - 2M(x - 1) € y = x + 2 são os mesmos 
exceto para x = 1. Especificamente, o ponto (1, 3) está vo gráfico 
de y =x + 2, mas não está no gráfico de y = (x + x = 2)(x — 1), 
conforme ilustrado. 


.. amo sa 


2 Limises de ss 


EXEMPLO 1 
E x 


, encontre lim f(x), 
Limite und 


x 


4 


SOLUGÁO 


O número 2 nio está no dominio de f, pois, se fizermos x = 2, 


obteremos a expressão indeterminada 010, Fatorando-se o ume- 
rador e o denominador, obtemos 


= 242 
Sto) = pi aya 


Não podemos cancelar o fator x = 2 neste momento; todavia, se 
tomarmos o limite f(x) quando x — 2, tal cancelamento é 
permitido, porque, por (2.1) x = 2 e, dai, x = 2 » 0. Assim, 


tim 227 $62 5x2 E 

la m -6 e 
e lim 22x - 1) 
sz bx - 2) 8x + 3) 


' | 2lim 25-1. 3. i 
a 5x3 13 


MEE Jim f(x) 3 


: 
A me 


1 
EXEMPLO 2 
r+x-2 
* Mx)5] xl srl 

2 sexzl 


^ x29 * 
le Mx) 3 Seja fü) = 073 


(a) Ache lim f(x). 


(b) Esboce o gráfico de f c ilustre graficamente o limite da 
parte (a) 

Na ilustração precedente, o limite de cada função, quando 

x se aproxima de 1 € 3, mas no primeiro caso f(1) = 3 

segundo caso g(1) não existe e no terceiro h(1) = 2 « 3. 


SOLUÇÃO - 


(a) Note que o número 9 não está no domínio de f. Para achar 
0 limite, modificaremos a forma de f(x) racionalizando o 
denominador como se segue: 


Os dois exemplos seguintes ilustram como manipelacóes 
algébricas podem ser usadas para determinar certos limites. 


x-9 
, lim fx) -lim 7 3 


x=9 vx+3 
" ns 3 Vx+3 
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Figura 2.3 


| 


Fun 24 


Dilecti em 


1. 


Por (2.1), ao investigasmos o limite quando x — 9, supomas que 
x « 9. Logo x — 9 «0, c então podemos dividir numerador € 
denominador por x — 9; isto €, podemos cancelar o fator x — 9, 
0 quc dá 


lim fix) = lim (VE + 3) = VS + 3 = 6 


(b) Se racionalizarmos o denominador de f(x) como em (a), 
veremos que o gráfico de f é o mesmo que o gráfico da 
equação y = Vx +3, exceto para o ponto (9, 6), conforme 
ilustrado na Figura 2.3. Conforme x aproxima-se de 9, o 
posto (x, f(x) no gráfico de f aproxima-se do ponto (9,6). 
Note que f(x) nunca atinge efetivamente o valor 6; todavia, 
f(x) pode tornar-se tão próximo de 6 quanto desejarmos, 
bastando tomar x suficientemente próximo de 9. 


Os dois próximos exemplos envolvem funções que não têm 
limite quando x se aproxima de O. As soluções são intuitivas por 
natureza. Demonstrações rigorosas exigem a definição formal 
de limite, dada na próxima seção. 


EXEMPLO 3 


Mostre que lim , nào existe. 
aco 


SOLUÇÃO 


A Figura 2.4 esboça o gráfico de f(x) = lx. Observe que 
podemos fazer |f(x)| tão grande quanto quisermos, bastando 
escolher x suficientemente próximo de O (mas = 0). Por exemplo, 
se quisermos f(x) = 1.000.000, escolheremos x = -0,000001. 
Para f(x) = 107, escolheremos x = 107. Como f(x) não tende 
para um número específico L quando x se aproxima de 0, o limite 
não existe. 


EXEMPLO 4 


Mostre que lim sen 2 não existe. 
1-0 


z a - hs S9 M aas Adi f 2 - 
y os Es T. EI ui. mE. erae do aii ct . 
TA. dana ALPES ll - 
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SOLUÇÃO 


Determinemos primeiro algumas características do gráfico de 
y = sen (1/x). Para determinar os interceptos-x, notemas que, 
para todo inteiro n, 


casi Dó mute! m;e 2» L 
x/ x An 


Veja alguns interceptos-; 


Fazendo x tender para O, a distância entre interceptos-x sucessi- 
vos diminui e, de fato, tende para 0. Analogamente, 


sen Lo 1 se e somente se x Co y Fan c 


1 — = "9 
$28 71200 somni 103 (3902) + Zn 


onde n é um inteiro arbitrário. Assim, quando x tende para 0, os 
valores da função sen(1/x) oscilam entre —1 e 1, e as “ondas” 

tes tornam-se cada vez mais “comprimidas”, como 
se vê na Figura 2.5. Logo lim, ., sen (1/x) nho existe, porque os 
valores funcionais não tendem para um número determinado L 
quando x se aproxima de 0. 


papos! 
LI 


—- te de a 3 
+ 


Figura 2.5 
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Às vezes utilizamos limites laterais dos tipos ilustrados no 
quadro a seguir: 


Para um límite à esquerda, a função f deve ser definida 
em (ao menos) um intervalo da forma (c, a), para algum número 
real c. Para em limite à direita, f deve ser definida erm (a, c), 
para algum c. A notação x — a^ significa que x tende para a 
pela esquenta, e x — q" significa que x tende para a pela direita. 


EXEMPLO 5 
Se f(x) = Vx - 2, esboce o gráfico de f e ache, se passível, 


: dim ft) (0) dim fo) () lim f(x) 
SOLUCÁO 


A Figura 2.6 é um esbogo do gráfico de f. 
(a) Sex»2,enthio x - 2» 0c, dal, f(x) = Vx — 2 é um número 
real, isto é, f(x) € definida. Assim, 


lin VR = 7 «v2-2 «O 
a. 


(b) O limito à esquerda não existe porque f(x) = Vx — E não é 
um número real se x < 2. 


(c) O limite não existe porque f(x) = Vx - 2 não é definida 
em um intervalo aberto contendo 2. 


Teorema 2.3 


Figura 2.7 
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O teorema que segue estabelece a relação entre limites 
Interais e limites. 


Jim f(x) = = L se e somente se Vim f(x) = L = lim f(x) 


a". 


O teorema precedente (que pode ser demonstrado usando- 
se as definições da Seção 2.2) mos diz que o limite de f(x), 
quando x se aproxima de a, existe se e somente se ambos os 
limites laterais direito e esquerdo existem e são iguais. 


EXEMPLO 6 


Se f(x) = 1, estoce o gráfico de f e ache, se possivel, 


(a) lim f(x) (b) im f(x) (c) lim f(x) 
ac- PR aca 
SOLUÇÃO 


A função f não é definida em x = 0. Se x > 0, então fr] = x c 
f(x) = xix = 1. Logo, para x > 0 o gráfico coincide com a reta 


horizontal y = 1. Se x < 0, então [| = - x e f(x) = -xix = 1, 
Isto nos dá a Figura 2.7. Referindo-nos ao gráfico, vemos que 
(a) lim f(x) «-1 

ac 
(b) lim f(x) - 1 

a 


(c) Como os limites laterais à direita e à esquerda são diferen- 
tes, decorre do Teorema (23) que lim, |. f (x) não existe, 


No próximo exemplo consideramos uma funcio definida 
pot partes. 


EXEMPLO 7 
Esboce o gráfico da fenção f definida por 
3-x se x«l 


fé)» 14 se 1-1 


este x>! 


Ache lim f(x), lim f(x), e lim f(a) 
.* su el ac Y s. 


y 


Figura 2X 


V (Mw) 


I ITEPA] 


A 1 ) 
IAN MS O 4. ^ 
607 (€ dli ulo com (1evemerria Analítica Cop. 2 


SOLUÇÃO 
A Figura 28 exibe o gráfico. Os limites laterais são 
lim fi) «lim (3-1) = 2 
e lim f(x) = lim (i? 4 1) -2 
sj r4 
Como os limites laterais discito e esquerdo sho iguais, decorre 
do Teorema (2.3) que 
lim $ -2 
Note que o valor da função f(1) = 4 € irrelevante para a 
determinação do limite. 
— M — À— a MÀ e 
^ aplicação seguinte envolve límites laterais. 


EXEMPLO 8 


Um gás (lal como vapor d'água ou oxigênio) é mantido a 
temperatura constante no pistão da Figura 2.9. À medida que o 
gás é comprimido, o volume V decresce até que atinja uma certa 
pressão crítica. Além dessa pressão, o gás assume forma líquida, 
Use o gráfico da Figura 2.9 para achar e interpectar, 


(a) lim V (b lim V () lim Y ) 
P-o Po ay P= wo 
SOLUÇÃO 


(a) Vemos peña Figura 2.9 que, quando a pressão P em (tors) 
€ baixa, a substância é um gás e o volume V (litros) é 
grande. (A definição de rorr, unidade de pressão, pode ser 
encontrada em textos de física.) Se P se aproxima de 100 
On 100, V decresce € se aproxima de 

+ isto €, 


lim V»05. 
P 05 


O limite 0,8 representa o volume no qual a substância começa 
a se transformar de gás em liquido, 


(b) Se P> 100, a substincia é um líquido. Se P se aproxima 
de 100 por valores superiores a 100, o volume V aumenta 
muito lentamente (pois os líquidos são quase incompressí- 
veis), e 

lim V «0,3. S 
LE 
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O limite 0,3 representa o volume eo qual a substância começa 
a se transformar de líquido em gás. 


(c) lim, ¡yy NãO existe, pois os limites laterais à direita e à 
esquerda em (a) e (b) são diferentes. (Em P = 100, as 


formas gasosa e líquida coexistem em equilibrio, e a 
substáncia não pode ser classificada seja como gás ou como 


líquido.) 


r$ E Ue + 25 


EXERCÍCIOS 2.1 
Exeres. 1-10: Ache o limite Extres. 25-30: Ache cada limite, se existe: 
bom (e 10) 2 Em (P +2) N tam) (MA) (imf) 
2-3 I- 4% 3 4 7 aa mm 1772 
Bori "S a Y s qua 
5 iim7 6 limi00 | S5 
7 lima 8 lim(-1)- — A 
> Ese D Mgsn-Yr464x; LE 
EI xe2 054 dass 
ta em i-i 8 
Exeres. 11-24: Use uma simplificação algébrica 29 fa) JA ET S 
pasa achar o limite, se existe. x 
(r*3)0-7 4) iy Luberon) me e z 
We eaan SS wal Y fs. aat 
P-A Pete Exercs. 31-40: Use o gráfico para determinar cada 
13 tim rw > E E: RE limite, quando existe: 
ds ge$l-3 (a) lim Ax) (b) fim fx) (9 Vim Ax) 
"m 2755r-1 En ENE rà dsd 
3 (Dim fU) (Olim fü) — (D im fix) 
17 lim 515 18 tim ES Is e Y 
¿e VE = saata " 
19 tim SLAVE ap gm SAP 
LL] h =. h 
LET. B-s, 
x» h+2 Sia M-à4 C 
— EX QIi-$ 
pico exe o". 


2 Limites de [1] 
(b) Se né um iateiso maior do que 1, determine: 
, Wm Cir) € lim Cto) 
ac seem 


49 A próxima figura é um gráfico das foegas-g 
experimentadas por um astronagta duraste a de- 
> colagem de uma nave espacial com dois langa- 
: dores de foguete. (Usma força de dg's é duas vezes 
a força da gravidade, 3g's de trés vezes a força 
7 da gravidade cic.) Se Ft) denota a força-g aos é 
; minutos de vào, determine e interprete 
Exeres, 41-46: Esboce o gráfico de f e ache cada 
limite se existe: (e Fo 


() Mm ft Olima (e) im fis) 
aW pa ti 


(lim Fi) e or d 
ít 


ANA AAA Ass a 


2-1 s x«l 
«m TI NC MC m 
s xxl 
ds se x>! 
-1% xel 
e fo. e -x se x>1 
safa Zi 
del se x«l 
4$ f(x) - (1 se xml | reunión 
1 +1 se x>1 rp =" 
46 f(x S ael 50 Um paciente em um bospåial recebe wma dine 
fü-12 d zel inicial de 200 miligramas de um remédio. A cada 
ER RR Sd did DR 7 DM x-2 se x>1 4 horas recebe ema dose adicional de 100 mg A 
s AA+ 47 Um país taxa em 15% a resda de wm individoo suere sang cai Beer pa a 
acima daquele nea Li ex na ea 
Ar dn Determine e interprete lim fie) e lien. fir) (Veja 
1" y 
39 y (a) Determine uma função T definida por partes a figura a seguir) 
para o imposto total sobre uma renda de x AO (mp) 
dólares. 
i (b) Ache 
NM lim Tx) < lim Tu) o 
x a-- 60) 4-20 a 
300 |- P Mi 
4$ Uma companhia telefónica debita 25 cestavos añ 
pelo primeiro minato de ligação interurbana, e mo q! 
15 centavos para cada minuto adicional, 100 * 
(a) Determine uma função C definida poe pares Po go qq pe 4-9 
para o custo total de uma ligação de x 4 8 12 16 20 horas) 


minutas, 
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VIE senes, 51-56: O limite indicado pode ser verificado dl, g ul 
por métodos desenvolvidos posteriormente no texto, : x -6 
Confira o resultado substituindo x por aúmeros reais i 
sieunas. Pos que isto ado prova a existência do 
linite? ” Matei 


ac 


NUS HM iB? (a) Se fi) = cos (14) - sen (s). 
investigue lim, - o f(x) fazendo primesro 
x = 3,1830989 x 107 pora n = 2, 3, 4 c em 


5? hm (La 22) ~ 409,4 
vam seguida fazendo x = 3 x 10^ param = 2,3,4, 


S3 im 77989 (b) Qual é o limite em (a)? 
.-+ E: 
ES (a) Se jix) = x — 0,933, investigue 
*4 Jem PoR 139 lim f(x) fazendo x = 10% para m = 1,2, 3 
EI E .-0 


(b) Qual parece ser o limite em (a), e qual € o 
limite efetivo? 


2.2 DEFINIÇÃO DE LIMITE 


A Definição (2.4) desta seção dá o significado preciso de limite 
de uma função, Porque a definição é apenas abstrata, comecemos 
com uma ilustração física que pode tornar fácil a compreensão, 
Os cientistas frequentemente estudam a maneira como quanti- 
dades variam, e se elas se aproximam de valores específicos sob 
certas condições. O aparelho ilustrado na Figura 2.10(i) é usado 
para estudar o fluxo de líquidos ou gases. Consiste em um tubo 
Venturi (um tubo cilíndrico com uma constricção estreita) e dois 
medidores que medem a pressão de um líquido ou gás nas partes 
náo-coestrictas do tubo. (Outros tipos de medidores podem medir 
a velocidade do fluxo de líquido ou gás ao percorrer o tubo.) 


Suponhamos que o líquido entre no tubo pela esquerda, 
com uma cesta velocidade. (A noção de velocidade será definida 
no Capítulo 3.) O medidor de pressão interna acusa uma medida 
x da pressão na parte não-constricta do tubo. Ao passar o liquido 
pela constrição, sua velocidade aumenta, e a pressão decresce 
até um valor y, conforme indicado pelo medidor de pressio 
constricta. Fixemos nossa atenção nos dois medidores, conforme 
ilustrado na Figura 2.10(i). Utilizaremos esses medidores para 
dar um significado preciso à afirmação y se aproxima de L 
quando x se aproxima de a, 09 simbolicamente, 


lim y = L 


I. 
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Ao utilizarmos este equipamento de laboratório, nho espe- 
raríamos que a pressho permanecesse exatamente em L por um 
longo periodo de tempo. Em lugar disso, nosso objetivo poderia 
ser forçar y a permanecer mullo próximo de L restringindo x a 
valores próximos de a. Em particular, se € (epsilon) denota um 
número real positivo pequeno, suponbamos que cle seja sufi- 
ciente para que 


L-««cyscLt« 


conforme indicado no medidor de pressão constricta na Figura 
2.10). Uma afirmação equivalente, utilizando valores abso- 
lotos, é 


bee 


Se essas desigualdades são válidas, dizemos que y tem tolerán- 
cla-E em L. Por exemplo, a alirmagio y tem tolerdncia-0,01 em 
L significa |y = L] < 0,01; isto é, y está a menos de 0,01 unidade 
de L. Esta toleráncia pode ser suficientemente precisa para fins 
experimentais. 


Analogamente, consideremos um pequeno número positivo 
d (delta) e definamos solerância-b em a no medidor de pressão 
interna na Figura 2.105). Em nosso estudo posterior de funções, 
€ importante que x » a. Antecipando esta restrição, mene 
x tem toleráncia-5 em e sc 


0«[x-a| «5 
ou equivalentemente, se 
a-6«x«asbexva 
Consideremos agora o seguinte problema. 


Dado € > O arbitrário, existe um 5 > O tal que, sc x tem 
tolesância-b em a, então y tem tolesância-r em L? Se a resposta 
€ afirmativa, escrevemos lim y = L. 


LR] 


É importante notar que, se lim, „„ y = L, então não importa 
quão pequeno seja €, podemos sempre achar um d > 0 tal que, 
se x € restrito 20 intervalo (a = 5, a + 5) no medidor de pressão 
interna (e x » a), então y estará no intervalo (L — e, L + €) no 
medidor de pressão constricta. 


Esta é uma interpectação mais precisa do conceito de limite 
do que a usada na Seção 2.1, onde empregamos palavras tais 
como mais próximo e se aproxima, Reformulando a última 
questão € sua resposta em termos de desigualdades, obtemos a 
seguinte afirmação 
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Definicáo de limito 
de uma fungáo (2.4) 


Mo<|js-aj<s 


lim y = L 


que significa, para todo € > 0, existe um 5 > 0 tal que 
se 0 < |x — aj «5, então |y - 1| < « 


Estamos agora a um passo da formulação da definição de limite 
de uma função f. Basta fazermos y = f(x) ma discussão 
precedente. [sto nos dá a definição seguite, que contém também 
as condições impostas à funcio f. 


Seja uma função f definida em um iateivalo úberto aberta que 

contém o ponto a, exceto possivelmente n Bö própria ponto. 

a, e seja L um número real. A afirmação Nt 

ES 7 

cia Lala, sei pinto iz D er den ES > E pal ve 

i eis: "7X 32 ¿Jim fd i a 

Cun SJA ud aliai d ue "its 

"significa que; pará dà € > O existe um à 20ul que” 
. a DUI E Ea rig 


,,Oslsz -a]«5, «itio | fQ) = TE 


QE sra 


A desigualdade O < | x — al < 8 é por vezes chamada 
tolerância d e a desigualdade [f(x) — L] < «, toleráncia-e. 


Se quisermos dar à Definição (2.4) uma forma que nio . 


contenha o símbolo de valor absoluto, basta notar que 
M 0<|x-al<5equivaleaa-ób<x<a+rdbexnma 
UD f(x) -1] < € equivale a L-e < f(x) eL «« 
A Figura 2.11 representa graficamente as desigualdades (i) 


o QU em ama sua. el. Podes referindo cómo PNIS a 
Definição (2.4). 


LE 
ear DAR, 


ya 
A 


TO 
E lg Pd. 


Pis 25 NA 


A) as + 


S. 
EIS. 
in 
t 
M 
Pi 
r 
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Se f(x) tem um limite quando x tende para a, então tal 
limite é único. A demonstração é dada no priscípio do Apéndice II. 


Ao utilizar as Definições (2.4) ou (2.5), para mostrar que 
lim, |, f(x) = L, é da máxima importância ter presente a ordem 
em que consideramos os números € € 5. Devemos sempre seguir 
os dois passos abaixo: 


Passo 1 Considerar e > O arbitrário. 


Passo 2 Mostrar que existe um & > O tal que se x tem 
tolerância-d em a, então f(x) tem tolerincia-« em L. 


O múmero 5 no limite não é único, pois, achado um 5 
específico, então qualquer número positivo 5, menor do que 5 
também sarisfará as exigências, 


Antes de considerarmos exemplos, reformulemos a discus- 
sho precedente em termos do gráfico da função f, Em particular, 
para e > O € Ô > 0, temos a seguinte interpretação gráfica das 
toleráncias, em que P(x, f(x)) denota em ponto no gráfico de f. 


tpm rage og 
b)nocixox, ex ^a 


-8,8+ 


Os dois passos para mostrar que lim, |, f(x) = L podem ser 
agora interpretados graficamente como segue: 


Passo 1 Para € > O arbitrário, considere as retas borizon- 
tais y = L = t (exibidas na Figura 2.12). 


Passo 2 Mostre que existe um 6 > O tal que se x está no 
intervalo aberto (a — 5, a + 5) e x » a, então P(x, f(x)) está entro 
as retas horizontais y = L = e (isto é, dentro da região retamgular 
hachurada da Figura 2.13). 


BA ade eem dieran da Amal Ce 2 


Fuere 1.12 


Figura 2.13 


EXEMPLO 1 
Use a Definição (2.4) para provar que lim (3x — 5) = 7. 


SOLUGÁO 


Fazendo, na Definição (24), f(x) = 3x -S a w 4cLw7, 


devemos mostrar que para é > O arbitrário, podemos achas um 
5 > 0 tal que 


() sO0<|x-4|<5, entio [(3x-5)- 7| «€ 
Na resolução de problemas de desigualdade deste tipo, podemos 
em geral obter uma escolha adequada de b examinando a 
afirmação de tolerância-e. Isto coaduz às seguintes desipualda- 
des equivalentes: 
l(3«-5)- 7| <e (afirmação de toleráncia-«) 
|3x-12| «e (simplificação) 
|3x-4)| <e (fator comum 3) 
3|x-4| ««  (propriedades do valor absoluto) 
|x-4] «$e (multiplicação por 3) 

A desigualdade final acima nos dá a chave necessária. Especi- Figura 2.15 
ficamente, escolhemos & tal que à « $ e c obtemos as seguintes 
desigualdades equivalentes: 


“ 
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O<lx=-4|<b (afirmação de tolerância-b) 
0«|x-4| <ie (escolha de à « e) 
0«3|x-4] <e (multiplicação por 3) 
0«|3«- 12] ««  (propriedades do valor absoluto) 
0«|(3v-5)-7| «« — (forma equivalente) 


Isto verifica (*), completando assim a prova. 


O próximo exemplo ilustra como o processo geométrico 
exibido nas Figuras 2.12 e 2.13 pode ser aplicado a uma 
determinada função, 


EXEMPLO 2 


Prove que lim x! = a. 


ime 


SOLUÇÃO 


Consideremos o caso a > 0. Aplicaremos a definição alternativa 
(2.5) com f(x) = x? e L = a^. Assim, dado « > O asbitrário, 
devemos achar à > O tal que 


(*) se x está em (a 5,0 + Ò) exa, então x está em (a? — e, 
a! & €). 


A chave para a escolha adequada de 5 está no exame das 
interpretações gráficas das alirmagdes de tolerância, Assim, tal 
como po passo 1 da página 67, consideremos as retas horizontais 
y = al x e. Conforme a Figura 2.14, estas retas interceptam.o 
gráfico de y = xº em pontos com coordenadas Va^-« e 
Va” pe. Notemos que se x está no intervalo aberto (Va? - €, 
Va" * €), então o ponto (x, x^) do gráfico de f está entre as retas 
horizontais. Se escolhermos um número positivo 5 menor do que 
Va! «« -aca- va! - «, com a! = e > 0, conforme ilustrado na 
Figura 2.15, então quando x tem toleráncia-5 em a, o ponto (x, x^) 
está entre as retas horizontais y = c" + c (isto €, x? tem tolesância-e 
em a’). Isto prova (*). Conquanto tenhamos considerado apenas 
0 caso a > O, argumento semelhante é aplicado se a s O 


Os dois próximos exemplos, já discutidos na Seção 2.1, 
indicam como o processo geométrico ilustrado na Figura 2.43 
pode ser usado para mostrar que certos limites não existem 
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Figura 2.16 


EXEMPLO 3 


Mostre que lim $ náo existe. 


SOLUÇÃO 

Procedamos de maneira indireta, supondo que 
ini. 
NX 


para algum número L. Consideremos um par asbitrário de retas 
horizontais y = L = « conforme ilustrado na Figura 2.16. Como 
estamos supondo que o limite existe, deve ser possível achas um 
intervalo aberto (0 — 5, O + 5) ou equivalentemente (-8, 5), tal 
que, se -b > x > be x «0, então o porto (x, 1/x) do gráfico está 


entre as retas horizontais. Mas como 3 [pode tomar-se tão 

grande quasto queiramos, bastando tomar x próximo de 0, alguns 

pontas do gráfico estarão acima ou abaixo das linhas. Logo, 

nossa suposição é falsa; isto é, lim, | (1/x) « L para qualquer 

número L. Assim, o limite não existe, 

fi)» * 
+ 


-L+e 


Figura 217 — 


EXEMPLO 4 


Se f(x) = H, mostre que " f(x) nào existe, 


Teorema (2.6) 


SOLUÇÃO 


O gráfico de f está esbogado na Figura 2.17. Se consideramos 
qualquer par de retas horizontais y = L + e, com O < « < 1, então 
sempre haverá pontos do gráfico que são estão entre essas retas. 
Na Figura 2.17 ilustramos o caso L > 0; todavia nossa prova é 
válida para qualquer L, Como são podemos achar um & > O tal 
que o passo 2 da página 67 seja verdadeiro, o limite não existe, 


O teorema seguinte afirma que se uma função f tem limite 
positivo quando x tende para a, endo f(x) é positiva em algum 
intervalo aberto contendo a, com possível exceção do próprio a. 


Se tim, f(x) = L c L » 0, então existe um TENES 
aberto (a — 5, a + 5) contendo a tal que f(x) > O para todo 
tx em (a — d, a + 5), exceto possivelmente se x = a. 


PROVA 


Se L > 0 c fizermos e = | L, então as retas horizontais y = L s « 


estão acima do cixo-x, conforme ilustrado na Figura 2.18, Pela 
Definição (2.5), existe um 5 > 0 tal que sea - bex «abe 
x»a,eniáo L—-« « f(x) eL + e. Como f(x) > L-eeL —« » 0, 
segue-se que f(x) > O para esses valores de x. 


Figura 2.18 


Pode-se também provar que se f fem wa limite negarivo 
quando x tende para a, então existe um intervalo aberto contendo 
à tal que f(x) < O para todo x no intervalo, com possível exceção 
do próprio x = a. 


HE Ch us com Geometria Analítica Cap. 2 


Podem-se formular definições formais pasa limites laterais. 
Para o limite à direita x -» a* substituimos a condição 
0 « i -a| « ô na Definição (24) por e < x <a + &. Em termos 
na Definição (2.5) alternativa, restringimos x à metade direita 
(a, a + 5) do intervalo (a — 8, a + 5). Da mesma forma, para o 
limite à esquerda x — a” substituímos O < | x — a| < 5 em (2.4) 
por a =ò « x < a. Isto equivale a restringir x à metade esquerda 
(a — $, a) do intervalo (a — 5, a + 5) em (25). 


EXERCICIOS 2.2 


UU ————— 


Eneres. 1-2; Expresse a condição de limite na forma 
(0) da Definição (24) e (b) da Defisição Alternativa 
tm 
E limit K 2 Bmf)-M 

tss r- 
Vseres, 3-6: Expecsse a condicio de liesite lateral 
ton Forma semelhante (a) à da Definição (2.4) e 


Ui D de Definição Altemativa (2.5). 

5 mete) C 4 limh(z)«t 
"|, ni 

5 li fa NY 6 limsx)- D 


r s. 


Exerce 7-12: Para lim., fx) e L € e dados, use 
e gráfico de f para achar o major D, tal que se 
Do je al < d, ento x) - L] < e 


wo 

71i - 

ÁN 5-3 6 «0/01 
FA 


LET me 
Hero w.277* «=01 


» Mem nº = 6; (01 
1 iate Th € 00 
" Ven Y 74; t5041 
" limo Va -3; «=0,1 


Brenes. 13.24; Use a Definição (2.4) para provar que 
i Hohe existe, 


M indice 1s 14 him (-4x) = -20 
r -— 


15 lim (2x + 1) = -5 16 bios (Se - 3) + 7 
FEST] 2 

17 lim(10-9x)=64 18 lm (15 - &) -17 
a sd 

19 tim(3=-1x)=0 — 201m(9-3,).8 
r6 1 PLI $ 

2i himS.s 22 4m 3-3 


a3 "=$ 


23 lim c=c para todos os números reais a ec 


24 lisa (mx + b) = ma + b para todos os múmesos rais 


aca 


mbea 


Exercs. 25-30: Use o método gráfico ilustrado no 
NA ie rc m 


25 lim i! «a? 26 lim (+ 1) «8 «1 
. acte 
|! 
22 lim x? a 25 lim x! = a? 
29 lim Vx « Va 30 lim d = Y 


Exeres. 31-38: Use o método ilustrado nos Exem- 
plos 3 e 4 para mostrar que o limite não existe. 


M li k-3 32 hs 1.2 
2) 4-3 iab 
x43 ss 2t-]10 
Y lim Et: M tim 2-10 
mc LE] k-s] 
35 lim À 3 lim —— 
.-0 as 1-4 


L| i 1 
aa "Moy 
39 Dè uen exemplo de uma função f definida em a, 
tal que lisa, +, f(x) existe e lim, -*, f(x) = fía) 


40 Se fé a função maior inteieo (veja Excmplo 4 da 
Seção 1.2) e à é um intciro arbitrário, montse que 
lim, .., f(x) não existe. 


Mec, 


Figura 2.19 


— A—— 1800.10. E] 


41 Seja f definida como segue: 


O sex éracioml 
Fei sex éincicnal 


Mostre que lim, -*, f(x) não existe para nenhum 
número real a. 


SÈ Pos que são podemos investigar lim, .. y VE com 
auxilio da Definição (2.4)? 


2.3 TÉCNICAS PARA A DETERMINAÇÃO DE LIMITES 


Seria excessivamente laborioso verificar cada limite por melo 
das Definições (2.4) ou (2.5). O objetivo desta seção é introduzir 
teoremas que permitam simplificar problemas que envolvam 
limites. Antes de enunciar o primeiro teorema, consideremos os 
limites de duas fancóes muito simples: 


(à) A função constante f dada por f(x) = c 
(Hi) A função linear g dada por g(x) = x 


O gráfico de f é a reta horizontal y = c esbogado na Figura 
2.19 para o caso c > O, Como 


Jt) = d = Je = d = 0 para todo x 


sm = x 
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Teorema (2.7) 


€ como Oé menor que qualquer « > 0, decorre da Definição (2.4) 
que f(x) tem o limite e quando x tende para a. Assim, 


lim fx) - lime =e 


aa aca 


Cosstuma-se indicar este limite dizendo que o limite de 
uma constante é a própria constante. 


O gráfico da função lincar g dada em (ii) está esbogado na 
Figura 2.20. Quaado x tende para a, g(x) tende para a; isto é, 


lim g(x) = lim x «a 


s+ atta 


Pode-se determinar o limite precedente também por meio 
da Definição (24). Indicamos estes fatos para referência no 
próximo tcorensa. 


Como veremos, os limites do Teorema (2.7) podem servir 


de base para a determinação de limites de expressões assaz 


complicadas. 


ILUSTRACÁO 


* lim8B=-8 * lm3=3 


“3 sob 


° lim x «V . lim x = -4 


ac T ac 
Muitas funções podem ser expressas como somas, diferen- 
ças, produtos e quocientes de outras funções. Suponhamos as 
funções fe y, c L e M números reais. Se 
fx) Leg) ^ M. quindo x—a, 
é de se esperar que 
fo) *g(x) ^ L*M quando xa 


O próximo teorema mostra que esta expectativa é verdadeira e 
dá resultados análogos para produtos e quocientes. 


4 


a AER 


Se lim f(x) e lim g(x) existem ambos, então 
PRO Th «21 


LU] Mim (40%) + gx)] = Tim f(x) + lim g(x) 


^u am MUR. al = PN: lim g(x) 


LE Trid s desde que lim gfx) = O 


ale. Sa E «Alat > 


uam 
ARE n i 


(9) lim Eta) - -ss moz zm 


uota fey 


Podemos enuncias como segoe as propricdades do Teorema (2.8 
(1) O limite de uma soma é a soma dos limites. 
Gi) O limite de um produto é o produto dos limites. 


Gii) O limite de um quociente é o quociente dos limites, desde 
que o limite do denominador seja diferente de zero, 


(lv) O limite de uma constante vezes uma função é igual à 
constante vezes o limite da função. 


(v) O limite de uma diferença é a diferenca dos limites, 


No Apéndice II encontram-se provas de (1) e (111), baseadas 
na Definição (2.4). A parte (iv) do teorema decorre directamente 
da parte (il) e do Teorema (2.71): 


lim [cft] = = i E fe! =e ps s) 
Para provar (v), podemos escrever 
fa- 3) = 16) C1) 9) 
e usar (1) e (iv) com c = =l. 


Usaremos os teoremas precedentes para estabelecer e 


, Seguinte 


i e PEAT TARA 
i ão 


mó 


r1 


$99***17*25*2272*2*2*22----— 
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PROVA | f ? 
Pelo Teorema (2.7), ' 
'limxi=a e linb=b 


Em vista de (i) e (iv) do Teorema (2.8): 
lim (mx + b) = lim (mx) + lim b 
ema +b 


Pode-se provar este resultado também diretamente pela 
Definição (2.4). 


ILUSTRAÇÃO 
. lin re 2) = 5(-2) + 2 = -8 
hd lim (4x = 11) = 4(6) - 11 = 13 
m" 


É fácil achar o limite do próximo exemplo aplicando-se os 
Teoremas (2.8) e (2.9). Para melbor avaliarmos o poder desses 
teoremas, poderíamos tentar verificar o limite usando apenas a 
Definição (2.4). 


EXEMPLO 1 


: "I| 
Determine ecl rm 


SOLUÇÃO 


Pelo Teorema (2.9), sabemos que os limites do numerador e 
denominador existem. Além disso, o limite do denominados é 
diferente de zero, Logo, pelos Teoremas (2.8 ni) e (2.9), 


i 4 
NETTE TY: 
2215x547" lim($x 4 7) S(2)+7 17 


1.2 


O Teorema (2.8) pode ser estendido a limites de somas, 
diferenças, produtos e quocientes que envolvam um número 
arbitrário de funções. No próximo exemplo utilizamos (ii) para 
o produto de trés funções (iguais). 


Teorema (2.10) 


` Cap. 2 Limites de funções n 


EXEMPLO 2 
Prove que lim x? = a, 


1. 


SOLUÇÃO 
Como lim, x =a, 


lima? ~ lim (x. x. x) 


(ey em (en) 


-4.0.0=a 


O método usado no Exemplo 2 pode ser estendido a 1^ para 
qualquer inteiro positivo s. Basta escrevermos x^ como o produto 
XJ. ... X. de n fatores e tomar o limite de cada fator, Isto nos dá 
(i) do próximo teorema. A parte (ii) pode ser provada de 
maneira análoga apelando para o Teorema (2.8Xii). Outro mé- 
todo de prova consiste em utilizas a indução matemática (ver 
Apêndice I). 


Sené BEDV positivo, então 
lime 


an m pa] ^ | lim m. 


desde que lim ftx) exista 


EXEMPLO 3 


Determine Jim (3x + 4)*. 
171 


SOLUÇÃO 


Aplicando os Teoremas (2.10)(ii) e (2.9), temos 
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ime y “| im (+) | 
-[302) « 4] 
= 10º = 100.000 


EXEMPLO 4 
Determine lim (5º + 3? - 6). 


acl 


SOLUÇÃO 
Podemos proceder como segue (dé as razões): 
Jine + 38 - 6) = Jim (56) + lm (3) - = lim (6) 
Hi 6-20 
-25(-25 + M-2P - 6 
-5(-8) + 34) - 6« -34 


O límite no Exemplo 4 é o número obtido pela substituição . 


de x por -2 em Si? + 3? ~ 6. O próximo teorema afirma que o 
fato é verdadeiro para todo polinómio. 


Teorema (2.11) 


PROVA 


Como f é uma função polinomial, 
Smb tb, xt esse, 


para números reais bb, by Como no Exemplo 4, 


lim à fx) ~ lim (ba) + lim (ba) +... +limb, 
- b, lim (2) + 5, fao EA 


LL] 


"bat «b, at! «soe bye fla) 
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Se q é uma função racional e a está no dominio de q, então 


Corolário (2.12) | lim ao) = ga) - | 


PROVA 


Como q é uma função racional, g(x) = f(x)/h(x), em que f eh 
são polinômios. Se a está no domínio de q, então h(a) = 0. Os 
teoremas (2.8114) e (2.11) nos dão 
lim f(x) 
lind = T Ma)" A) 


LII 


EXEMPLO 5 
im SE + 


1.) m 


Determine 


SOLUÇÃO 

Aplicando o Corolário (2.12), vem 
lio 5972x841, sar xe 
a3 40 -7 AGY - 7 


4$-6«1 40 
108-7 "101 


O próximo teorema afirma que, para raízes inteiras positi 
vas de x, podemos determinar um limite por substituição, No 
Apêndice II encontra-se uma prova, usando a Definição (24) 


Toorema (2.13) 


HIE amd 
j bé pesto h 
A ne A 


lin Vx e Va 


Se m e n são inteiros positivos e a 0, entho, pelos 
Teoremas (2.10y(i) e (2.13), 


tef SE (infe - Guy 


Em termos de expoentes racionais 
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Teorema (2.14) 


lim x « gn 


e 


Esta fórmula de limite pode ser estendida a expoentes 
negativos escrevendo-se x* = 14 e utilizando o Teorema (2.9yiii). 


EXEMPLO 6 


à x^ 4 Mx 
Determine lim re (16/x)* 


SOLUÇÃO 
Podemos proceder como segue (dé as razões): 
Parr ^x M : - 
1-235 ~ (16/x) lim [4 = (16/x)) 
lim x^ * lim 3x 
ed aca 


im 4 — lm (16) 


sk 


Se uma função f tem um limite quando x tende para a, 


Jen 


desde que n seja us$ inteiro positivo fenpar ou n seja um 
inteiro positivo par c lim f(x) » 0, ve. 


O teorema precedente será demonstrado na Seção 2.5. Por 
enquanto, usá-lo-emos sempre que aplicável, para adquirir ex- 
periéncia na determinação de limites que envolvam raízes de 
expressões algébricas. 


EXEMPLO 7 
Determine lim Vir — 4x a 9 
a5 


A ——————— 


Figura 2.22 


Teorema do Sanduíche (2.15) Pe suponha 


y * gu 
Lezo 

iE y*R) 
s E 9 % 


2 Limites de st 


SOLUÇÃO 


Pelos Teoremas (2.14) e (2.11), obtemos 
lim Vi = dr + 9- Vüm 304: +5 
.$ à Lied 
= VISTAS = VA =4 


O próximo teorema diz respeito a três funções f, h c g tais 
que h(x) esteja entre f(x) e gfx), ou seja, "imprensada" entre 
f(x) € gix). Se f e g têm um limite comum L quando x tende 
para a, então, conforme afirma o teorema, h deve ter o mesmo 
limite. 


ipobhamos f(x) = Alx) = p(x) para todo x em um 
, intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente para o 
próprio q.) 

(17 nal i . 3 

“Sê linh f(x) = L = lim g(x), então lim Mx) = L. 


seen. 


Se f(x) & hí(x) = gix) para todo x em um intervalo aberto 
contendo x, então o gráfico de k estará entre os gráficos de f € 
g naquele intervalo, conforme ilustrado na Figura 221. Sc f c 
g têm o mesmo limite | quando x tende para a, então, pelo 
gráfico, h tem o mesmo limite L. No Apêndice Il é dada uma 
demonstração deste teorema, baseada ma definição de limite, 


EXEMPLO 8 
Use o Teorema (2.15) para provar que 


; 4 
lim x? sen 55 O 


.-0 


SOLUÇÃO 


Como -1 s sen t s 1 para todo real +, 
-1«sn «1 
FL 


para todo x & 0, Multiplicando por x^ (que é positivo se x » (0), 
obtemos 


1 t 
PETERIN í 
n 


— — —À 
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tai le feta 0 


EXEMPLO 10 


Seja c a velocidade da luz (aproximadamente 3,0 x 10* m/s, ou 
| j 300.000 km/s). Pela teoria de Einstein (teoria da relatividade), a 


> fórmul» de contração de Lorentz 
Le 1-5 


especifica a relação entre (1) o comprimento L de um objeto que 
se move a uma velocidade v com respeito a um observador € 
(2) seu comprimento L, em repouso (ver Figura 2.24). A fórmula 
implica que o comprimento do objcto medido pelo observados 
é menor quando o objeto está em movimento do que quando 
está em repouso. Determine e interprete lim, . L, € explique 
por que é necessário um limite lateral esquerdo. 


Esta desigualdade implica que o gráfico de y = x? sen(1/£) 
iy está entre os gráficos das parábolas y = =x? e y = xº (veja a Figura 
| 2.22). Como 


lim (x)= 0 € lim x* «0, 
1-0 4&0 
segue-se do Teorema (2.15), com f(x) = -xè e g(x) = xà, que 


L. E + 
lim sea 0 E —— 


Podem-se demonstrar, para limites laterais, teoremas aná- 
logos aos estudados nesta seção. Por exemplo, 


Hon f(x) + G0] = lim fx) + lim g(x) 


* 
aa 


e lim 970) = Wim 70) 


aa 


—- 


SOLUÇÃO 


Com suxílio de teoremas sobre limites (laterais), 
com as restrições usuais sobre a existência de limites e raízes 
de ordem m. Valem resultados análogos para limites laterais 


4 
i 
i 
i 
] 
i 
i 
, 
4 
4 
* 
d 
e 
e 
d 
e 
e 


v 
lim L tim Ly Y 1-5 


noc vec 


EXEMPLO 9 
1, tim VA - s 
Determine lim (1 Vx — 2) v 
oy 7 
^t lim 5] 
SOLUGÁO LY e a 
A Figura 2.23 é um esboço de f(x) = 14 Vx — 2. Por meio de 
limites laterais, obtemos =L, «0 


i i dc yet TET 
lim (1 + Vx —2) = lim 1 + lim V(x - 2) Assim, se a velocidade de um objeto pedesse aproxins 
sy sy 


aep da velocidade da huz, seu comprimento, medido por wm oder 

vador em repouso, tenderia para zero, Este resultado é por veses 
"it V ini = 2) utilizado para justificar a Icosía de que a velocidade da hus é à 
"ul última (ou absoluta) velocidade no wniverso; ou seja, mente 
140-1 objeto pode adquirir uma velocidade que se ignale on supere 9 


velocidade da luz, c. 


Note que náo há limite lateral à esquerda, ou limite quando 


Faz-se mecessário coasiderar o limite isterali enquando 
x tende para 2º, pois Vx — 2 não € um número real se x < 2, 


porque, se v > c, estão YI - (vc!) nào € um número qual 
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EXERCÍCIOS 23 


Fere. 1:498: Use os feorcmas so- 
bar limites para determina o limite, 29 tin 


ariba entre 


E odi n 
A 


i limy] 


' M" 


t. 


4 iea 
(ELE |) 


TETEE) 


A ml at) 


? um M 
CIEN! 


Jr 
"^ hn 
Mal 


Y ll ds) 
4 , 

MO bio (da 15º 

ATT del 
tor 

Hm (08 Y 
* i 

I^ Bem TY man 

14 lom Cn Y - S) 
... 

15 dn (6 n Sia d) 
s 70 

IS mE ar AN 9) 

' 


U tum fe dmt 


2648c-3 
2b im === 
Par YT = u+2 


lí 22 
2-1 0-8 


x -r:-2 
21» E 
13 [ET 


21-23 
Alim ^* 
5 Per 


48 
. pe *-16 


26 lia == 5 
"EMT! RET | 


1 lia - 


ac 


ý z2 
im Taj + (IA) 


— o 


—— € — UB EE 
i Ar- br 3 
“la 160 4 8x7 7 


"ie err 


39 lim 222-2 


46 lim às 10 
2.3 *-6 


41 lim v! Qv - 449 - 9) 

4 lim VS v4 YETT 
te 

43 lim (V9 TES +3) 


ny 


44 lim x9 - 


a. y 
gm x- 3 


46 lim M2. 
s~ -w Vix + 10) 


4119 1235-10 


y 193 
45 lim XH 


sy E* 


Exeres. 49.52: Determine cada li- 


mite, se existir: 
(a) im fe) (0) lim fix) 
(e) tim fix) y 


fr STE; a=s 
50 fé) B2; 02 
51 f) » V8 -1; a1 
Sid, an- 


— 


Mfsgensnse<n+] 


PT nz 


ren 


T p zzz 


Exercs. 57-60: Desotemos por [[ ]] a função maio 
inteiro, € seja n um inteiro arbitrário. Determine 


la) lim fia) Qo) lim ffx) 


57 fix) = (1x3) 

$8 fx) » x — [f] 

$9 fia) = A) 

60 fix) = (lal) - 

Exerca 6164: Use o Teorema (2.15) para verificar o 
limite, 


6 Bim (1) «1. (Sugestão Use lim (jd + 1) 1) 
r- . 276 
62 lim E ME 


1. Va 44747 


(Sugestão: Use fix) = 0 e gis) = pal) 

O nz sem lx) = O 
(Segestho: Uso fix) = Je] e g(x) = þf) 

64 lima? sent Y) «0 (Sugestão: veja Exemplo 8.) 

6S Sc D s fix) s e para algum real c, peove que 
lim,+¿ x? f(x) = 0, 


66 Sc lim, ,, f(x) -L Qc lim, ., g(x) «0, prove 
que lie... (HlaMytr)] mão existe, (Sugestão: 
Suponka que existe mm néceroó M tal que 
lim... UY] = M e considere 
lim, ., , f(x) + lim, ., , Tt) feng) 


67 Explique por que 


mme 


— G3. Lines de fomes 85 


69 A Ici de Charles para gases afirma que se a pecssão 


permanece constante, cando a relação entre o volume 
V que um gás ocupa e sua temperatura T (em *C) 
€ dada por Ve Vgl +$ 7). A nich fio, 
T = -273 'C é o zero absoluto. 
(a) Determine lim V 

T=- 


(b) Por que é necessário um limite b direita? 


70 De acoedo com a teoria da relatividade, o compri- 


mento de um objeto depeade de sua velocidade v 
(veja o Exemplo 10). Einstein também provou que 
a massa m de um objeto está relacionada com v 
pela fórmela, 


MD. 


PR 
onde mo é a massa do objeto em repouso. 
(n) Investigue lim m. 


vs 
(b) Por que é secessário um limite à esquerda? 


71 Uma lente convexa tem distância focal fem. Se 


um objecto está colocado a p em da lente, catio a 
distância q cm de imagem à lente está relacionada 
com p e f pela equação de lente 

3.11 


e y 


Conforme a figura abaixo, p deve ser maio do 
que f para que es raios sejam convergentes, 
(a) lavestigue lim q. 
ny 
(b) Que acontece com a imagem quando p =» f*? 


ton a r-l 
Exercs. 83.56: Seja m um inicio 
T im (! : " ) "EG. arbitrário. Esboce o gráfico de fe 68 Explique por que tm etm ima. 
^ sim RA o A. 
ind ss y 
19 hv ^ A 37 Jim * in 53 f[v) » (-1 senex «m^ 1 


NÓ 
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72 A figura exibe em video de aumento simples, (b) Investigoe lim M e explique o que está 
consistindo em uma lente convexa. O objeto a ser ET 
ampliado está posicionado de modo que sus acomecendo 30 tamanho da imagem quasdo 
distância p em relação à lente seja menor do que 
a distância focal f. A ampliação lineas M é a tario 
do tamanho da imagem para o tamanho do objeto. 
Por meio de tri&egulos semelhantes, obtemos 
M » qip. onde q é a distância entre a imagem c à 
tente. 


(a) Determine lim M e explique por que se torna 
e 
necessário um límite à discita, 


2.4 LIMITES QUE ENVOLVEM INFINITO 


Ao investigarmos lim, (Mx) ou lim, .,. Ax), pode ocorrer 


que, so tender x para a, o valor f(x) da função ou aumente sem 
limite, ou decresça sem limite. Como ilustração consideremos 


1 
M3 


A Figura 2.25 esboga o gráfico de f. Pode-se mostrar, como 
no Exemplo 3 das Seções 2.1 e 2.2, que 


tim —L— não exitte 
s=2X=2 


Veja alguas valores funcionais de x próximos de 2, com 
x>2 i 


Figura 2.25 
RE 2001 2001 200001 2,00001 


10 100 1000 10000 100000 


Quando x se aproxima de 2 pela direita, f(x) aumenta sem 
limite, no sentido de que podemos tornar f(x) arbitrariamente 
grande, escolhendo x suficientemente próximo de 2 € x > 2. 


Denotamos este fato escrevendo 


i dei UN => 

n 2-1 “a æ quando x — 2+ 
O símbolo œ (infinito) não representa um púmero real, É 

apenas uma notação para denotar o comportamento de certas 

funções. Assim, embora digamos que quando x se aproxima de 

2 pela direira, 14x-2) se aproxima de œ (ou tende para =), ou 


(lim f(x), ou (lb lim f(x) sem, ou cum lim f(x)» ==, 00 (n) lim f(x) e «<=, 0u 


f)--qendox-»a f(x) + quandox sa Maa quaedor sas fa) v quantos +. 
. y 


— A3 ns e agio 7 


que o limite de 1WMix-2) é igual a œ, não estamos dizendo que 
1(x-2) esteja cada vez mais próximo de um número real, om 
que lim, ..,+ [1x - 2)] existe. 


O símbolo - (menos Infinito) é usado de modo análogo 
para indicar que f(x) decresce sem limite (tomando valores 
negativos muito grandes) quando x se aproxima de um número 
real. Assim, para f(x) = Li(x-2) (veja a Figura 2.25) escrevemos 


! L -e -7 
lm 1177 $72 v quando x=» 2 


A Figura 2.26 contém gráficos (parciais) típicos de funções 
arbitrárias que tendem para 9 ou —» de várias manciras. 
Consideramos a positivo, mas podemos ter também a « O. 


-2o22*?22?5222222222 


7 oif) 


-+ 


Consideraremos também limites bilaterais ilustrados ma 
Figura 2.27. A reta x = a nas Figuras 2.26 e 2.27 é chamada 
assíntota vertical do gráfico de f. 


0) lim f(x) em, ou f(x) —+ e» quandox a. (9) lim fr) s o f(x) + s quando x + 0 
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Figura 2.27 
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Viga 2.28 


Note que, para que f(x) tenda para œ quando x tende para 
a, ambos os limites à direita e à esquerda devem ser =w. Para 
que f(x) tenda para —», ambos os limites laterais devem ser 
=", Se o limite de f(x), de um lado de a, é œ e do outro lado 
de a é — (Figura 2.25), dizemos que o lim f(x) não existe, 

É possível estudar muitas funções algébricas que tendem 
para œ ou -œ raciocinando intuitivamente, como nos exemplos 
seguintes. No final desta seção daremos uma definição formal 
que pode ser utilizada para demonstrações rigorosas. 


EXEMPLO 1 


1 izi 
Determine lim g-; tem. 


SOLUÇÃO 


Se x está próximo de 2 mas x » 2, então (x - 2) € positivo e 
próximo de zero. Logo, 1/(x — 2)" € grande e positivo. Como 
podemos fazer 1/(x — 2)" arbitrariamente grande escolhesdo x 
suficientemente próximo de 2, vemos que o limite é igual a æ, 
Assim, o limite náo existe, 


A Figura 2.28 esboça o gráfico de y = Ix — 2)". A reta 
x = 2 é assíniota vertical do gráfico, 


EXEMPLO 2 


Determine cada limite, se existir. 


(a) im ja 


i 
(b) Em Ea 


(O im 
TE 
SOLUÇÃO 
(a) Se x está próximo de 4 e x < 4, então x — 4 está próximo 


de De é negativo, € 


E 1 
m TS dede 


2 Limites de so 


(b) Se x está próximo de 4 € x > 4, então x — 4 € um número 
positivo pequeno e, daí, Ix - 4) € um número positivo 
grande. Assim, 


(c) Como os limites laterais não são ambos œ nem =t, 


A 1 
lim zy não existe 
maap rot 


O gráfico de y = 14x — 4) está esbogado na Figura 2.29. A reta 
x = 4 É uma assíntota vertical, 


a mm 


Certas fórnsulas que representam quantidades físicas po- 
dem conduzir a limites que envolvam infinito, Obviamente, uma 
quantidade física não pode tender para infinito, mas uma análise 
de uma situação hipotética em que tal fato pudesse ocorrer, pode 
sugerir usos para outras quantidades relacionadas. Considere, 
por exemplo, a lei de Ohm na teoria da eletricidade, que afirma 
que / = VIR, onde R € a resistência (em ohms) de um condutor, 
V é a diferença de potencial (em volts) através do condutor e / 
€ a corrente (em ampêres) que passa pelo condutor (veja a Figura 
2.30). A resistência de cestas ligas tende para zero quando a 
temperatura se aproxima do zero absoluto (aproximadamente 
-273 'C), e a liga se torna um supercondutor de eletricidade, Se 
a voltagem Y é fixa, então, para esse sspercondutor, 


"A 
lim J + lim 7, =% 
RG a cR 


isto é, a comente aumenta sem limite. Os supercondutores 
permitem que grandes correntes sejam usadas em usinas gera- 
doras ou motores. Eles têm também aplicações no transporte 
terrestre a alta velocidade, no qual o forte campo magnético 
produzido por magnetos supercondulores permitem que os trens 
levitem, não havendo essencialmente fricção entre as rodas e os 
trilhos. Possivelmente a utilização mais importante para os 
Supercondutores está nos circuitos para computadores, porque 
esses circuitos produzem pouquíssimo calor. 


Consideremos a seguir funções cujos valores tendem para 
um número L quando [x se torna muito grande, Seja 


1 
Nd=2+ 
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fija! 
x 


Figura 2.31 


Definição (2.16) 


O gráfico de f consta na Figura 2.31, Na tabela seguinte 
relacionamos alguns valores de f(x) para x grande. 


1000 10000 100.000 1.000.000 


2,000) 2,0000 2,00001 2,000001 


Podemos tomar f(x) tão próximo de 2 quanto quisermos, 
escolbendo x suficientemente grande, Denota-se este fato por 


lim fei)? 
EI x 
que se Jê o limite de 2 + (1/x) quando x tende para é 2. 


Mais uma vez lembramos que co não é um número real e, 
assim, nenhuma variável x jamais pode ser substituída por œ. A 
termimologiax se aproxima de co, ou x tende para œ, não significa 
que x fique cada vez mais próximo de algum número real. 
Intuátivamente, imaginamos x crescendo sem limite, ou tomando 
valores arbitrariamente grandes. 


Se x decresce sem limite — isto é, se x toma valores 
negativos muito grandes — então, conforme indicado na porção 
do tesceiro quadrante do gráfico da Figura 2.31, 2 + (1x) 
novamente se aproxima de 2, e escrevemos 


LX E 


Antes de considerarmos exemplos adicionais, formulemos 

para tais limites que envolvem infinito, usando 

toleráncia-e para f(x) em £.. Quando consideramos lim f(x) L 
Ime 


na Seção 2.2, impusemos |f(x) = L| < « sempre que x estivesse 
próximo de a e x = a, Na situação presente, queremos 
Vix) - L] «€ quando x é suficientemente grande, isto é, maior 
do que qualquer número positivo M dado, Isto resulta na 
definição seguinte, em que supomos f definida em um intervalo 
Infinito (c, ==) para um múmero real e, 


¿on £s ryutuboosrvn lim f(x) = 
LFP TO e xt ^ 


vy I 


PEA 


mifica que para todo «>, 0, exite um número M 2. 
Wal auoe Angelim etii. A "I5 YES D IT p. 


PE NAAA 
TIU 


sx» M, então |f(x) = y 


Cap 2 Limites de funções — 91 
—— ——— ——— ——— 


Definição (2.17) 


Se lim, |, f) - L dizemos que o limite de f(x), quando 


x tende para =, é L, ou que f(x) tende para L quando x tende 
para o, Cosmos escrever 


fa)-L quando  x-- 
É possível dar uma interpretação gráfica de lim fix) = L. 


Consideremos duas retas horizontals y » L + e (Figura 2.32). 
De acordo com a Definição (2.16), se x é maior do que algum 
námero positivo M, o ponto P(x, f(x)) no gráfico está entre essas 
duas retas horizontais. Ietuitivamente sabemos que o gráfico de 
f fica cada vez mais próximo da reta y = 1, à medida que x cresce. 
A teta y » L é chamada assínteta horizontal do gráfico de f. 
Conforme Destrado na Figura 2.32, um gráfico pode interceptar 
uma assíntoss horizontal. A veta y = 2 na Figura 231 é uma 
assíntota horisontal pasa o gráfico de f(x) = 2 + (1/x). 


LX y 


Na Figura 2.32 o gráfico de f tende para a assintola y = L 
por baixo — isto é, com f(x) < L. Um gráfico pode também 
tender para y = L por cima — ou seja, com f(x) > E — oo ainda 
de outras maneiras, com f(x) tomando-se alternadamente maior 
do que L e menor do que L, quando x — «e. 


A próxima definição aborda o caso em que x é grande 
negativamente. Admitiremos f definida em um intervalo infinito 
(745, c) para algum real c. 


SOR 04093 Jim fü) = L 

¿14 n ne : 
significa iie; para todo « > 0, existe um número N < O 
q Pro 


sen SETUP ce i-e 
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Teorema (2.18) 


Se lim f(x) = L, dizemos que o limite de f(x), quando x 


tende para <=, é L, ou que f(x) tende para L quando x tende 
para —», 


A Figura 2.33 ilustra a Definição (2.17). Se considerarmos 
retas horizontais y = L * €, então todo ponto Pix, f(x)) do gráfico 
estará entre essas retas se x for menor que certo número negativo 
N. A reta y = L € uma assíntota horizontal para o gráfico de f. 


Podem-se estabelecer teoremas análogos aos da Seção 2.3, 
para limites que envolvam o lafinito, Em particular, o Teorema 
(2.8) relativo a limites de somas, produtos e quocientes é 
verdadeiro para x — vo ou x —* «so, Analogamente, o Teorema 
(2.14) sobre o limite de Vf(x) vale se x — « ou x -> <=, Pode-se 


No Apêndice Hl encontra-se uma prova do próximo teore- 
ma, usando a Definição (2.16). 


Se k € um número racional positivo e 
arbitrário, então ^ — | ds 


€ um número real 


: lim f -0clim £-0, 


Su» aon HN 


desde que x^ seja sempre definido, 


O Teorema (2.18) é útil para o estudo de limites de funções 
racionais. Especificamente, para achar lim, _, f(x) oulim, |. 
f(x) para uma fincdo racional f , primeiro dividimos numerador 
e denominador de f(x) por x^, em que n é a mais alta poténcia 
de x que aparece no denominador, e em seguida aplicamos os 
teoremas sobre limites. Esta técnica é ilustrada nos trés próximos 
exemplos. 


EXEMPLO 3 

28-5 
Determiae lim. +? 
SOLUÇÃO 


A mais alta potencia de x no denominador € 2. Logo, pela regra 
emuncisda no parágralo precedente, dividimos eumerador e 
denominados por 3? e aplicamos os tooremas sobic limites. Assam, 


Cap. 2 Limites de funções o 
28-5 


"EN I MES a] 
mM IP 4242 sua Wert? 
ao 


E CODE Y 
lim 3 + lim + lim = 


Rc mm pcm 


Segue-se que a teta y = È é uma asintota horizontal do gráfico de f. 


EXEMPLO 4 

Me 20-5. 
Determine .. aere 
SOLUÇÃO 


Como a mais alta potência de x no denominador é 4, primeiro 
dividimos msmerador e denominador por x^, obtendo 


2.5 
: 28-5 : "M. 
lim 4-——— «lim - - 
so. M X42 "363, 
0-0. o. 
“304073 e 


(Onsitimos alguns passas na aplicação dos teoremas.) 
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EXEMPLO 5 
2 
cd S. e ur 
Determine lim 2. ETA) 
a ad. 2 Y é - li TEM 
tU Ps 7 43 
SOLUÇÃO 
, LR LES 
Como a mais alta potência de x no denominados é 2, primeiro  lim———-5— 
dividimos numerador e denominados por x), obtendo ex m 
5 Se x é positivo, então Vx" «x, e dividindo por x o 
2p - w- mamerador e o denominador da última fração, obtemos 
" 5 e 
ras "im 
s.es 4x42 1..3,1,2 
rage] - V9 
Como cada termo da forma cl tende para 0 quando x -» «a, ea e E del * 
vemos que x 
5 | 1 X930 3 
Mm A -9 € Jim vas - 3 440 4 


(b) Se x é grande e negarivo, então Vi? = -x. Seguindo os 
mesmo passos da parte (a), obtemos 


wr. Vos 


Q-5 = 
r A 4x2 


DE Ta Dm es QUA ana 
Ex 
EMPLO 6 (aya 
CET - lim — — E 
Se f(x) = 4r, 3 * determine a. 4743 
(a) Mm f(x) (9) Jim ftx) yo, 
z enm = lim—— x 
XE d+? 
SOLUÇÃO x 
(a) Se x é grande e positivo, então 050 3 
4,0 ^ 4 


Vic 33 e vir = Ir € 4dx+3-4r 


dai 
i Podemos também considerar o caso em que tanto x como 
IS Xx 3 f(x) tendem para «e ou =æ, Por exemplo, a igualdade 
Ade e A 


¿Man f(x) = o 
Isto sugere que lim f(x) =$, Para uma demonstração rigorosa, | 


pode - significa que f(x) aumenta sem limite quando x decresce sem 
tnos escrev.r 


z limite, como seria o caso para f(x) x”. 
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Dolinicáo (2.19) 


lom fto) m 
"n 


| Ae 


Figura 2,44 


Os tipos de limite envolvendo œ ocorrem nas aplicações, 
A título de ilustração, pode-se enunciar a lei da gravitação 
universal de Newton como: Toda partícula no universo atrai 
toda outra partícula com uma forga proporcional ao produto de 
suas massas € inversamente proporcional ao quadrado de 
distância entre as partículas. Em símbolos 


F=G-y 


em que F é a força que atua em cada partícula, m, c 1m, são as 
massas das partículas, r É a distância entre clas e G é uma 
constante gravitacional. Supondo m, e m, constantes, obtemos 


lim F = lim G 252.0 


pan gm 


Isto mos diz que à medida que a distância entre as partículas 
asmenta sem limite, a força de atração tende para O, Teorica- 
mente, sempre há alguma atração, emiretanto, sc r € muito 
grande, a atração já não pode ser medida com o equipamento de 
laboratório convencional, 


Concluiremos esta seção dando uma definição formal de 
lim f(x) = œ. A principal diferença em relação 20 nosso ira- 


balho na Seção 2.2 é que, em lugar de mostrar que |f(x) - L| < è 
sempre que x está próximo de a, consideramos qualquer número 
grande positivo M e mostramos que f(x) > M sempre que x está 
próximo de a. 


lim f(x) = ve 


ss 


significa que, para cada M > 0, existe um $ > O tal que 
se0<|x-aje d, então fix)>M 


Para uma interpretação gráfica da Definição (2.19), consi- 
deremos uma reta horizontal arbitrária y = M, conforme Figura 
2.34, Se lim Ax)» œ, então sempre que x está em um intervalo 


aca 
conveniente (e — 5, B) NASCAR AV NAE 
estão acima da reta horizontal. 


Pasa definir lim f(x) = —9 basta alterar a Definição (2.19), 


substituindo M > O por N < 0 e f(x) > M por f(x) < N. Neste 
caso, consideramos uma reta horizontal arbitrária y = N (com N 
negativo), e o gráfico de f estará abaixo desta rela sempre que 
x estiver em um intervalo conveniente (a — Ô, a + Ò) cx» a, 


EXERCÍCIOS 2.4 
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Exeros, 1-10: Para a f(x) dada, expeesse cada um dos 
seguintes limites como %, — os NE (não existe): 


(a) lim Aa) (infe) (9 im fa) 


na 


fr: ana 
2 fa) i; ent 


7 fì- sos: a--l 


5 ale arre àm] 


1 
9 fi) : E 
) xx -3y an? 
= H -- 
A > 


Exeres. 11-24: Determine o limite, se existir. 


1i rt mem , 
Mim MR Mae M 
Nim E ag tm Ze 
191m 225 20 tim srs 


VAT "E T 
21 lim — 
pes m gris. ry 
23 lim snx 24 lim cosx 
s. =.» 


Exercs, 25-26: Inwestigue o limite, fazendo 
x=10 para n-1,2, 3 e 4, 


£25 lim À tan 5- 


e 
se» É Mm ve “a, 


Exercs, 27-36: Ache as assintotas verticais e hort- 
zontais do gráfico de f. 


n fi) 25 fo)» E, 
2 fs 3. 2 fa) dE 
A MASI 
sp 513083 Wien 
se 36 fo)» Scr 


Exercs, 37-40: Uma fuoção f satisfaz as condições 
indicadas. Esboce vem gráfico de f, ssposdo que ele 
mão corte uma assintota horizontal. 


37 dim fG)-1; lim f(x) = E 


Hm f-=-= Em fie 


ny r.y 


38 lim fx) =- 1; lim f(x) - 1; 


1... 1. 


Em fix) =; lim fi)--— 
Yi 1 y 


39 lim f(x)--2; lim f(x) - 2; 
üm fd lim fije 
sy 23º 


lim fü)e-  — dim fije 


ac + 


ii Ch? RB 


40 lim f(x) « 3; 


im f(x)-3; uma fórmula para a concentração 
r.. € (4) de sal (em kti) após £ minutos. 
lim fx) = s; lim f(x) — e (e) Que ccorre a c (1) por um longo período de 
ni Lind] tempo? 
1m a) o om m Nu) = T 42 Umproblema importaste na pesca é predizer 
: a populacáo procriadora adulta do próximo 


41 Uma concentração de água salgada na base de 
50 g de sal pos litro de água corre para wm tanque 
que contém inicialmento 50 bitros de água pura. 


(a) Se o fluxo de gua salgada para o tanque é 
de $ | por minuto, derermine o volume 
V (1) de água e a quamtidade A (1) de sal no 
tanque após t minutos. 


Ano (recrutas) para ess sômero $ peesente- 
mente em desova. Para certas espécies (como 
o arenque do Mas do Neste) e a relação entre 
Res é dada por Re aS/(S + b), com ac b 
constantes positivas. Que acontece quando o 
númezo de procriadores aumenta? 


2.5 FUNÇÕES CONTÍNUAS 


Na linguagem quotidiana dizemos que o tempo é contínuo, uma 
vez que ele decorre de maneira ininterrupta, O tempo não salta, 
digamos, de 1h para 1h min da tarde, deixando um lapso de um 
minuto, Deixando-se cair um objeto de um balão, encaransos seu 
movimento subseqdente como contíswo. Se a altitade inicial é 
de $00 metros, o objeto passa por todas as altitudes entre 500 m 
€ O m antes de atingir o solo. 


. Em matemática usamos a expressão função contínua em 
um sentido semelhante, Intuitivamente, consideramos continua 
uma função cujo gráfico não tem interrupções. A título de 
ilustração, nenhum dos gráficos da Figura 2.35 representa uma 
função contínua no ponto c. 


Note que, em (i), f(c) não é definida. Em (ii), f (c) € 
definida, mas lim, _., f(x) = f(c). Em (iii) lim, _., f(x) nio existe. 
Em (iv) f(c) não é definida e, além disso, lim, |. f(x) =œ. O 


t-g 


gráfico de uma função f mão será de nenhum dos tipos acima 
a EAEE S OEA 
` definição. 


És or 


VALOR DA FUNÇÃO GRÁFICO 


e fix)sz+2 


Uma função f é continua em um número c se satisfaz as 
re cotigas 

W fc) é definida 
Gi) lim f(x) existe 


noe: 


- ( lim JG) - fle) 
re rd 


Ao utilizar esta definição para mostrar que uma função f 
é contínua em c, basta verificar a terceira condição, porque se 
lim f(x) = f(c), então f(c) deve ser definida c também lim ft) 
deve existir; ou seja, as duas primeiras condições estão satisfeitas 
automaticamente. 


Intuitivamente sabemos que a condição (iii) implica que, à 
medida que x se torna próximo de c, o valor f(x) da função se 
torna próximo de f(c). Mais precisamente, podemos fazer f(x) 
tão próximo de f(c) quanto quisermos, escolhendo x suficiente- 
mente próximo de c. 


Se uma (ou mais) das trés condições da Definição (2.20) 
não for(em) satisfeita(s), dizemos que f é descontínua em e, ou 
que f tem uma descontinuidade em c. Certos tipos de descon- 
tinuidades têm nomes especiais. As descontinuidades em (1) e 
(i) da Figura 2.35 são descontinwidades removíveis, porque 
podemos removê-las definindo adequadamente o valor f(c). A 
descontinuidade em (iii) € do tipo salto, assim chamada devido 
à aparência do gráfico. Se f(x) tende para œ ou =t quando x 
tende para c de um ou de outro lado, como em (iv), dizemos 
que f tem uma descontinuidade infinita em c. 


Na ilustração seguinte reconsideraremos algumas funções 
específicas já abordadas nas Secções 2.1 e 2.2, 


ILUSTRAÇÃO 


DESCONTINUIDADE 
y 


Nenhema, pois para todo c 
lim {x)= c+ 2» Ac) 


an. 


tum 
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VALOR DA FUNÇÃO GRÁFICO DESCONTINUIDADE 


y 
erR 
* ala) Tr Em 1 pois (1) € indefinido 
(descontisuidade removível) 
—- 
E 
y 
s ex-2 
*M)s| 7; enel e» 1 pois lim (x) 32 Mt) 
2 sex=1 Rol 
> (descontinuidade removivel) 
—+-0. ^— -e 
* 
y 
I 
» Ms) a c 0 pois A(O) são existe 
€ também lim dx) não existe 
(descontinuidade infinita) 


€ * D pois (0) é indefinido 
: — — € também lim, px) não existe 
oo n 


wÍ 


(descontiauidade tipo salto) 


O próximo teorema afirma que as funções polinomiais e 
as funções racionais (quocientes de polinômios) são continuas 
em todos os pontos de seus dominios, 


Foorema (2.21) () Uma porte ese ls 
nómero real €. 


a) Unis ção md (51, 4 dl A 
número exceto nos números c tais que g(c) = 0. 


2 Limites de tor 


DEMONSTRAÇÃO = 


(i) Se f é uma função polinomial e c um número real, então, 
pelo Teorema (2.11), lim, . f(x) = fic). Logo f é contínua 
em todo ponto real, 


(1) Se gc) 0, então c está no domínio de q = fige, pelo 
Teorema (2.12), lim, |, qx) = qc), ito é, q é continua em c. 

EXEMPLO 1 

Se f(x) = |x | mostre que f é continua em todo número real c. 


SOLUCÁO 


O gráfico de f está esbocado na Figura 2.36. Se x » 0, então 

y f(x) =x. Se x « 0, entho f(x) = =x, Como x e -x são polinômios, 
decorre do Teorema (2.21) (1) que f é continua para todo real 
diferente de zero. Resta mostrar que f é contínua em 0. Os limites 
laterais de f(x) em O são 


ppp lim |x | = lim x = O e 


ac ac 


lim | x |= lim (^ x) = 0 
Figura 2.36 T) m 


Como os limites laterais direito e esquerdo são iguais, 
decorre, de Teorema (2.3), que 


lim [x| 0 [0] f(0). 


Logo, f € comina em O 


EXEMPLO 2 


? 
Se f(x) = " A determine as descominuidades de f. 


I 
a - 2x 


SOLUÇÃO 
Como f é uma função racional, segue-se do Teorema (2.21) que 
as únicas descontinsidades ocorrem nos zeros do denominados 
x* a x! = 2x. Fmocasdo, obtemos 

ee ada e 2) xx + 2) (x 1) 


Igualando a zero cada fator, vemos que as descontinuidades 
de f são 0, -2e 1. 
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Definição (2.22) 


Se uma fusção f é continua em todo ponto de um intervalo 
aberto (a, b), dizemos que f € continua no intervalo (a, b). Da 
mesma forma, uma função é contínua em um intervalo infinito 
do tipo (a,«) oa (-»,b) se é contínua em todo posto do 
intervalo, A próxima definição inclui o caso de um intervalo 
fechado. 


Seja uma fenção f definida em um intervalo fechado 
[a, b]. A função f é continua em [a, b] se é contínua em — 
(a, b), e além disso 


2m ED LU 


um = fla)e limf() = f(b) 


Se a função f tem um limite à direita, ou um limite à 
esquerda do tipo indicado na Definição (2.22), dizemos que f é 
contínua à direita em a ou que f é contínua à esquerda em 
b, respectivamente. 


EXEMPLO 3 


Se f(x) = VU — x", esboce o gráfico de f e prove que f € contínua 
no intervalo fechado [-3, 3]. 


SOLUÇÃO 


O gráfico de xi + y? =9 € um círculo com centro na origem e 
raio 3, Resolvendo em relação a y, temos y =:V9=x7 e daí o 
gráfico de y = V9 = xº é o semicírculo superior (veja a Figura 
27) 


Se -3«c«3, então, com auxilio do Teorema (2.14), 
obtemos 


lim f(x) = limV9 = = V9 - e - fc) 


Logo, f é contínua em c pela Definição (2.20). Resta apenas 
verificar os extremos do intervalo [-3,3] utilizando limites 
laterais como segue: 


lim f(x)- lim V9 —id - 9-9 -0- f(-3) 


ac acm 


lim Ax) = lim V9- 2 -v9-79 -0- 3) 


Assim, f é contímaa à dircita em -3 e contínua à esquerda em 
3. Pela Definição (2 22), f é continua em [-3, 3). 
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Estritamente falando, a função f do Exemplo 3 é descontinua 
em todo ponto € exterior ao intervalo [-3, 3), porque f(c) não 
€ um múmero real se x < -3 ou x > 3. Todavia, não é costume 
usar a expressão descontínua em c se c está em um intervalo 
aberto mo qual f não é definida, 


Podemos também definir outros tipos de intervalo, Por 
exemplo, f é contínisa em fa, b) ow [a 1) se é continua em todo 
número maior de que a no intervalo e, além diso, é contínua à 
direita em a. Para intervalos da forma (a, b]ou (—, b], exigimos 
contisuidade para todo número inferior a b mo intervalo, e 
também continuidade à esquerda em b. 


Utilizando fatos enenciados no Teorema (2.8), pode-se 
provar o seguiste: 


—D———À—— 


Se f e g são contínuas em c, então são também contínuas 
em c: O GUIDO 


MD a soma f eg vari 


numer 


E (H) a diferença f —- g^ 
EE ET snot oq ago! 


+ (il) o produto fg-| m» 
> (Iv) o quociente f/g, desde que gie) « O 


DEMONSTRAÇÃO 


Se f e g são contínuas em e, então 
in fix) = fle) e lim gix) = gic) 
Pela definição de soma de duas funções 


(F g) fix) e gla) 
Coescqücntemente, 


ue (f +g) lim HOEFE) 
= lim f(x) + lim g(x) 
= f(c) + gic) 


-U +g) (e) 


Isto prova que f +g é contísua em c. As partes (ii)-{iv} são 
demonstradas de maneira análoga. 
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Teorema (2.24) 


Conclusdo do Teorema (2.14) 


Se feg são contínuas em um intervalo, então f+g, 
f - g e fg são contínuas no intervalo. Se, além disso, g(c) » 0 
para todo c no intervalo, f/g € também continua no intervalo. 


Esses resultados podem ser estendidos a mais de duas 
funções, isto é, somas, diferenças, produtos ou quocientes, 
envolvendo um número arbitrário de funções contínuas são 
também continuos (desde que não ocorram zeros no denomi- 
nador). 


EXEMPLO 4 


Vs- 


SHO aa, p Prove que k é contínua no intervalo 
13,3). 


SOLUÇÃO 


Sejam f(x) = V x" e g(x) = 3x4 Sx! 4 1. Pelo Exemplo 3, f 
é contínua em [-3, 3], e pelo Teorema (2.21) g é continua para 
todo número real. Além disso, g(c) = O para todo e em [-3, 3]. 
Logo, pelo Teorema (2.23) (iv), o quociente k = fig € continuo 
em [=3,3] 


No Apêndice Il encontra-se uma demonstração do próximo 
resultado sobre o limite de uma função composta f » g. 


Se lim g(x) = b e f é contínua em b, então 
Lind] 


lesa ats Selim fe) JO - f un) 


A demonstração de outras teoremas constitui a principal 
utilização do Teorema (2.24). A título de ilustração, utilizemos 
o Teorema (2.24) para provas o Teorema (2,14) da Seção 2.3, 
em que supomos que lim g(x) e as raizes enésimas indicadas 


existem. 


lim Vgl) = Vila plo) 


t — i — — 


Teorema (2.25) 
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DEMONSTRAÇÃO 
Seja f(x) = Vx. Aplicando o Teorema (2.24), que afitma que 
lim flg(x)) = f ps é 
obtemos 


lim VAS = Vlim ga) 


A parte (i) do próximo teorema decorre do Teorema (2.24) 
€ da definição de função contínua. A parte (15) € um reenunciado 
de (i) utilizando a função composta f + g- 

Se & é contíom em c e f € continua em b = gfe), então 
“MO lira f(g(x)) + f E vd ~ f (te) 


(iD a função n composta y 7 eg é continua em e. 


EXEMPLO 5 


Se x) = [32 - 7x - 12], mostre que k é comíaua para todo 
número real. 


SOLUÇÃO 
Fazendo 
f(x) » x | e gx) 30 - 7x - 12, 
então Mx) = f(gtx)) = (f = g) (x). Como f e g são contíeuas (veja 


Exemplo 1 € (1) do Teorema (2.21)), segue-se de (ii) do Teorema 
(2.25) que a função composta k = f + y € contínua em c 


A demonstração da propriedade seguinte des funções 
continuas pode ser encontrada em textos de cálculo mais 
avançados. 


um número entre f(a) e f(b), então existe ao menos um 


Se f € contínua em um intervalo fechado [a, b| e se w é 
húmero c em |a, b) tal que f(c) = w, 
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Teorema (2.27) 


O teorema do valor intermediário afirma que, quando x 
varia de a a b, a função contínua f roma todos os valores entre 
fla) e f(b). Se considerarmos o gráfico da função contínua f 
como ininternapto, dos pontos a (e, f(a)) a (b, F(b)), conforme 
ilustrado na Figura 2.38, então, para qualquer número w entre 
fla) e fib), a reta horizontal com intercepto-y igoal a w 
interceptará o gráfico em pelo menos um ponto P, A coordena- 
dax c de P é um número tal que f(c) = w. 


Uma conseqdiacia do teorema do valor intermediário é que 
se fio) c f(b) sém sinais opostos, então existe um número c entre 
a € b tal que f(c) = 0; isto é f sem um zero em c. Assim, se O 
ponto (a, f(a)) do gráfico de uma função contínua está abaixo 
do eixo e o ponto (b, f(b)) está acima do cixo-x, ou vice-versa, 
então o gráfico corta o cixo-x em um ponto (e, 0), para 
acccb. 


EXEMPLO 6 
Mostre que f(x) =x! + 2x* — fu? + 2x = 3 tem um zero entre 1 e 2. 


SOLUCAO 

Substituindo x por 1 e 2 obtemos os valores da fusção. 
f(-142-642-3«-4 
$(2)=32+32-484+4-3=17 


Como f(1) e f(2) têm sinais opostos, segue-se do teorema do 
valor intermediário que f(c) = O para ao menos um número real 
centre 1e 2. 


O Exemplo 6 ilsira um esquema para a localização de 
zeros reais de um polinômio, Utilizando um método de aproxi- 
mações sucessivas podemos aproximar cada zero com qualquer 
grau de precisio, bastando enquadrá-Jo em intervalos cada vez 


Outra consequência útil do teorema do valor intermediário 
é n seguinte. O intervalo ali referido pode ser fechado, abesto, 
semi-aberto os infinito. 


n E» 


, Se uma função; f: 6: contínua é não lem zeros em usi 


intervalo, então EIS 000 6) «0 | para todo x no 
intervalo... 
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DEMONSTRAÇÃO 


A conclusão do teorema afirma que, sob a hipótese dada, f(x) 
tem o mesmo sinal em todo o imervalo, Se esta conclusão fosse 
falsa, estão haveria números, x, e x, mo intervalo tais que 
f(x,) > 0 e fix) <0, Pelas observações precedentes, isto, por sua 
vez, implicaria f(c) = O para algum centre x, e x, contrariamente 
à hipótese. Assim, a conclusão deve ser verdadeira. 


No Capítulo 4 aplicatemos o Teorema (2.27) à derivada de 
uma função f para determinar a maneira como f(x) varia em 


diversos intervalos. 
EXERCÍCIOS 2.5 
Exercs. 1-10: É dado o gráfico de uma função f. 4 y 
as descominuidades de f como removi- 
veis, tipo salto, ou infinitas. 
1 y m. 


e dE "S " 
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——— 


? 


Foe ie 
Lj 


=. 


Exercs. 11-18: Classifique as descontianidades de 
f como removiveis, tipo salto, ow infinitas. 


INIGE X-1 se xel 


4-x se zzi 


12 flv) = B s x«l 


3-xr s s>1 


s*ox--2 


13 fig) p š 1.-2 


o zn 


Pel s x«l 
15 fi) (1 s 1.1 


x*tl se x»] 


- s x«l 
«n4 se x=] 


2 se x»] 


ensamble] 


p-9 s 1.3 ER. LAE. 
25 fix) - | 1-3 : a-3 43 f(x) V3-1 44 f(x) " p 
se xe 
as jj- lel 46 fi- 
y-9 $e re «9 FINI 
26 f(x) - [x43 "aj 
¿ du > 0 
4-7 
nw p= a a-3 O TE TE e 2x- 8) 
Ix -3| 3 . VÀ -9 vas t 
fla A i 49 fi). ES 
1 $ 1.3 
V9-x 
sar se sui) se Ji)- = 
129 os a-0 
eet S1 f(x) = tin 2x 82 fü) = corda 
I-cosz se x0 a t 
630 ft)«| x a-0 fue ee x 54 f(x) = sec de 
1 se xe0 


Exeres. 55-58: Verifique o teorema do valor iater- 
mediário (2.26) para f no intervalo indicado fa, b] 
Exercs. 31.34: Determine todos os múmeros para os mostrando que se f(a) sw s f (b), então fic) - w 


dado. 


Exercs. 35-38: Mostre que f é contísua no intervalo 


E di ds para algem c em [a, b]. 
-= , . *- 
M mt R fu + S5 f(x)e x 1; [-1,2) 
PES 56 f(x) - > [0,2] 
M Wa M Mm. c 


57 f() «X «x, [1,3] 
58 fix) e 2 - x [-2,-1] 


sent - 1 
er f). ED 
Exercs. 19-22: Mostre que f é contipus em a. 
19 f(x) «2x75 e à; g-4 
20 f(x) = VEZ: a.-5 
21 f()« 38 67- =; a. -2 : 
5 
Bi: a= 
Exerc, 23-30: Explique por que f não é contisma 
em a. 
3 
ndi Lit se-2 
um: asl 


59 Se f(x) = x) — Sé + 7x = 9, use o teorema do va- 


lor intermediário (2.26) para provar que existe 
hen nússero real a tal que f(a) = 100. 


35 HO) VI; (4,8% 38 fü)e :0,9 


36 f(x) - VÍS- x; (-, 16) 
60 Prove que a equação x = 35 - 20-44 1-0 
tem uma solução estre Dc 1, 


[61 Em modelos de queda livre, costuma-se supor 

Exercs. 39.4: Ache todos os valores para os quais a scekeragho gravitacional g € a po ode ni 

f € continua 9,5 m/seg?. Na verdade, g varia com a altitude 
3-5 22 ? Se 0 é a latitude (em ganus), estão 

9» 023753 “40 fi)» 


mid: Ox 


48) e 9,780491 + 00052664 sen? 0 4 0,000004 vs 0) 


41 five — a f()- E é uma fórmula quc aproxima g. 
x- 


— 
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Use o teorema do valos intermediário para mos- 


trar que g = 9,8 em algum ponto entre as Iati- 


tudes 35" e 40". 


&162 A temperatura T (em *C) na qual a água ferve 


é dada aproximadamente pela fórmola 
TUA) = 100,862 - 0,0415 VÄ + 43103 


2.6 EXERCÍCIOS DE REVISÁO 


cede À é a altiade (em metros, aciesa do nivel 
do mar). Use o teorema do valor istermediário 
para mostrar que a água ferve a SEC a uma al- 
tibude entre 4,000 e 4.500 metros. 


Exercs. 1.26: Ache cada limite, se existir. 


im SEM 
11 
var Vx+1 


3 lim (x - VA ex) 
1. 
28 x -6 
. a 4r - 4x3 


Y - 16 
? ia E£-:-2 


3 
17 lim A ETE 
lim 24.2 


p 


(Ze = 5) (3c 1) 
ea: (xe 7) (4x = 9) 


204. LA 
a Otar 


23 lim E 
suy 47 


6-7x 


1-2 (3420 
4 lim (x- V16 x) 


s $ 


"IUE Avs 
X= 


s$ 


18 lim (VITR =- 


a NT 


1 20513 
e Dy 


t E i 

28 lim [Vx === 26 | 
se c 
Exercs. 27-32: Esboce o gráfico da função f definida 
por partes e, para o valor a indicado, determine cada 

limite, se existir. 


(o) im f(x). (b) lm f(x). (c) Bim f(x) 


sme fib 
2 no-[ a, = asz e 
1 s x«-3 
29 f(x) - (2^ 3x 0-3 
xs se 12-3 
9 sm x&-3 
30 fix) 12 24-3 
4+x «um 1>-3 
se x«l 
3 f()-¿2 se xet ml 
4-2 se x>1 
xXx se re 
3 fi x LLIU 
2 se x0 


33 Use a Definição (2.4) para provas que 
lim, ,, (5x-21)49 


LAVAR 
A e AA 


CN adn 
eS 


34 Seja f definida como segue 


1 se xéracional 
a se xé irracional 


Mostre que lim f (x) n&oexiste para nenem número 
a 
real a. 


Exercs. 35-38: Ache todos os números para os quais 
$ é descoatínua. 


Le - 16] "Hs um 
35 0-1 6 “Ms 
0 mast 
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Exercs. 39-42: Ache todos os eidmeros para 0s quais 
f é continua. 


3 fía - Vr 1 
40 MOLAT ERTS] 


V9-x 
x- 16 


Vx 
e 1 


Exercs, 43-44; Mostre que f é contínua em q, 
43 fi) virti; 9-8 


at fü) 


a ji) 


4 f()- Vi -4; 2-27 


ES “A DERIVADA 


INTRODUGÁO 


Iniciamos este capitulo considerando dois 
problemas aplicados. O primeiro consiste em 
determinar o coeficiente angular (inclinação) 
da reta tangente em um ponto do gráfico de 
uma função, € o segundo, em definir a velo» 
cidade de um objeto em movimento retilineo. 
É digno de pota o fato que estas duas aplica 
ções, aparentemente tão diversas, coeduzam 
ao mesmo conceito de derivada. Nosso esto- 
do proporciona uma visão do poder e da 
generalidade da matemática. Especificamen- 
te, na Seção 32, abandonaremos os aspectos 
fisico € geométrico dos dois problemas e 
definiremos a derivada como o limite de uma 
expressão que envolve wma função f. Isto 
permite, em seções posteriores, aplicar o 
conceito de derivada a qualquer quantidade, 
ou grandeza, que possa ses representada por 
uma função, Como grandezas desse tipo ocor- 
tem em quase todos os ramos do coshecimen- 
to, as aplicações da derivada são numerosas 
€ variadas — mas, cm cada caso, está sempre 
em jogo uma faxa de variação. Assim, vol- 
tando aos dois problemas do começo, o coc- 
faciente angular da reta tangente pode ser 
usado para iedicar a taxa à qual o gráfico de 
uma curva sobe (ou desce), e a velocidade é 
à taxa à qual a distância varia em relação ao 
tempo. 


Nosso objetivo neste capítulo € introduzir o 
conceito de derivada e estabelecer regras para 
9 respectivo cálculo sem apelar para limites. 
Consideraremos algumas aplicações aqui e 
muitas outras em capítulos sobsegõentes. 


derriere 


KENT Conc ESAS TTE 


+ 


Larios 


mi 
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3.1 RETAS TANGENTES E TAXAS DE VARIACÁO 


Figura 3.1 


) 


As retas tangentes a gráficos tém muitas aplicações eo cálculo. 
Na geometria a reta tangente | em um ponto P de um círculo 
pode ser interpretada como a reta que intercepta (toca) o círculo 
em apenas um ponto, conforme ilustrado na Figura 3.1. Não 
podemos estender esta interpretação ao gráfico de uma função 
f qualquer, pois a reta pode "tocar" (tangenciar) o gráfico de 
f em um determinado ponto P e imterceptá-lo novamente em 
outro ponto (Figura 3.2). 


Nosso intuito é definit o coeficiente angular da tangente 
em P, pois, conhecido o coeficiente angular, podemos estabelecer 
uma equação para | usando a forma ponto-coeficiente-angular 


(1,560. Se f é continua em a, podemos fazer (Mx, f(x)) tender para 


Para definir o coeficiente angular da reta tangente | no f: Pía, f(a)) fazendo x tender para a. [sto motiva a seguinte 
ponto Pia, f(a)) do gráfico de f, escolhemos primeiro outro ponto b- definição do coeficiente angular m, de ! em Pía, fa) 
o fen (veja a Figura 3.3(1)) e consideramos a reta por Pe Q. a 109-100) 
é chamada secante do gráfico. E m, = lim E 
Utilizamos a notação seguinte: E K s.a 
lpg A secante por Pe Q A 1 desde que o limito exista. 
Mg: O coeficiente angular de I, : 3 É conveniente usar uma forma alternativa de sm, obtida 


m, O coeficiente angular da tangente / em Pla, f(a)) $ passando-se da variável x para uma variável h, como segue. 


Fazer h = x = a ou, equivalentemente, x = a + À. Apelando 
para a Figura 3.4 e considerando as coordenadas Pla, f(a)) e 
Ola +, fla + h)), vemos que o coeficiente angular my, da 
secante é 


Se Q está próximo de P, parece que mpo € uma aproxima- 
ção de m, Além disso, € de se esperar que esta aproximação 
melhore quando Q se aproxima de P. Com isto em mente, 
fazemos Q tender para P = isto é (intuitivamente) fazemos Q [e 
ficar cada vez mais próximo de P— mas Q « P. Se Q tende para A mn su Pert!) - fü) 
P pela direita, temos a situação da Figura 3.3(i), onde as linhas " 
tracejadas indicam possíveis posições de lpo. Na Figura 3.X(iii), 
Q tende para P pela esquerda. Poderíamos fazer O tender para 
P de outras maneiras, por exemplo, tomando altemadamente 
pontos à esquerda e à direita de P. Se m po tem um valor lintite 
— isto É, se mpg sc aproxima de algum número quando Q se 
aproxima de P — então esse número é o coeficiente angular 
m, da reta tangente |, 


Reformulemos esta discussão em termos da função de f. 
Refesindo-nos à Figura 3.3 e utilizando as coordenadas de 
Ha, f(a)) e Qix, f(x)), vemos que o coeficiente angular da reta 
secante b é 


fd = fto) 


Mm  x-a 


—— 


119 A MM 


Como x -* a equivale a h — O, nossa definição de coefi- 
ciente angular m, de tangente / pode ser formulada como segue: 
JA e S REOS 
função f em Pa, h 


d 
-y~ 


Detinição (3.1) 


lar m, da tangente ao gráfico de uma 
Ha) € d “og ^ -4 

A RA y | fd +k) - fía) 

m «s À abs xe. Ji h Ms 


: dése que o liie exista 2 

Se o limite na Definição (3.1) não existe, então o 
coeficiente angular da tangente em Pa, Jia) nào € definido, 
EXEMPLO 1 


Seja f(x) «x, e seja a um número real arbitrário. 


(a) Determine o coeficiente angular da tangente gráfico 
f em Pía, a). cê " 


e» Determine a equação da tangente em A(-2, 4). 
SOLUÇÃO 
(a) A Figura 3.5 exibe o gráfico de y =x? e um ponto típico 


Figura 35 Ma, vilo, oras 0 (3.1), vemos que o coefi- 


m, += lim 
[LI 


Ha + h) - f(a) 
h 


dar hPa 
alo —- 
A0 h 
e lim 4 42h 4h? a 
+0 h 


A-0 


= lim (2a + h) = Za 
LI] 


(b) O coeficiente angular da tangente no ponto R(-2, 4) é um 
caso especial de fórmula m, = 2a com a = -2; isto é 


mm 2-2)» -4 
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Utilizando a fórmula ponto-cocficiente angular (1.8)(ii), podemos 
escrever a equação da tangente como 


y-4=-4(x+ 2) ou yo des 


O limite da Definição (3.1) surge em diversas aplicações; uma 
das mais familiares é a determinação da velocidade de um móvel, 
Consideremos o caso do movimento retilínco, em que o móvel 
percorre uma reta. Para determinar a velocidade média v, em 
um intervalo de tempo, utilizamos a fórmula d = rt, onde ré a 
taxa, t É 0 comprimento do intervalo de tempo, e d. é a distância 
percorrida. Resolvendo em relação a r obtemos a seguinte 
definição. 


Definição (3.2) 


Va olaaa | * 


Como ilustração, se um automóvel deixa a cidade A à Ih, 
percorre uma estrada retilínea, e chega à cidade B a 240 km de 
A às 4h (veja a Figura 3.6), então, pela Definição (3.2), com 
d= 240 € 1=3 (horas), a velocidade média durante o intervalo 
de tempo [1, 4] é: 


240 
3 
Esta € a velocidade que, se mantida constante durante 3 horas, 

permitiria 20 móvel percorrer os 240 km de A a B, 


A velocidade média nada nos diz sobre a velocidade em 
um dado instante, Por exemplo, às 2h30 min o velocimetro 
poderia registrar 60 ou 45, ou o automóvel poderia sté mesmo 
estar parado. Se quisermos determinar a taxa à qual o móvel está 
viajando às 2h30 min, precisamos conhecer seu movimento ou 
posição próxima a este instante. Suponhamos por exemplo, que, 
às 2h30 min o automóvel estivesse a 120 km e às 2h35 mín a 
126 km de A, conforme ilustrado na Figura 3,7. O intervalo de 
tempo de 2h30 min a 2h35 min é de 5 minutos, ou 1/12 da hora, 
€ a distância d é de 6 km, Levando estes valores em conta na 
Definição (3.2), obtemos a velocidade média naquele intervalo 
de tempo: 


= 80 km/h 


van edsk 
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Suponhamos que um ponto P percorra uma reta coor- 
deñada | de modo que sua coordenada mo instante £ seja 
s(1). A velocidade v, de P vo instante a é 
si nda Jah À 
29 zs * o h 
desde que o limite exista. 


Este resultado ainda não constitui uma indicação precisa da 
velocidade às 2h30 min pois, por exemplo, o automóvel poderia 
estar trafegando muito devagar às 2h30 min, aumentando em 
seguida consideravelmente a velocidade para chegar às 2h30 min 
ao ponto a 126 km de A. Evidentemente, obteremos uma melhor 
aproximacio usando a velocidade média durante um intervalo 
de tempo menor, digamos, de 2h30 a 2h31 min. Parece que o 
melhor seria tomar intervalos de tempo cada vez menores na 
vizinhança de 2h30 min e estudar a velocidade média em cada 
intervalo. Isto conduz a um processo de limite análogo ao das 
retas tangentes. 


O limite na Definição (3.3) € também chamado velocidade 
Instantânea de P no instante a. 


Se s(1) é medida em centímetros e f em segundos, então a 
unidade de velocidade é centímetros por segundo (cm/seg). Se 


Para maior precisia, representemos a posição de um objeto 
Tempo — Posigño de P em movimento retilineo por um posto P em uma reta coordenada 


0 í 1. Referimo-nos às vezes ao movimento do porto P, oa ao s(t) é em milhas, e t em horas, a velocidade € milhas por hora, 
o P movimento de um objeto cuja posição é especificada por P. Naturalmente, podem também ser usadas outras unidades de 
E S € Admítiremos conhecida a posição de P a cada instante do medida, 
intervalo de tempo dado. Se s(r) denota a coordenada de P po 


Voltasemos so conceito de velocidade no Capítulo 4, ande 
mostraremos que, se a velocidade € positiva em um dado in- 
tervalo de tempo, então o posto sc move na direção positiva em 
L Se a velocidade é negativa, o ponto se move na direção 
negativa. Conquanto estes fatos nào tenham ainda sido prova- 
dos, utilizá-los-emos no exemplo seguinte, 


instante r, entáo a função s é a função posição de P. Registrando 
Figura 3.8 o tempo por meio de um relógio (Figura 3.8), então, para cada 
1, 0 posto P estará a s(r) unidades da origem. 


Para definir a velocidade de P no instante a, primeiro 
determinamos a velocidade média em um (pequeno) intervalo 
Variação Variação na de tempo próximo de a, Consideramos assim, instantes a è 
a *h, onde h é um número real (pequeno). As posições cor- 
a respondentes são s(a) e s(a + h) conforme ilustrado na Figura 
ash pe 3,9. A variação na posição de P E s(a + h) = s(a). Este número 
O s(a) sía + A) 1 pode ser positivo, negativo ou zero. Note que s(a + h) ~ s(a) não 
é necessariamente a distância percorrida por P entre os instantes 
Figura 3.9 a e â+ h, pois, por exemplo, P pode ter ulirapassado o posto 
correspondente a sa + A), retomando em seguida hquele posto 
no instante a. 


Pela Definição (3.2), a velocidade média de P entre os 
instantes aca+rhé 


Va, o yuh na distância _ s(a +A) - s(a) 

vasiação no tempo h 
Como anteriormente, admitimos que quanto mais próximo de 
zero estiver h, mais próxima de P no instante a estará v 
Definimos assim à velocidado como um limite, quando A tende 
para 0, de v_, conforme a definição seguinte. 


EXEMPLO 2 


De um balão a 150 m acima do solo, deixa-se cair um saco de 
areia, Desprezando-se a resistência do ar, a distância s(t) do solo 
so saco de arcia em queda, após r segundos, é dada por 


sit) = 4,9 + 150 
Determinar a velocidade do saco de areia 
(a) quando t» q segundos 
(b) quando 1 2 segundos 
(c) no instante em que ele toca o solo 


SOLUÇÃO 


(a) Conforme a Figura 3.10, consideramos o saco de arcia 
movendo-se no longo de uma coordenada vertical | com 
origem no solo. Note que no instante em que o saco é 


jogado, t= 0 e 
s(0) = —4,9(0) + 150 = 150 


F?TTT27?T722222222222222223 
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Para achas a velocidade do saco de areia quando t» à, 
aplicamos a Definição (3.3) obtendo 


s(a + B) - : 2- s(a) 
= lim — 
LIII 


lim [-4.9(a + kF + 150] = [-4,92? + 150) 
hb h 


«lim 9, Bah + 4,91 
h 


a0 


= lim [-980 + 49h] = -9,80 mis 
-9 
(b) t=2  v,=(-9,8)(2) ms = -19,6 m/s 
() 5-0  s()e-497 «150-0 > AS 


re VMEST = 5,535 
Nesse instante, a velocidade de impacto é dada por 
y” (-9,8)(5,53) = «54,19 m/s 


Há muitas outras aplicações que exigem limites semelhan- 
tes às abordadas em (3,1) e (3.3). Em algumas, a variável 
independente é o tempo f, tal como na definição de velocidade, 
Por exemplo, durante cesto tempo, um químico pode estar 
interessado na taxa à qual certa substância se dissolve na água; 
um engenheiro eletricista pode desejar saber a taxa de variação 
da corrente em parte de um circuito elétrico; a um biológo pode 
interessar a taxa à qual as bactérias se desenvolvem ou se 
reduzem em uma cultura. Podemos considerar taxas de variação 
em relação a outras quamtidades que não o tempo. Por exemplo, 
a ki de Boyle para um gás confinado afirma que se a tem- 
perabara permanece constante, entio o volume v e a pressão p 
estho relacionados pela fórmula v = cip para alguma constante 
€, Se a pressão varia, um problema típico consiste em achar a 
taxa à qual o volume varia por unidade de variação na pressão, 
Esta taxa € conhecida como taxa instantánea de variação em 
relação a p. Para estabelecer métodos gerais que possam ser 
aplicados a diferentes problemas deste tipo, utilizaremos x e y 


como variáveis e suporemos que y = f(x) para alguma função f. 


(Na ilustração precedente, y = v, x «pe f (x) = cix.) Definimos 
a seguir as taxas de variação de uma váriavel y em relação a 
uma variável x. 


end Aintrobraãa Aee 
; fe tem +h)- Sa) 


(Ve, 


AP oder; su seit 
n m uw 2 "Unix yu 


Kilo de at y en mação na 


m iced 
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Usaremos indiscriminadamente as expressões taxa de va- 
riação e taxa instantánea de variação. 


Se, na Definição (3.4), considerarmos o caso especial 
x =1 (tempo) e y «s(r) (posição em uma reta coordenada), 
obteremos a seguinte interpretação do movimento retilineo: 


velocidade média (v): taxa média de variação de s em 


relação a t em um intervalo de 
tempo. 
velocidade {v}: taxa instantánea de variação de s 
em selação a t no instante a. 
y 
Coef. ang. m, Coef ing. m, 
c 
1 
1 
1 
i i 
1 LI 
i H y= St 
H 1 
E h a 
Coef. ang, m, 1 H ' 
' 13 = 
a b € x 
Figura 3.11 


Para interpretar (i) da Definição (3.4) peomesricamente, 
imaginemos wn posto /* perconemdo o gráfico de y = f(x) na 
Figura 3.11, da esquerda para a dircita. A taxa instantánea de 
variação de y em relação a x nos informa sobre à maneira como 


I 
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o gráfico sobe ou desce por unidade de variação de x, Na Figura 
3.11, m, (o coeficiente angular da reta tangente em A) é menor 
do que m, (o mesmo coeficiente em B), e a taxa y,» na qual y 


varia em relação a x, é inferior a essa mesma taxa em B. Note 
também que, como m, « 0, o coeficiente angular da tangente em 
C € negativo, e y decresce à medida que x cresce. 


O exemplo que segue dá uma aplicação física da Definição 
(3.4). 


EXEMPLO 3 


A voltagem em certo circuito elétrico é de 100 volts. Se a corrente 
(em ampères) é 7 c a resistência (em ohms) é R, então, pela ki 
de Ohm, / = 100/R. Sc R está aumentando, ache a taxa instantã- 
nea de variação de / em relação a R em: 


(a) qualquer resistência R, 
(b) uma resisténcia de 20 ohms, 


SOLUCÁO 


(a) Usando a Definição (3.4) (ii) com y«/, x=R e 
f(R) = 100/R, obteremos a taxa instantânea de vastação de 
I em relação a R para uma resistência de R ohms: 


tia RS) 


A--0 


m= lim TOO — 100(R + A) 
aeo MR+ehR 


ins 7-100 mE 100 
ao (K + RRE 
O sinal negativo indica que a corrente está decrescendo. 
(b) Aplicando a fórmula /, « -100/R? da parte (a), obtemos a 


taxa instantânea de variação de / em relação a R para 
R = 20: 
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E a Assim, quando R = 20, a corrente está decrescendo à taxa de 1 
E de ampére por ohm. 


EXERCÍCIOS 3.1 


: Exercs. 1-6 (a) Use a Definição (3.1) para obter o la) Ache a velocidade do saco de areia em 


" coeficiente angular da tangente ao gráfico de tal 
em Pie, f(a)). (b) Determine a equação de tiegente di Cm qem — RE SEA 
m PL, f(2))- solo? locióade 


Le + 2 fedde 16 Um projétil é lançado verticalmente do solo com 
; uma velocidade inicial de 112 m/s. Após 1segun- 
TM T dos, sua dismincia do solo é de 1121-49 
5 fla- 1542 6 flx)=4-2r m 

Exercs. 7-10: (a) Use a Definição (3.1) para obter o (a) Ache a velocidade do projétil para 1-2, 
coeficiente angular da tangente ao gráfico da equação "Tm 


no ponto com coordenada-x, a. (b) Estabeleça a 


equação da tangente em P. (c) Esboce o gráfico da (b) Quando o projétil stinge o solo? 


a ed (c) Ache a velocidade no momento em que ele 

"7 y Wa; P(4, 2) atinge o solo, 
- 17.No videogame da figera, os avibes voam da 
sga W; Ens esquerda para a dicita segundo a trajetória 
dy 1 P(2, 3) y=1+(1/x), e podem disparar suas balas na 
y direção da tangente contra pessoas ao longo do 
| yel P, eixox em x « 1, 2, 34 c 5. Determise se alguém 


será mingido se o avião disparar um projétis 


Exeres, 11-12 (a) Esboce o gráfico da equação e n quando estiver em 
ntes pomos de coonfenadas-x, -2, -1, 1 € n 
2 w Sopa no o posto em que o coeficiente (a) PC, 2) wat. t) 


angulas da tasgenic é m. 
LETIA m6 
n yeri m=-9 


Exeres, 13-14 A fenção posição s de um ponto P 
que se move em uma reta coordenada P é dada por 
t em segundos e sii) em centímetros, (a) Ache a 
velocidade média de P nos seguimos intervalos de 
tempo: [1; 1,2] (1; 1,1] e 11; 1,01]. (b) Determine a 
velocidade de P em 1 |. 


B sed). 14 a()821- 38 


15 Um balonista deixa cair, de um balão, um saco 
de areia, de 160 m acima do solo, Após t segun- 


dos, o saco de arcia está a 100 = 4,9? do solo. 


Yn 


s 


18 Um atleta percorre uma pista de 100 m de modo 
que a distância s(1) percorrida após t segundos é 
dada por s(i) = Jr? + 8 ma (veja a Figura). Deter- 
miae a velocidade do atleta. 


(a) no isício da corrida 


rtc ammo erar 


HA Cálcado com Geometria Analítica Cap. 3 


(hà) pesado f e $ sem (b) Use a Definição (3.1) com h == 0,0001 para 
obter wma aproximação do coeficiente sagu- 
lar em (2). 


fe) ma veta final 


on om s, 
4 Sopa 


Faeres. 19-20 (a) Ache a taxa média de variação de 
y cm aciodo a x eo intervalo dado, (b) Ache a taxa 
instesrinca de variação de y em selação a x no ponto 
rb esquesdo do ssservallo. 


Wye; 1,35) 


124 Faça o gráfico de fi) = TESE e 1-2, 2) 


(a) Use o gráfico para estimar o cocficiente 
angular da tangente em P(-0,5; f(-0,5)). 


M) Use a Definição 3.1 com h = < 0/001 para 
aproximar o coeficiente angelar em (a). 


(c Determine uma equação (apeoximadaf da 
tangente ao gráfico em P. 


E 25 A posição de um objeto em uma reta coocdenada 


My-t-m8 [24 € dada por 
11 A ley de Hoyle afirma que sc a temperatura ET cod re sent. 
permanece constante, a peessáo p e o volume v ed 


de wm gás confinado esão relacionados por 
p civ, pasa alguma constante c. Se, para certo 
pla, e 200 c v está aumentando, determino a 
bara imdantânca de variação de p em relação a v 
para 


cade a(r) é em esctros e é em segundos. 


Aproxime sa velocidade em 1-2 ussado a 
Definição (3.3) com A = 0,01, 0,00! e 00001. 


£126 A função posição s de um objeto em movimento 
(n) volume y (b)um volume de 10 


29 longo de uma reta coordenada é 
13 Um talo esférico está sendo inflado, Ache a taxa i= gar 
tusantânca de variação da área 5 da superficie 5n» [n * 
des Taboo cm relação ao raio r. 


onde s(1) € em metros e rem minutos. 
(a) Faça o gráfico de s para O e t = 10. 


(b) Dé uma apeoximação dos iraervalos de tem: 
po em que a velocidade é positiva 


(n prar asbitrário — (b)parar- 1m 
HY Faga n gráfico de f(x) = sen xx em [D, 2] 


la) Use e gráfico para estimar o coeficiente 
wnpslar da tangente em PULA; f(1,4)). 


1,2 DEFINICAO DE DERIVADA i 


Na seção precedente usamos o limite lim 
hop 


)- Ha 
tquivalentemente lim An en , cm várias aplicações dife- 
restos. Este limite é a base de um dos conceitos fundamentais 
do cálculo, a derivada, definida a seguir. 


fla + k} ~ fla) 
ex xí. 


Definição (3.5) 


alternativa 
da derivada (3.6) 


Aplicações da 
derivada (3.7) 
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Meum 
T Tnt Ye M AD. 


Kg der 


eres 


O simbolo f" na Definição (3.5) lê-se “f linha”. É importante 
motar que, ao determinar f'(x), consideramos x um mümero real 
arbitrário e o limite quando À tende para zero. Obtida f'(x), podemos 
determinar f (a) para um certo a sobstitusado x por a. 


A afirmação f(x) existe significa que o limite na Definição 
(3,5) existe. Nesse caso, dizemos que f é diferenciável em x, ou 
que f tem uma derivada em x. Se o limite não existe, então f 
são é diferenciável em x. As expressões diferenciar f(x) ou achar 
a derivada de f(x) significam determinar f'(x). 


Ocasionalmente será conveniente utilizar a seguinte fora 
alternativa da Definição (3.5) para achar f'(a). 


ARS OE CP A — 


7 ¿SW im 10-100 


p^ das A 


A» ae 


Esta fol a primeira fórmula para definir m, anteriormente. 


As aplicações são recnunciados das Definições (3.1) e 
(GAM) utilizando f(x). Estas interpectações da derivada são 
multo importantes e serko usadas em muitos exemplos e exer- 
cícios em todo o texto. 


(i) Tangente: O coeficiente angular da tangente ao prá 
fico de y = f(x) no ponto (a, f(a)) é f'(a). 


(ii) Taxa de variação: Se y = f(x), a taxa lostantánea de 
Variação de y em relação a x em a é f'(a). 


Como caso especial de (3.7)(ii), recordemos, da Definição 
(3.3), que se x = 1 denota o tempo e y = s(t) É a posição de um 
ponto P em uma tela coordenada, então s'(!) € a velocidade P 
no instante a, 


Uma função € diferenciável em um intervalo aberto (a, 
b) se Fx) existe para todo x em (a, b). Consideraremos também 
funções diferenciáveis em um intervalo infinito (a, =), (-*5, a) 
os (-9,9), Para intervalos fechados, usaremos a seguinte 
convenção, análoga à definição de continuidade em um inter 
valo fechado dada em (2.22). 
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Definição (3.8) Uma função f é diferenciável em um intervalo fechado 
la, b] se f é diferenciável no intervalo aberto (a, b) e se 
os seguintes limites existem: 

lim MEM = fi) | tm 1092-10 


* avi Ux kaf 


Os limites laterais da Definição (3.8) costumam ses desig- 
nados por derivada à direita e derivada à esquerda de f, 
respectivamente. Note que, para a derivada à direita, A=» 0" e 
a+h tende para a pela direita. Para a derivada à esquenta, 
h-"0" e b +h tende para b pela esquerda. 


Se f é definida en um intervalo fechado [a, b] e não é 
definida em neshum outro ponto, então as derivadas à direita e 
à esquerda definem os coeficientes angulares das tangentes nos 
pontos Pía, f(a)) e R(b, f(b)), respectivamente, conforme Figura 
3,12. Para o coeficiente angular da tangente em P, tomamos o 
valor limite da secante por Pe Q quando Q se aproxima de P 
pela dircita, Para a tangente em R, o ponto Q se aproxima de 
R pela esquerda. 


A diferenciabilidade em um intervalo da forma (a, b), 
fa, =), (a, b] ou (=, b] se define de maneira análoga, utilizan- 
do-se o limite lateral em um extremo. 


O domínio da derivada f' consiste em todos os pontos, 
ou múmeros, para os quais f é diferenciável, e também, possi- 
velmente, em pontos extremos do domínio de f, sempre que 
existam os limites laterais, tal como indicado na Figura 3.12, 


Figura 3.12 


Se f é definida em um intervalo aberto que contém a, entáo 
f'(a) existe se e somente se as derivadas à direita e à esquerda 
existem e são iguais. As funções cujos gráficos se acham 
esbogados na Figura 3.13 tém derivadas à discita c à esquenta de 
a, as quais são os coeficientes angulares das retas 1, e |, respecti- 
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vamente. Como os coeficientes angulares de |, e h são diferentes, 
Fa) não existe. O gráfico de f tem um posto anguloso em 
IXa, f(a)) se f € contínua em a e se as derivadas à esquerda c à 
dércita de a existem e são diferentes, ou se uma das derivadas em 


a existe e |f'(x) | + => quando x — a^ oa x al. 


Conforme indicado ma próxima definição, pode ocorrer 
uma fangente vertical em Pía, f(a)) se f'(a) não existe. 


M M — 
O gráfico de uma função f tem uma tangente vertical 
x = a uo ponto Pía, f(a)) se f & continua em a e se 


pa lim | f 691-9 


E nm 


Se P € um posto extremo do domínio de f, podemos enunciar 
definição semelhante utilizando a derivada à direita ou à esquerda 
A Figura 2.14 ilustra alguns casos típicos de tangente vertical, 
Conforme indicado na próxima definição, o ponto P, na Figura 
3.14015) é chamado ponto de reversão ou ponto cuspidal. 


Um ponta Pla, f(s)) do gráfico de uma função f é chamado 
“ponto de reversão, oŭ ponto cuspidal, se f é costíaua cm 
t'a e prevalecem ag duas toodições seguintes: 
^ (^ f(x) 'quáido x tende para a por um lado, 

(0) 6)» quando x ende para apelo tol 


(Ui) 
y I 
Pio, Hay) 
y $) 
a ^ 


(FFEIT ETT  —— 
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EXEMPLO 1 
Se f(x) = 3 - 12x + 8, determine 
(a) f(x) — (9 f'(4), f'C-2) e fla) — (c) o domínio de f" 
SOLUÇÃO 
(a) Peta Definição (3.5), 
f'(x)= lim fe +M- fo 

4-0 

o tim LLE AP = 12x 4) + 8) - (3r? - 125 8) 
k- 0 h 


o jim EEGA 38 — 12x — 12h + 8) - (3x? - 12x + 8) 
h 
k0 


- lim 
A0 


- lim (6x + 34 = 12) 
Ao 


Gh + 3k? — 12h 
h 


- át- 12 
(b) Levando os valores de x em f'(x) = 6x — 12, obtemos 
$14) = 6(4) - 12 = 12, 
FD = 6(-2) - 12 = -24, 
e fa) - 62-12 


(c) Como f(x) = Gr- 12, a derivada existe para todo número 
real x. Logo o domínio de f" € R. 


EXEMPLO 2 


Sc y= 317 - 12x + 8, use o resultado do Exemplo 1 para deter- 
minar 


(a) o coeficiente angular de tangente ao gráfico desta equação 
no posto P(3, —1). 


(b) o ponto do gráfico em que a tangente é horizontal. 


y 
y= ir - 124 8 


Cocf. ang =6 
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SOLUÇÃO 


(a) Se f(x) = 30 - 12x + 8, então por (3.7) (i) c o Exemplo 1, 
o coeficiente angular da tangente em (x, f(x)) € 
f) 6x = 12. Em particular, o coeficiente angular em 
PG, -1) € 


f) -6(3)-12« 6 


(b) Como a tangente é horizontal se o coeficiente angular 
fl) € zero, resolvemos Gx = 12 = 0, obtendo x = 2. O 
valor correspondente de y é -4. Logo, a tangente é 
horizontal em Q(2, 4). 


A Figura 3,15 exibe os gráficos de f (uma parábola) e das 
tangentes em Pe Q. Note que o vértice da parábola é o ponto 
0(, 4). 


EXEMPLO 3 

Se f(x) = Vx, 

(a) Faça o gráfico de f. 

(b) determine f'(x) e o dominio de f". 


“SOLUÇÃO 


(a) A Figura 3.16 exibe o gráfico de f. Note que o dominio 
de f consiste em todos os números não-negativos. 


(b) Como x = O é um posto de parada do domínio de f, 
examinstemos separadamente o5 casos x > Dex =), 


Se x > 0, entño pela Definição (3.5), 
p= lim PI, 
kt 
Para achar o limite, primeiro racionalizamos o namcrador 
do quociente e em seguida simplificamos: 
(= li Wrth vx vYxahavr 
ye Tine TORO yx 
. [xa h)-x 
Em Mx eh + vi) 


li 1 
Y Met Vi fia vi 
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ER 1 
MVA iv 
Como x=0 é um ponto de parada do domínio de f, 
devemos usar um limite lateral para determinar se f'(0) existe. 
Usando a Definição (3.8) com x « 0, obtemos 


lim 10:31 ft) « lim E] E 


a ise 


Como o limite náo existe, o dominio de f € o conjunto dos 
inteiros reais positivos. O último limite mostra que o gráfico de 
J tem tangente vertical (o eixo-y) no ponto (0, 0), 
—————— M 
EXEMPLO 4 

Se f(x) = | x |, mostre que f não é difesenciável em 0. 
SOLUÇÃO 

A Figura 3.17 dá o gráfico de f. Podemos provar 0) não 
existe mostrando que as derivadas à diseña e À espuma, ol 


diferentes. Utilizando os limites da Definição (3.8) com a = 0 e 
b = 0, temas 


lim Ort nO. len I: 41-10] . lim I4]. , 


ho ha” tg 
lim 1091-10) . py 10241191, piy 18 , 
AÑ 40 h ho h 


Assim f'(0) não existe e f não é diferenciável em 0. 


Note que o gráfico de y = [x | (Figura 3.17) tem 
anguloso em P(O, 0) e, por conseguinte, não tem tangente ad 


— A 


A função f no Exemplo 4 € continua * 0 (vej 
Exemplo 1 da Secáo 2.5); entretanto, f'(0) qe ciiin. Asa 
nem toda função continua é diferencióvel, Em contraposição, 


O próximo teorema mostra toda 7 
Mae que função diferencióvel é 


E Teorema (3.11) 
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função f é diferenci 


Yon 


Se, ável em a, estão é contínua 
“em qe? : 


DEMONSTRAÇÃO 


Usaremos a Definição Alternativa (3.6): 
fix) - f(a) 
Fa) = tim Preço 


aca 


Podemos escrever f(x) em uma forma que contenha 
{ flx) = f(a)] / (x — a) como segue desde que x ^ a: 


fi)» LLO qa 0) + fla) 
Empregando teoremas sobre limites, encontramos 


lim f(x) = tim I=L) . im (r~a) + tim fla) 


= fa) O + fla) = fla). 
Assim, pela Definição (2.20), f é continua em a. 


Utilizando limites laterais, podemos estender o Teorema 
(3.11) a funções que são diferenciáveis em um intervalo fechado, 


O processo de determinação de uma derivada por meio da 
Definição (3.5) pode ser cansativo se f(x) € uma expressão 
complicada, Felizmente, é possível estabelecer fórmulas e regras 
gerais que nos permitem achar f(x) sem recorrer a limites. 


Sc f € uma função linear, então f(x) = mx + b para reais 
m € b. O gráfico de f € a reta de coeficiente angular m e 
intercepto-y b (veja a Figura 3.18). Como indicado na Figura, a 
tangente | em um ponto P coincide com o gráfico de f e, 
consequentemente, tem coeficiente angular m. Assim, por (1) de 
(3.7), f'(x) =m para todo x. Pode-se provar isto diretamente da 
Definição (3.5). Temos assim a seguinte regra. 


Figura 3.18 


y p DAGS noti n. A Meise Her 
Êo haaati 


> O O e AP Y «e > > A A A Y AA A MlM c c 


Derivada de uma 
constante (3.13) 


O resultado percedente é também evidente no gráfico, 
porque o gráfico de ema função constante € uma reta horizontal 
que tem coeficiente angular 0. 


A ilustração que segue dá alguns casos especiais de (3.12) 
€ (3.13). 


ILUSTRAÇÃO 


10 Mm =7 "o w x 13 * Y 


PP 


Muitas expressões algébricas contém uma variável x elc- 
vada a uma potência n. O próximo resultado, chamado regra da 
potência, constitui uma fórmula simples para achar a derivada 
quando n é inteiro. 


Ragra da potência (3.14) 


Seja n inteiro, 
E Be fU) =. então Pla) e me^ , desde que 
x «0 qiandon 50 


DEMONSTRAGÁO 
Pela Definigho (3.5), 


fix). lim Pain) 441) 


*-0 
edi Eure 
mm 
Se n € um inteiso positivo, podemos desenvolver (x + AY" pelo 
teorema binomial, obtendo 


[eme ema EED eg, nah Piar] 
fio- lin, ——M — 


~ lim [nts fa (2 p: Ah, emet é 
b-p 


Como cada termo dentro dos colchetes, exceto o primeiro, 
contém uma potência de h, vemos que f(x) = ax? *?, 
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ja 


Se n é negativo e x 0, podemos então fazer n= -k, k ^ 
positivo. Assim 
E il 
àse +h 


Como anteriormente, utilizando o teorema binomial para desen- 
, Volver (x + Af, simplificando e tomando o limite, obtemos 


Fam 


Se n=0cx «0, a regra da potência ainda é válida, pois, 
neste caso f(x) = xº «1 e, por (3.13), f(x) «0 « 0. 3*7 + 


A próxima ilustração dá alguns casos especiais da regra da 
potência. 


100" o = 10 


x 


Li 
Podemos estender a regra da poténcia ao caso de expoentes 
racionais. Em particular, no Apésdice H mostraremos que, para 
todo inteiro positivo n, 


se fla), então fi) 0104 
desde que essas expressões sejam definidas. Aplicando regras 
demonstradas nas Seções 3.3 e 3.4, podemos então mostrar que, 
para qualquer número racional m fr, 

se f(x) ext”, então fo) = T tmt 

No Capítulo 7 provaremos que a regra da potência é válida 


para todo número real n. A ilustração seguinte dá alguns casos 
especiais da regra da potência para expoentes racionais, 


Teorema (3.15) 


Notações para a derivada de 
y = f(x) (3.16) 


Com o mesmo tipo de demonstração usado para a regra da 
potência, podemos peovar, para qualquer real c. 


Se Jl) =, ento fa) = obe" 


Em palavras, pera diferenciar ex”, multiplicamos o coefi- 
ciente c pelo expoente n e reduzimos o expoente de uma unidade. 


Concluiremos esta seção introduzindo notações adicionais 
para a derivada, 


15 sabes 


E TUE RA | 
AS ee ac fe) 


Todas essas notações são usadas na matemática e aplica- 
ções c o estudante deve familiartzar-sc com as diferentes formas. 
Assim é que, agora, podemos escrever 


D, fla) = £ faj- tim fíx+ 11-10 


A letra x em D, e didx denota a variável independente, Se 
utilizarmos outra vastável independente, digamos 1, escreveremos 


ftd - D, fto - S. rt) 


Cada um dos símbolos D, e didx é chamado operador 
diferencial Isoladansente, D, ou d/dx não têm significação 
prática; seguidos de uma expressão à direita, entretanto, denotam 
uma derivada, Dizemos que D, ou d/dx opera sobre a expressão, 
e chamamos D,y ou dyldx a derivada de y em relação a x. 
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Justificaremos a notação dy/dx na Seção 3.5, onde se define o 
conceito de diferencial. 


A próxima ilustração apeesenta alguns exemplos da utili- 
zação de (3.16) e (3.15). 


ILUSTRACÁO 


*— D,(3)=(3-7)é=21é 
DAA [6 


. E (4977) (4 e Gio? 


LETS 8 
s 4 Ur Jo AA? = 


Note que em (3.16), D,y, y € dyldx são símbolos da 
derivada de y em relação a x. Se quisermos indicar o valor da 
derivada D, y, y' ou dyldx para algum número x = a, costumamos 
utilizar um colchete simples ou duplo, escrevendo 


Pos | se fed 
"XEM Pa onmes 
è [p eem. e aa. 12069 24 


Podemos também considerar derivadas de derivadas. Es- 
pecificamente, se diferenciamos uma função f, obtemos outra 
função f’. Se f” admite uma derivada, esta é denotada por f" (f 
duas linhas) e é chamada derivada segunda de f. Assim 


P'O) = DEF =D, [D, SUD] = D3 fto 


Conforme indicado, usa-se o operador símbolo D? para a 
derivada segunda. A derivada terceira $" de fé a desivada da 
derivada segunda. Assim 

fo = DIS EN =D, E02 $609] =D) f(x) 


De modo geral, se n é um número inteiro positivo, então 
f "^ denota a derivada de ordem n de f, e se obtém pastindo 
de f e diferenciando sucessivamente m vezes. Em notação de 
operador, $ (x) = DJ f(x). O imteiro n é a ordem de derivada 
f "x). Resomimos a seguir as diversas nolagóes usadas para 
derivadas de ordem superior, com y = f(x). 
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Notação para derivadas — — DEF n x Ys fd CANIS NER 
superiores (3.17) dee "T ms Ay Tu i mu As uon 
Agere AD QUUM 


EXEMPLOS |. - 
Ache as quatro primeiras derivadas de f(x) = 4*7, 


SoLução 
Aplicamos (3.15) quatro vezes: 
BILE NL 
SU (6-1) itur 
Pi) X- YO Zn 


f HG) s Pa 5 X- à jo ugar 


EXERCÍCIOS 3,2 
——M———— — —— €: 


Vers. 1-4: (a) Use a Definição (3.5) para achar — 7 f(x)=37 P(0, 37) 
[teh (b) Determine o dominio de f. (c) Escseva a 

fri en ila tangente ao gráfico de f mo ponto P. (d) 8 fo) - PG, a) 
uite m gon de ad a 9 fic) « 1/a* P2.) 

“brinda! 

VS BZ P(A, 11) 10 $0)=1/%; Pa.) 

P») 2-4; RA) Uu ba Pon, 12) 

MIER E P0,2) 12 fa) = 12x 49; A-2,-36) .. a 
PAP I2, 0) Exercs. 13-16: Determine as três primeiras derivadas 


Ven S-P: (a) Use (3.12) a (3.15) para achar 13 fi)-* 


Pts) qb) Determine o dominio de f^, (c) Escreva a 14 f(x) = 6e 
Mugin da tangente ao gráfico de f em P, (d) 
etenim vo postes ens que a tangente é horizontal. 15 f(x) - 9 Ye 


5 foe 2; P(3, 25) 16 f(x) = 3e? 
é ido dera, 2,11) 17 Se ze 254913, determine D] z, 


- ———— ma - iri -— 


18 Se y = 3c 4 5, determine D) y. 

19 Se y= Ac 4 7, delenie SD. 

20 Se z« (4 i. determine SE 

Exeres. 21-22: f é diferencióvel no intervalo dado? 
Explique. 


2 fla) 1/x (23102) — (»[1,3] 
Bio Yo tri] wez- 


Exercs. 23-24: Utilize o gráfico de f para deteresinas 
se f é diferencióvel no intervalo dado. 


Df VETE (js 15,0] 
MV 12,2) (9-11) 


Exeres, 25-30: Determine se f tem (4) tangente 
vertical ess (0, 0) e (b) ponto de reversão em (0, 0). 


25 f(x) ext 26 f(x) =x 27 fü) - x5 
28 f(x) » xt 29 f(x) 5e? 3 fe) = ut 


Exeres, 31-32: Estimo f'(-1), $0), F(2), e $3) 
quando existirem. 


y 
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Exercs. 3336: Use derivadas à direita e à esquerda 
para provar que f não é diferesciável em a, 
Y fi-Ix- 5]: ars 
Mfü)-|re2]; a=-2 
35 f= if-  e-2 
36fi)-lp])-2; a2 


Exeres. 37-40: Use o gráfico de f para determinar 
0 dominio de f". 


fado fã s xe 


ll x>0 
dd n un 
Pl t rz 
eo zn 


Exerc, 41-42; Cada figura € o gráfico de uma 
função f. Esboce o gráfico de f' e determine onde f 
não é diferenciável, 


Exercs, 43-44: Dada a fusgho posição s de um 
posto P em movimento sobre uma reta coordena- 
da |, determine os instantes em que a velocidade 
tem o valor k. 


BANYA ked 
H head; k= MX) 


omm M MMM 
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45 A relação entre a temperatora F na escala Fahren- (e) Se fGx) = 1/x?, use a fórmula de aproxima» 
beit e a tcmperatora C na escala Celsius é dada ção para estimar f'(1) com h=0,1, 0,01 e 
por C= T (F - 32), Determine a taxa de variação 0,001, 
de F em relação a C. (d) Determine o valor exato de f'(1). 

46 A Vi de Charles para os gases afirmo que sea. 62 Use a fórmula de aproximação do Exercicio $) 
pressão permanece constante, então a relação para mostrar que se $ « 0, então 
«ntc o volume V que wm gás ocupa e sus 
temperatura T (em "C)) é dada por Fita) Let 9 - 2ft0) + fla - ^) 

Ve Volt > T). Determine a taxa de variação n 
— adi (0) Se f(x) = 1/33, use a parte (s) para estimar 
f) com A « 0,1; 0,01 c 0,001, 


(c) Determine o valor exato de f(1). 


47 Mostre que a taxa de variação do volume de uma 
esfera em selação ao seu ralo é numericamente 
igual à área da esfera. 


i A &]Eweres, 53-54: Use a tabela seguinte, que dá o 
4$ Mostre que a taxa de variação do nio de um x 
circulo em relação à sua circunfertacia é inde- — a chere ara r rm 
pendente do tamanho do císculo. "mr vas É 
49 Uma mancha de óleo se alasisa sempre circular- —q -— 
mente. Ache a taxa na qual a área A da superficie E 0 23 3 4 5 6 ? 
Li 


da mancha varia em relação ao ralo r do circolo 
para 


(n) r arbitrário (bor = 200 m 


DJO 11,7 42,5 R91 1490 220,1 209,7 196,7 


53 Use o Exercício 51 para aproximar a velocidade 
do carro em 

SO Um balão esférico está sendo inflado. Determine 
à taxa ma qual seu volume V varía em relação ao (a3 Q6 
raio + do balão para 


(a) r aibétrário (b)rs 3m 


54 Use o Exercício 52 para aproximar a taxa de 
variação da velocidade do carro em relação a 1 em 


51 Em algumas aplicações, os valores funcionais la) 1» 3 (bir =6 
fx) podem ser conbetidos apenas para alguns BISS Faça o gráfico de f(x) =|) 2930 -x41] 
valoees de x, próximos de a. Em tais situações, r z à 
$ (a) costuma ser aproximada pela fórmula no intervalo [-1, 1] e estime cede f são € 


difesenciável, 
ru) = MM Soh) [056 Faça o gráfico de fix)=x*-30 « 2«- 1 eo 
intervalo [-1, 3] e estime as coordenadas. x dos 


(a) Interprete esta fórmula graficamente. pontos onde a tangesse é horizontal. 


(b) Mostse que lis He e A fe- 4 = fla) 


4-0 


3.3 TÉCNICAS DE DIFERENCIAÇÃO 


Esta Seção contém algumas regras gerais pasa calcular derivadas, 
Essas regras são formuladas em termos do operados diferencial 
Dp onde D, f(x) = f(x), em que f e g denotam funções diferen- 


Teorema (3.18) 
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ciáveis, c, m e b são números reais é um número racional. 
As trés primeiras partes do teorema seguinte foram demonstradas 
na Seção 3.2 e são reenunciadas aqui por uma questio de 
completude. 


(i) D,c=0 
(Hi) D, (mx + b) «m 
(De) ent! o, 
(v) D, [ef(x)] * c D, f(x) 
(V) D, UG + s] =D, fi) + D, gix) 
(vi) D, UG) - sto] = D, f(x) - D, gtc) 


DEMONSTRAÇÃO 
(iv) Aplicando a cf(x) a definição de derivada, temos 
D, (eft) = tim SEA- efr) 
S bð 


- lim c 
T 


—€ 9 


LE] 


fc + h) - fo) 
h 


*€D, f(x) 
(v) Aplicando a f(x) + g(x) a definição da derivada, temos 
D, i) sa) = lm LELA gle DL = Lt to 
o tim [MSM = 4020 , tee) ata) 
4 


om BELDA ; o t =) 


4-0 
= D, f(x) + D, gx) 
Podemos provar (vi) de mancira análoga ou eno escrever 


100 = gtx) = $60) + Cel) 


e aplicar (v) c (iv) 
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e — i — P: 


Utilizando o operador diferencial dídx em lugar de D,, as 
regras do Teorema (3.18) tomam as seguintes formas: 


Eemo d (mt é 6) em 
E eme! 4 [ef] « c Ja) 
dc D gt] Le fia) A. gta) 


As partes (v) e (vi) do Teorema (3.18) podem ser enuncia. 
das como segue: 


(v) A derivada de uma soma é a soma das derivadas. 


(vl) A derivada de uma diferenga é a diferenga das derivadas, 
Estes resultados podem ser estendidos a somas ou diferen- 
gas de um número arbitrário de funções. Como um polindmio é 
uma soma de termos da forma cx”, onde e € um número real c 
n € um inteiro náo-negativo, podemos utilizar resultados sobre 
somas e diferenças para obter a derivada, conforme ilustrado no 
exemplo seguinte. 
EXEMPLO 1 
Se f(x) = 2i* - SP) + 17 — Ax + 1, determine f'(x). 
SOLUÇÃO 
f0)-D,Qé-s0 + -4x+ 1) 
"DADAS & D, (7) - D, (4) + D, (1) 
-RÜ-15042x-4 
EXEMPLO 2 


Determine a equação da tangente 30 gráfico de 


y-6V2 - em P(1,2) 
F 


SOLUÇÃO 


Expressamos primeiro y em termos de expoentes racionais e, em 
seguida, calculamos dy / dx: 


Regra do produto (3.19) 
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po Ge! auct 
dy d Quum L 
€ x^! 2 ( 2x 7/2) 
4 2 
-m'pa 
Para achar o coeficiente angular da tangente em P(1, 2), caku- 
lamos dyjdr em x = 1: 
dy] 4,2. 
Ri TL" 


Utilizando a forma ponto-cocficieme angular, podemos 
escrever à equação da tangente como 
y-2-6x-1) ou &x-y-4 


As fórmulas para derivadas de produtos e quocientes sáo 
mais complicadas do que as fórmulas para somas e diferenças. 
Em particular, a derivada de tum produto não é igual ao produto 
das derivadas. Hustremo-lo com o produto x? . x*- 

D, (2-9) - D (7) 7^ 
D, (9) D, (*) = (23) (Su) = 104 
Logo D, f) D, (9) D, 6) 


A derivada de qualquer produto f(x) g(x) pode expressar-se 
em termos das derivadas de f(x) e g(x) conforme a regra abaixo, 


E D, 160 gi) = JO) D, gi) + 860) D, ftx) | 


DEMONSTRAÇÃO 


Seja y = f(x)g(x). Aplicando a definição de derivada, escrevemos 


fix + h) gix + h) - fix) gi) 
D, y = lim +h Ee 
h-0 


Para mudar a forma do quociente, de modo que o limite possa 
set calculado, subtraímos e adicionamos ao numerador a expres 
são f(x + h) gix). Assim 
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Sie + hei ch)= eme +b) ete) - f fog 
D y = lim 


4-0 


= tim fra ¿hy 2029-08, ji). PE 


pm [+ im lim frt 22, tim ate). tim E mo 


Como f é diferenciável em x, é contínua em x (veja 
Teorema 3,11). Logo, in à fx + h) f(x), Outrossim, Mn 1 s(x) 


= gix), pois x é fixo iced processo de limite, Whiinesht, 
aplicando a definição da derivada a f(x) e g(x), obtemos 


D, y = f(x) elx) + gto f(x). 
^ regra do produto pode ser enunciada como segue: A 
derivada de tun produto é igual ao primeiro fator vezes a derivada 


do segundo fator, mais o segundo fator vezes a derivada do 
primeiro, 


EXEMPLO 3 
Se y = ( + 14268 + fx = 5), determine D, y. 


SOLUÇÃO 

Utilizando a regra do Produto (3.19), temos 

D. y «(à 1) D, (28 + 8 - 5) + (2:3 + Br - 5) D, (0 + 1) 
= (x° + 14x +8) + (207 + Ex = SKA?) 
m (Ax* + & + dx + B) 6 (6x! 4 24x? — 156) 
= 10: 4328 - 156 4 dx + 8 

EXEMPLO 4 

Se f(x) = x! "(à — 3x + 2), determine 

(a) fi) 


(b) a coordemada-x dos pontos em que a tangente de f é 
horizontal ou vertical. 


T e — 


Regra do Quociente (3.20) 
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SOLUÇÃO 
(a) Pela regra do produto (3.19), 
FU) «x^ D, (P - 3x 2) (0 - 3x4 2) D, (x9) 
=x (2-3) + (0- 3x + 2)( ja) 
3«(2x - 3) + (8 -3x 2) 
a DET 
T= 12: 4 2 
TT WM 


(b) A tangente ao gráfico de f é horizontal se seu coeficiente 
angular é zero. Fazendo f(x) = 0 e aplicando a fórmula 
quadrática, obtemos 


Vemos que o denominador 3x?/? de f'(x) € zero em 
x = O. Como f é contínua em O e lim MfG) | =», segue-se da 


Definição (3.9) que o gráfico de f in: uma tangente vertical em 
x = D, isto é, no ponto (0, 0) (a origem). 


Obteremos a seguir uma fórmula para a derivada de 
um quociente, Note que a derivada de um quociente ndo é 
igual ao quociente das derivadas, llustramos este fato com o 
quociente hd: 


Logo De 


A derivada de qualquer quociente f(x) / (x) pode expres 
sar-se em termos das derivadas de f(x) e gir) de acordo com a 


seguinte regra: 


| RD jo jw- TAD, sta) 
siai 
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DEMONSTRAÇÃO 
Seja y = f(x) / g(x). Pela definição de derivada, 


fish) 4) 
D,y= tim BEM gt 


«lim SÉ + 5) > Sodgtx + h) 
e hela + h)gix) 


Subtraindo e somando g(x)f(x) zo numerador do último 
quociente, obtemos 


D y= tim EE th) - sf) + gin) - Sada + h) 
5" prog hgix + h)g(x) 


= tim ELS A) — f()] > filet + ^) - o0] 
Ab hglx + ES] 


- lim — —— AY —Á um 
ko elx + h)g(x) 
Tomando o limite do numerador e do denominador, obtemos a 
regra do quociente, 


A regra do quociente pode ser enunciada como segue: A 
derivada de um quociente é igual ao denominador mulriplicado 
pela derivada do numerador, menos o numerador multipli 
pela derivada do denominador, tudo dividido pelo quadrado do 
denominador. 


EXEMPLO 5 
ino É ge y 30-222 
Determine de Y Ads 
SOLUÇÃO 
Pela regra do quociente (3.20), 
dy (4º + S)D (30 1 +2) - (à? 1 4 21D (Ae 4 5) 
dx ^ KU me 
m (Ar + SHOX 1) - (307 ~ x 4 2488) 
KOREA z 
n (249 = A + Ir- 5) - (24 - Be + 160) 
(4 +5 


Regra Recíproca (3.21) 


sss Ced Adela 105 


Ar 4 14x-5 
(4! 4 5) 


Fazendo f(x) = 1 na regra do quociente (3.20), então, como 
D,(1) = 0, obtemos a seguinte regra recíproca: 


ILUSTRAÇÃO 


, 1. D) — | 
KE Ea 
1 DA Sx 4) Grs 


E PET a Grs "7 (AT sr. 4y 
As fórmulas de diferenciação em (3.18) estão enunciadas 
em termos dos valores funcionais f(x)e g(x) Se quisermos 


formular tais regras sem referência à variável x, podemos 
escrever 


(cf ef, (suy =Far, € U-8Y -5'-g 


Utilizando esta notação para as regras do produto e do quo- 
ciente e ao mesmo tempo comutando alguns dos fatores que 
aparecem em (3.19) e (3.20), obtemos 


UY -Ferfg e mm 


Pode ser útil memorizar estas fórmulas. Para obter a regra do 
Quociente, basta trocar o sinal + pelo sinal — na fórmula de 
(fg), e dividir por gp. 


Concluiremos esta seção com uma aplicação que utiliza a 
regra do quociente. 
EXEMPLO 6 


A Figura 3.19 exibe uma leme convexa de distância focal f. Se 
um objeto está à distância p da lente, então a distância q da lente 
à imagem está relacionada com p € f pela equação da lente 
I4 1 
fra 
= 2 cm e p está aumentando, determine 


146 Cóleulo com Geometria Analítica — Cop. 3 


jà 


(+ 


lo 


EXERCÍCIOS 3.3 


Exercs. 1-40; Calcule a derivada 
1 gije g&n 

2 h)eR 

3 f()e 15-1451 - Se 

4 f(0-12-3(*«4* 

$ fan YE 


6 gjeri- Vi 
7 gi) - = 43) 


(a) wma fórmwola geral para a taxa de variação de q em relação a p. 
(b) a taxa de variação de q em relação a p se p = 22 cm. 
SOLUGÁO 


(a) Por (3.7X ii), a taxa de variação de q em relação a p é dada 
pela derivada D q. Se f = 2, então a equação da lente dá 


25 e 1 1 1 p-2 
e, po —--—-Tat— 
27p'q' " 4727 p^ 3p 
pr- 

Logo 4*5-2 


Aplicando a regra do quociente (com x = p), temos 
(p-2D, (Qp)- (2p) D, (p - 2) 
PO IEA Ac. 
D, 4 m EE 
- (2-242) - QpX1) 
(p=2P 
EE 
= 
(b Fazendo p = 22 na fórmula obtida na parte (a), 


TN 1 
D E P M =S 
| Pa ),.n 22-25 "300 ^ 100 


| Assim, $c p =22-em; à distência da imagem q está decrescendo 


à taxa de A. cm por centímetro de variação em p, 


8 Hx)= (20 - 4x + Yr - 5) 
9 fío) e + x- 4) 

10 Mx) = 220 (33? - 2x + 5) 
14 (p) = rr 769 2) 

12 Mv) = (-29 «v - 3) 

13 gix) = (Br - 5x13 + 4) 
14 Hi) = (a - 2:472 + 2 - 8) 


MEM — SS e 2 


15 ji) ES 16 Ma) o EM 

17 Ma) = koi bs. 
e ví 

H s, Ui aa E 


D fo). RDA Mtro 


6 

50 MO 
0 Fi) 28 s) «2€ 2- 
29 Kis) « (13) 3 Wi) = Gs) 
31 Ma) = (x - 4p 32 Sw) = (2 + 1) 
3 air =(sr-42 MS)? 

M$)-1 ME 
M A0 202) +7 36 Ma) 0/3+2 
y Mi) 2297182 663 
me S. 


»» pa) SeS 
wm 


Exeres, 41-44: Resolva a equação D, y = 0. 
A E: 
242 y AD +21? = 24r 9 11 


Exeres, 45-46; Resolva a equação DJ y = 0, 
45 y e G + 240 - S402 + 7 
46 y = 60 - $* = 30 + Mx 


Exercícios 47-50: Calcule dy / de (a) wtilizaado a 
regra do quocieste, (b) a regra do produto e (e) 
simplificando algebricamesse e aplicando (3.18). 


ay 48 y. 
oy" s y, Ix 
Exercícios 51-52: Calcule «pida? 


Exercícios $3.54 Determine a equação da tangente 
ao gráfico de fem P, 


53 ft) - 13: M-2,1) 


S4 f(x) - 33 - 2 ; PA, 44) 

55 Determine as coordenadas-x de todos os pontos 
do gráfico de y- «2€ de 5 em que a 
tangerác é 
(a) horizontal, (b) paralela à reta Jy + Rr = 5. 


S6 Determine o posto P do gráfico de y = x^ em que 
a tasgeme tem isterccpto-x 4, 


57 Ache es pontos do gráfico de y « x ^* - x em 
——Á—— 


58 Ache os pomos do gráfico de y «x?! 44" 
em que a ta&gente É nd dm M a reta 
ay ex 7, 

Exercs, 59-60: Esboce o gráfico da equação e de 

termine as tangentes verticais. 


89 ye vx -4 60 yo 10101047 

61 Um balão meteorológico € solio e sobe vertical: 
mente de modo que sua distância sli) do solo 
guts tu! A N E OO PRO IA 


por sii) = 6 2141 2 sa qual s(1) é contada em 
metros e 1 em segundos. Determine a velocilade 
do balio qvando 


(nt 1, 1-4 6 1-8 


(b) no instante em que o balão está a 50 meis 
de solo. 


62 Uma bola desce um plaso inclinado de modo que 
a distância (em) que ela percoare em e segundos 
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à dada que i) 27 30754 pura Ost x3 
(veje è figura) 


a) Determine a velocidade de bola em t. 2. 
fh Fon que intente a velocidade é 30 cos? 


Fueroa 43:64: Dose a equação de uma cerva clás- 
Pra e ven pihl pura constantes positivas a e b, 
(iulie textos de pevesctria analítica para mais 


totslhes ) Determine 0 coeficiente angular da tas- 
pente me puedo I 


5 
DIES TT Agmesá y= $i Ha, af2) 


a 
ere 


Mb renta 


Parres, 65-06) Determine as Cquacócs das retas por 
P tangentes so prálica da equação. 


MIO yaa 66 I3, 1k iyd 


Exeres. 67-70: Sc f e g sho fonções tais que 
f(2) = 3, f (2) + -1, g(2) = -5 o g (2) = 2, calcule a 
expressão. 


$00) *2£(2) MU o (apa 
EN) OND — (6 QufYQ) 
68 (0(g-/)'(O) (YQ) 
(0(4)2 DUNA 
€9 (a) (2f -&)(2) (b)(5f + 3y)'Q2) 
(e) ei2) e[ $t Jo 
70 (a) (3f 2812) (9) (Sig(2) 
(e) (6/2) wf ;5 Jo 
71 Se f, g ch são diferencióveis, use a togra do 
produto para provar que 
DISCO 
JR) + Side "boo + f "Gde(x)yoo) 
Como cocotário, faça f = g = h para provas que 
DLC] = HAPS OO. 


72 Estenda o Exercicio 71 å derivada de um produto 
de quatro funções e estabeleça uma fórmula para 
DUO. 


Exercs. 73-76: Use o Exercicio 71 para achas dyidi.. 

73 y e (Br - DG + dc 76 - 5) 

MH ye (Il = 10? + 82: - 10)(6x 7) 

75 y e (2 — 5a = IAP + 7) 

76 y= Ax - 12x - 3) 

77 ^o ser inflado wm balão esférico, seu raio r (em 
em) após £ minutos é dado por r=3 Vt para 
0st = 10. Ache a taxa de vasiagho em relação a 
t quando é = & 

(a) do sado r 
(b) de volume V do balão 


(c) a área de superfície $ do bulo 


78 O volume V (cm m") de água em we» pequeno 
reservatório durante O degelo da primavera é dado 
por V = 5000 (t + 1) para t em meses € 
0st 53, A taxa de variação do volume em 
relação ao tempo é a faxa de furo para o 
reservatório. Ache a taxa de fluxo nos instantes 
1=0 € t« 2. Qual € a taxa de fluxo quando o 
volume é 11.250 m^? 


79 Joga-se uma pedra em uma piscins, ocasionando 
ondas circulares concêntricas. Se, após t segun- 
dos, o ralo de uma das ondas É 40r ces, ache a 
taxa de variação, em relacio a t, da deca do circulo 
causado pela onda quando 


(i91 — (b)r92 (0) 1-3 


$0 A lei de Boyle para os gases confinados afiresa 
que se a temperatura permanece cortante, estão 
pu = €, onde p É a pressão, v o volume e c uma 
constante, Seponha que mo instante e (minutos) a 
pressão seja 204 2r cm de mercésio para 
0x1 «10. Se o volume é de 60 cm) em t = 0, 
determine a taxa na qual o volume varía em 
relação a é quando t = 5, 


Cop JA dertraka 149 


EISi (a) Se fix) - x' - 2x +2, apeoxiese. f '(1) utili 


zando o Exetcicio 51 da Seção 32 ows 
h=0,1L 


(b) Grale so mesmo sistema de eixos: 


y = f(x), a secante 1, por (1, UY) e (1, 1, J0, 

1), € a secante À, por (0,9, f(0, 9) e (1, 1)). 
(c) Determine f '(1) e explique por que o coef- 

Cieste angular de f, constitui melhor aproxi- 
mação de f(1) do que o cocficiente angular 
del. 


£182 (a) Se f(x) « x?/? + 1, aproxime f “(0) usando o 


Exercício 51 da Seção 32 com k = 0,1. 


(b) Grade no mesmo sistema de coordenadas: 
y f(x), a socante por (0, f(0)) e (0,1, f(01)) 
e n secante por (-0,1, f(-0,1)) e (0,1, f(0,1)). 


(c) Por que razão os coeficientes angulares das 
sccasses em (b) não constituem uma apeoxi- 
mação de f '(0)* 


3.4 DERIVADAS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Para obter fórmulas para derivadas de funções trigonométricas, 
€ necessário primeiro provar vários resultados sobre limites, 
Sempre que nos referirmos a limites de expressões trigonomé- 
tricas envolvendo sen O, cos 4, tg x etc., suporemos que cada 
variável representa a medida de um ángulo em radianos ou um 
número real. 


Denotemos por O um ángulo na posição padrão em um 
sistema de coordenadas retangulares e consideremos o círculo 
unitário U na Figura 3.20. De acordo com a definição das funções 
seno e co-seño, as coordenadas do ponto indicado P são (cos 
O, sen 0). Parece que se O — 0, então sen 0 — De cos 0 — I. 
Esto sapere o seguinte teorema. 
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Teorema (3.22) 


DEMONSTRACÁO 


(D Mostremos primeiro que lim sen O « 0. Se 0<0 <x/2, 
t-o 
catio, referindo-nos à Figura 3.20, vemos que 
0<MP< ÁF, 


cade MP denota o comprimento do segmento de reta que 
une Ma Pe ÁP denota o comprimento do arco do círculo 
entre A c P. Pela definição da medida em radianos de um 
ángulo (veja a Seção 1.3), ÁF, e assim a desigualdade 
precedente pode ser escrita 


0«senü «6 


Como lim 6 « O e lim O « 0, segue-se do Teorema (2.15) 
bp 00" 


Para completar a prova de (i), basta mostrar que 
lim sen 8 « 0. Se -x /2« 8 «0, entáio0 -0< n/2 edu pela 
M0 
primeira paste da prova 
0 « sen(-0)< -9 
Utilizando a identidade trigonométrica sen ( 
e multiplicasdo por —1, vem 


O< senO< 0 


0) = = seo O 
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Como lim 0 = O e lim O = O, segue-se do Teorema (2.15) 
teo 60 | 
que lim sen  « O. 
My 


ih Como sen? 0 + cos' 0 = 1, obiemos cos O= + VT- sen" B. 
Se -n/[2« 0« x/2, então c0s0 é positivo e 


cos Be V T- sen" B. Conseqientemente, 
lim cos 0 « lim VI -sen 0 - V lim (i-se 9j 
LEL I ELI a 

«V[-0=1 


Na Seção 2,1 utilizamos uma calculadora e um gráfico para 
estimar o limite do próximo teorema. Daremos agora uma 
demonstração rigorosa. 


ame — ça — — q 


DEMONSTRAÇÃO 


Se 0 « 0<x/2, temos a siluação ilustrada ma Figura 3,21, 
onde U é um círculo unitário. Note que 


MP=snb e 


AQ - tg 0 


Figura 321 


= f 
— 
q AA A A TT — M — A 


Pela Figura, vemos que 


dica do AAOP< área do setor AOP < área do AAOQ 
Da geometria e pelo Teorema (1.15), 
área do A AOP =1 bh = ! (UMP) =! sen 0, 
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Veoreaur (3,24) 


área do setor AOP = 1 r? Ow 1 (1 0-10; 
área do AAOQ = $ bh = HINAQ) = 1 18.0 i 


Logo, a desigualdade precedente pode escrever-se 
jsenü« ig $ tgo, 


Utilizando a identidade tg O = (sen 0) / (cos 8) e dividindo 
por 1 sen 0 chegamos às seguintes desigualdades equivalentes: 


A última desigualdade também é verdadeira se -x /2 < 0 « 0, 
pois, neste caso, temos 0 < = 0 «3u2 e dal 


sen (-8 
cos (-0) « UM e 4 Derivada das funções 
Usando as identidades cos(-8) = cos Ô e sen (-0) = -sen 0, ob- - 
temos povamente 


B 
cos O < e K 


Como lim cos 6 = 1 € lim 1 = 1, o enunciado do teorema de- 
ht LE] 
corre do Teorema (2.15). 


Utilizaremos também o seguinte resultado: 


DEMONSTRACÀO 


Fazendo O = 0 na expressão (1 = cos 0)/0, obtemos 0/0, Logo, 
devemos modificar a forma do quociente. Recordando, da 
trigonometria, que 1 — cos! 0 = sen? O, multiplicamos o numcra- 
dor e o denominador da expressão por | + cos 8 e simplificamos 
entho como segue: 


0(1 + cos 0) 


sen? O nð sent 


8(1«co$0)" O “1+c0s0 
Conseqlentemente, 
tim 17999, jm | 
o 0 è= 


(e^) 


scnÜ sento 
0 1l«cos0 


.-. 0 «4 140080 


M) 


Podemos agora estabelecer as fórmulas constantes do 
teorema seguinte no qual x denota um número real ow a medida 
em radianos de um dngulo. 


, D, sen x = cos x. a D, cos x = -sen x 
D, fg x sect x^ zbi gos | D, col x « -cso x 
D secX-secxigxi D, csc x += -csc x cot x 


DEMONSTRAÇÃO 
Aplicando a Definição (3.5) com f(x) = sen x e usando a fóenvula 
de adição para a função seno, obtemos 
D senx lim senírs))- sens 
4.0 h 
e lim 32x cosi + cos x senh- sen x 
LL] h 


Pelos Teoremas (3.24) e (3.23) 


lim "Lm c e lim (5^) 
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área do setor AOP = 1 66 IPO 10; 
área do A AOQ = bh = IXAQ) = Lig 0 ] 


Logo, a desigualdade precedente pode escrever-se 
jsenü« 10« 10. 


Utilizando a identidade tg 0 = (sen 0) / (cos 0) e dividindo 


por | sen O chegamos ds seguistes equivalentes: 
asia S 
&nÜ cos 


A última desigualdade também € verdadeira se -x /2 < 8 « 6, 
pois, neste caso, temos O < = 0 < »y2 e daí 


eu (-9« mao nes Derivada das 

trigonométricas (3.25; 
Usando as identidades cos(-0) = cos e sen (-0) = -sen 0, ob- 3 á 
temos novamente 


sen B 
cos E « E Ei l. 


Como lim cos 0 = 1 e lisa 1 = 1, o enunciado do teorema de- 
.-0 $9 
corre do Teorema (2.15). 


Utilizaremos também o seguinte resultado: 


toorena (3,24) 


DEMONSTRACÀO 


Fazendo O =O na expressão (1 - cos 0) /0, obtemos 0/0, Logo, 
devemos modificar a forma do quociente. Recordando, da 
trigonometria, que 1 — cos? O = sen? 6, multiplicamos o numera- 
dor e o denominador da expressão por 1 + cos Be simplificamos 
então como segue: 


0 0 1 * cos 0 
1 - cos! 8 
O(I + cos 6) 
..se 8 send send 
01 + cos 0) 0 140050 
Conseqüentemente, 
im b-€00  (senO send 
lim -la ( 0 Er] 


* (im 55 (m 15255) 


-1(701)-10=0 


Podemos agora estabelecer as fórmulas constantes do 
teorema seguinte no qual x denota um número real ou a medida 
em radianos de um dngulo. 


A 1 ` D,osx=-senx 
- D tg xesect x co D, cot x = SC x 


Dci «see x Ig 7 D, csc x « -csc x cot x 


DEMONSTRAÇÃO 


Aplicando a Definição (3.5) com f(x) = sen x e usando a fórmula 
de adição para a função seno, obtemos 


1-0 LN 
senx (cosh - 1) * cosx seah 
o si h 
1-8 
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e então 
D, sen x = (sen x)(0) + (cos xK1) = cos x 


Mostramos que a derivada da função seno é a fusclio 


co-seno. De mancira análoga podemos obter a derivada da 
função co-seno: 


D, cos x « lim 


cos (x + h) - cos x 
a0 h 


m lim SEX cos h- sen x sen h - cos x 
4-0 h 


Em cos x (cos h = 1) - sen x sen 
re h 


a) a 


4-0 
= (cos xY(0) — (sen xX1) =- sen x. 


Assim, a derivada da fungio co-seno é O negativo da função 
seno. 


Para achar a derivada da função tangente, partimos da 
identidade fundamental tg x = sen x / cos x e aplicamos a regra 
do quociente como segue: 


D,tgx=-D, t 


, osx (D, sen x) - sen x (D, cos x) 
cos! x 


ES Cos x Sen x (- sen x) 


cos! x 


O9 xesen x 1 8 
——— "LI 
cos? x cos?! x - 


Para a função secante, escrevemos primeiro 
Sec x = 1 / cos x e aplicamos a regra recíproca (3.21): 


D, sccx =D, (az) 


E aa 


senx | senx 


- - 
. €OV x cosxcosx 


=secx tgx 


As demonstrações das fórmulas para D, cot x e D, esc x 
ficam como exercício, 


Podemos utilizar (3.25) para obter indicações sobre a 
cominuidade das funções trigonométricas. Por exemplo, como 
as funções seno e co-seno são diferenciáveis para todo número 
real, segue-se do Teorema (3.11) que essas funções são continuas 
em todo R. Quanto à tangente, é contínua nos intervalos abertos 
(=m/2, x/2), (x/2, 3x/2) etc., pois é diferenciável em cada 
ponto desses intervalos, 


EXEMPLO 1 


sax 
14008 x 


Determine y' se y = 


SOLUÇÃO 


Pela regra do quociente e por (3,25), 
(1 + cos xD, sen x) — (sen x)D, (1 + cos x) 
1*cosx i 


y= 
„ (1 + cos x)(cos x) = (sen x)Y(0 — sen x) 
(T+ cos x i 


cos X + 0S? x + sen? x 


(1 + cos x 


Na solução do Exemplo 1 utilizamos a identidade funda 
mental cos x? + sen? x = 1. Esta e outras identidades trigonomé 
tricas são usadas frequentemente para simplificar problemas que 
envolvem derivadas de funções trigonométricas, 


EXEMPLO 2 
Determine g'(x) se gir) = sec x tg x 


SOLUÇÃO 


Pela regra do produto c por (3.25), 


Co 


| 


A —— —  —— —. 
ND WD VD WD D HD A Y e uo uw Y > SY SAR SY — — A O A 
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tm e —H 
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EM) (sec x)(D, tg x) + (tg AMD, sec x) 


Os coeficientes angulares nos postos indicados cosstam da 
seguinte tabela. 


= (sec x)(sec? x) + (tg x)lsec x tg x) 
"SEC x e secx tg! x 
* Sec x (sec? x 4 tg? x) 


A expressão g^(x) pode ser escrita de várias outras manciras. Por 
exemplo, como 


secix=tgix+], ou tg'xesec x- 1, 
podemos escrever 


g'(x) -secx(2ug x+ 1), ou g'(x) = sec x (2sec? x = 1) 


(b) A Figura 3.22 exibe a parte do gráfico de y = sen x e das 
tangentes referidas na parte (a). 


EXEMPLO 3 

Determine dy/dO se y «sec cot 0, 

SOLUÇÃO 

Poderíamos aplicar a regra do prodato como no Exemplo 2; 


entretanto, é mais simples modificar primeiro a forma de y 
utilizando identidades fundamentais como segue: 


y=secê cot O « —1. 2050 


1 
cos B sen O seng SEO 


(c) Uma tangente é horizontal se seu coeficiente angular é zero, 
Como o coeficiente angular da tangente no ponto (x, y) é 
y, devemos resolver a equação 


y-0; isto é, cosx=0 


Assim, a tangente é horizontal se x= t 3/2, x « * 31/2, 
€, de modo geral, se x = (x / 2) + na, para qualquer a inicito 
arbitrário. 


Aplicando (3,25) vem 
dy 


d 
de” qo 950 = esc O cot o 


EXEMPLO 4 


(a) Determine o coeficiente angular das tangentes ao gráfico 


de y = sen x nos pontos de coordenadas-x 0, 1/3, x/2, 2n/3 
ex 


Se f € diferenciável, então a reta normal em um ponto 
Pla, f(a)) do gráfico de f é a reta por P perpendicular à 
tangente, conforme ilustrado na Figura 3.23. Se f'(a) = 0, então, 
por (1.9)6ii), o coeficiente angular da normal é -1/f (0). Se 
Fa) = O, então a tangente € horizontal e, nesse caso, a normal 
€ vertical € tem por equação x = a. 


(5) Esboce os gráfico de y = sen x e das tangentes da parte (a). 
(c) Para quais valores de x a tangente é horizontal? 
SOLUÇÃO 


(a) O coeficiente angular da tangente ao ponto (x, y) do gráfico 
da equação y = sen x é dado pela derivada de y'= cos x, 
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EXEMPLO 5 


Determine a equação da normal do gráfico de y = tg x no ponto 
Px / 4,1); ilustre graficamente. 


SOLUÇÃO j 

Como y = sec? x, o coeficiente angular m da tangente cm P é 
m= sec? (x /4) = (V3) = 2 

e assim o coeficiente angular da normal é «1 / m 1/2. 


Empregando a forma ponto-coeficiente angular, podemos 
escrever a equação da normal como 


rt) 


1 x 
ou ye-3x*g*l 


AS oen i "lg x para -3n/2< x « 3x/2 
e da reta normal em P, 


Quando estudarmos as séries de Taylor no Capítulo 11,- 


teremos de calcular derivadas de diversas ordens das 
No próximo exemplo veremos que, para a função seno, 
derivadas sio fáceis de calcular. 
EXEMPLO 6 
Ache as oito primeiras derivadas de f(x) = sen x. 
SOLUCÁO 
Aplicando (3.25) 
fix) -D, — COS x 
f" (x) =D, cos x = = senx 
f(x) =D, (- sen x)=- D, (senx) - -cosx 


Sa) = D, (-cos x) = - D, (cos x) = - (-sen x) = sen x 


E 1 
gua gx 
17 gx) (x+ cx) cotx 18 Ki0) = 


EXERCÍCIOS 34 
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Como f ^x) = sen x, segue-se que, se continuarmos dife- 
renciando, o padrão se repetirá, isto é 


1x) = cos x f") = -sen x 
fix) = -eos x SU) = sen x 


Exercs. 1-28; Calculo a derivada. 


Exercs, 29-30; Determine as equações da ta 
e da reta normal ao gráfico de f em (3/4, f(x/4). 


1 f(x) = 4 cos x 2 HG)» 71g 2 pum SALA 

3 G (v) = $vescv 4 fia) = de en x Exercs. 31-34: Vemos a seguir o gráfico da função 

5 Mns r-i emt 6 pw) = w! + wsenw f com dominio restrito. Determine os pontos es que 
a tangente é borizontal. 

7 16) = 35? 8 sta) = 1 ea 


9 sli) 1? sen 1 


11 f(x)» 2x cota ta? tg x 


: j 12 f(x) = I sec x =x" tg x 


= 00% 2 
Lo cosz 


13 bl 1 


M Riv) «1 e 


19 pla) e sen x cot x 


2 fi)» 5, 22 M9) ACO 


23 ku) = SER 


ac 


26 s(2) = tg( 2) + sec(-2) 


10 Tir) er? see v 


3 f(x) = cos x + sen x; Üsxs2x 


y 


16 Ma)» —] — 


204 x Cox 


E RN 


20 g(t) = act sen t 


y 
IEE 1] 
1-sec6 


24 qii) - sent sec i po em. 


27 MG) = (cot y + cse Q)(tg $ - sen 4) 


E esecx 
nds durar 
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MI fal 0 a a dl UD<icn/? 
, 
40 ti 
> x x 
4 2 


raras -Hitte 
n " E g* 
E 4 2 


Forros M da) Ache as coordenadas-x de todos 
m ponb deo práfico de Í «m que a tangente é 


Makata 1) Escreva a equação da tangente 30 
palm de f em f. 


M fien 1200545 


Pio, fi) 
Pix /2, f(x £2) 


Vo P sen v, determine 


M. lisos «sun 
HM Ney o 
Lab todos as consideradas de todos os pontos do 
prálico em que a tangente € paralela à reta 


IS 


Hol a esprado da tangente 30 gráfico no pomo 
com eoodenada-x 106, 


M hey dr ens 2, determine 


(a) as coordenadas-x de todos os pontos do 
gráfico em que a tangente é perpendicular à 
teta 


yea 


(b) a equação da tangente do gráfico no ponto 
em que este corta o eixo-y. 


E339 Faça o gráfico $0) = |sen? x = cos x sen ( $ sc) 
no intervalo [0, 5) e estime cede f não é dife- 
renciável. 


E 40 Faça o gráfico de f(x) « —L—— mo inter- 


16 sen 2x - x 
valo [0, 4] e estime as coordenadas-x dos pontas 
em que a tangente é horizoetal, 


Exercs. 41-42: Um ponto P em movimento sobre 
tema rota cocedenada | tem a posição a dada. Quando 
É que sua velocidade é igual a 0? 


4ls()et42e0t 424) =t-VÍ sent 


Exercs, 43-44: Um ponto Mx, y) se move da es- 
querda para a direita ao loego do gráfico dz equação. 
Quando é que a taxa de variação de y em relação a 
x € igual ao número dado e? 
43 y « x? 4 25 asg 
44 y » x? — 10v; aces 


4S (a) Ache as quatro. primeiras derivadas de 
f(x) = cos x. 


(b) Ache f). 
46 Calcule f(x) se f(x) cot x. 
47 Calcule D? y se y= tg x. 


Exercs. 49-52: Deesonstre cada fórmula: 

49 D,cot ze - c? S 

50 D, csc x « —sc x cot x 

51 D, sen 2x = 2 cos 2x 
(Supesióo: sen 2x = 2 sen x cosx.) 

$2 D, cos 2x = - sen 2x 
(Sugestão: cos 2x = 1 - 2 sen? x.) 


SI PERA IRA * 
A " MEL o 
zt \ e- w r 
MAAE 


s ES 


POLES ui roa an 
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3.5 INCREMENTOS E DIFERENCIAIS .— ` UE Ey ms 
M90 À———————————————— 


€ i . Nesta seção introduzimos notação e terminologia adicionais que 
serão usadas em problemas envolvendo diferenciação. A nova 

e notação permitirá encararmos dy/dx como um quociente em lugar 

i. de apenas um símbolo para a derivada de y em relação a x. 
Utilizá-la-emos também para estimar variações de quantidades. 

Seja a equação y = f(x), onde f é uma função. Se a variável 

x tem um valor inicial xy e toma em seguida um valor x, a 
diferença x, - x, é chamada incremento de x, No cálculo é 
tradicional denotar um incremento de x pelo símbolo Ar 


(delta x). Assim 
ii i Arex =x, 
O incremento correspondente de y = f(x), denotado por Ay, é 
Ay = f(x) - fix) 
Como x, = x, + Ax, podemos também escrever 
Ay = f(x, + Ax) - f(x.) Li 


“O gráfico da Figura 3.25 ilustra um caso em que ambos os 
incrementos são positivos; todavia, Ar pode ser positivo ou 
negativo, e Ay pode positivo, negativo ou zero. 


Nas aplicações Ax c Ay sho em geral muito pequenos 
numericamente, 


Qin. / [07] 


3s LEM " 


Wepresentado por x e valor inicial xy da variável indepen- 
dente, à definição de Ay toma a seguinte forma. 
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Definição (3.26) 


Definição incremental 
de derivada (3.27) 


Definicáo (3.28) 
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var min Ye Ar uni à incremento de x 0 Incremento | 


ES emas -—- ERP dpi ps y bi e^ 


ici vésdiat “Aya Sr Ax) - - fi) 


Em (3.28)(1) vemos que, para a variável independente x, 
ndo há diferenga entre o incremento Ax e a diferencial de dx. 
Todavia, para a variável dependente y em (ii), o valor de dy 
depende tanto de x como de dx. 


A discussão que precédeu a Definição (3.28) nos dá a 
seguinte fórmula: 


A notação de incremento pode ser usada na definição da 
derivada de uma função, bastando substituir h por Ax em (3.5): 


vena üm (2240-10), lim Ay V. 


Als sony. tira LÀ 287 deso AFETOS tm 


Se f é diferenciável, então, conforme ilustrado na Figura 
3.26, Ay/Ax é o coeficiente angular mpg da secante por Pe Q, e 
quando Ax tende para zero, Ay/Ax tende para o coeficiente 
angular f(x) da tangente em F isto E, 


Pela Definição (3.28)i, dy = f'G)dx. Dividindo por dx 
ambos os membros desta equação, oblemos o seguinte, que 
justifica a notação de quociente dy/dx introduzida em (3.16) para 
n cuan ad cda relação a x. 


EX s Pins "dao Y. 6945 pg, 


A. - fa) se Ace 


ES "f 
Cocf. ang = Lang, e dr 

pe Im É importante recoehecer a distinção gráfica entre dy e Ay. 
Se l é a tangente no ponto Fix, y) do gráfico de y f(x), então, 
por (3.30), o quociente dy/dx é o coeficiente angular de l. Logo, 
conforme ilustrado na Figura 3.27 (com Ax > 0), dy significa 
quanto a tangente em P sobe ow desce quando a variável 
independente varia de x para x + Ax. Isto contrasta com a 
quantidade Ay que o gráfico sobe (ou desce). 


Figura 3.26 


Isto nos dá a seguinte fórmula de aproximação para Ay: 
AS" + f(x) Ax se Axe 0 


Daremos a f(x) Ax ial ii i 
Res X) Ax um nome especial em (ii) da próxima 


Reescrevendo a fónmula em (3.26) como 
f(x + Ax) = Made Ay 
€ usando Ay = cl obtemos a seguinte fórmula, 


BANDA AS vs rim da x, 


did: então Tof 


Hx + As) e fü) é dy. 


CE A 


Ta 


Tear 
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^ fórmula em (3.31) € chamada aproximação linear 
parafíx + Ax) porque, conforme ilustrado na Figura 3.27, pode- 
mos aproximar o valor funcional f(x + Ax) utilizando o ponto 
(x + Ax, y + dy) da tangente, em lugar de usar o ponto 
(x + Ax, y + Ay) do gráfico de f. Assim, para pontos próximos 
de (x, y), podemos aproximar o gráfico de f por meio da 
tangente. 


EXEMPLO 1 
Seja y = 3v! - 5 e seja Ax um incremento de x, 
(a) Estabeleça fórmulas gerais para Ay e dy. 
(b) Se x varia de 2 para 2,1, determine os valores de Ay e 
y doy 
SOLUÇÃO s 
(a) Se y = f(x) = 3? - 5, então, pela Definição (3.26), 
Ay = f(x + Ax) - f(x) 
= [ix + Ax - 5] - (3? - 5) 
= [36 + 2x(4x) + (Ax)*) - 5] - (3x - 5) 
m 30 + Gr(Ax) + (Ax)! S- 3? 4 5 
= Gi Ax) + 3(Ax)? 
Para achas dy, utilizamos a Definição (3.28)(i): 
dy » f'(x)dx = Gx dx 


(b) Queremos determinar Ay e dy se x = 2 e Ax = 0,1. Fazendo 
a substituição na fórmula de Ay em (a), obtemos 


Ay = 6(2X(0,1) + 300,1)! = 1,23 


Assim, y varia de 1,23 quando x varia de 2 a 2,1. 
Poderiamos também achar Ay diretamente como segue: 


Ay = $(2,1) - f(2) T 
= [42,4 - 5] - [32 - 5] = 1,23 


Analogamente, usando a fórmula dy=Gxdx, com 
x Ze dy 9 Ax = 0,1, obtemos 


dy » (62)(0,1) = 1,2. 


^ aproximacso 1,2 É correta a menos de um décimo. 
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EXEMPLO 2 

Se y «x! c Ax € um incremento de x, determine 

(a) Ay db) dy 

() Ay-dy (d) o valor de Ay - dy se x= 1e Ax = 0,02 


SOLUÇÃO 
(a) Aplicando (3.26) com f(x) = x! obtemos 
Ay = f(x + Mx) = f(x) 
- (x A) -x* 
m + IWA) + lAr)? + (Ax - x^ 
m 3 (Ax) + In Ax? (Ax)! 


(b) Pela Definição (3.25yíi), 

dy = f'(x) dx = 3? de = 3) (Ax) 
(c) Pelas partes (a) e (b), 

Ay = dy = [3 (Ax)  3a(Ax). + (Ax)'] - 3 (Ax) 

= 3e( Ax)! + (Ax)* 

(d) Fazendo x= 1 e Ax « 0402 na parte (c), obtemos 
Ay - dy = 3(1X0,02F + (0,02) ~ 0,001 
Isto mostra que se dy é usado para aproximar Ay quando 


l x varia de 1 para 1,02, então o erro causado é aproximadamente 


0,001. 


— 


Se y = f(x), então por (3.29), dy pode ser usado como 
aproximação da variação exata Ay da variável dependente, 
correspondente a uma pequena variação Ax na variável x. Esta 
observação é útil em aplicações onde se deseja apenas uma 
estimativa da variação de y. 


EXEMPLO 3 


(a) Use &hferenciais para aproximar a variação de sen 8 quando 
8 varia de 60" para 61”. 


(b) Determine uma aproximação linear de sen 61". 
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SOLUÇÃO ^ 
(a) Se y =sen O = f(O), então 
dy = $'(0) dO = cos 6 do 


Quando utilizamos derivadas ou diferenciais de funções 
trigonométricas de ângulos, devemos empregar a medida em 
radianos. Por isso, fazemos 


@ 60" 2/3 c AO = 1º - 1/180 
na fórmula de dy, obtendo 


- ayi (1M 2] x 
(5) (8s]- (3) (185) so" 
(b) Empregando a fórmula (3.31) de aproximação linear com 
Xx Ücy- sen 0, temos 
sen (0 + A8) — sen O + dy 
Fazendo 6 = 60”, 48 = 1º, e dy 0,0087 (veja a parte (a)), 
sen 61º = sen 60" + dy 
-Z + 00087 
= 0,8660 + 0,0087 = 0,8747 


Utilizando uma calculadora, obtemos sen 61* ~ 0,8746, 
com 4 decimais. Logo, o erro decorrente do emprego de apro- 
ximação linear € da ordem de 0,0001. 


Pode-se perguntar: Por que utilizar diferenciais mo Exemplo 
3 quando uma calculadora é mais eficiente e dá resultados mais 
precisos? A resposta é que nosso objetivo era o de demonstrar 
o uso de diferenciais em um problema elementar. Achar o valor 
numérico de sen 61º é secundário. Frequentemente agimos assim 
em matemática para ilustrar novos conceitos. Além disso, 
devemos ter em mente que há certos tipos de problema em que 
as diferenciais são mais eficientes do que as calculadoras. 


- É eg exemplo ilustra o uso de diferenciais na esti- 
mativa de erros que podem ocorrer em razão de aproximação d 
medidas. Conforme indicado na solução, é ipsuni ami 
rar primeiro fórmulas gerais que envolvem as variáveis em jogo. 
As variáveis não devem ser substituídas por valores específicos 
senão nos estágios finais da solução, 


EXEMPLO 4 


Mede-se como 12 cm o raio de um balão esférico, com erro 
máximo de x 0,06 cm. Aproxime o erro máximo no cálculo do 
volume da esfera. 

SOLUÇÃO 


Começamos considerando as fórmulas gerais que envolvem raio 
e volume. Assim, chamando 


x = valor medido do raio 
e dx = Ax = esto máximo em x 


€ supondo Ax positivo, temos 
x= Ars rio exso <x + Ax 


Se Ax é negativo, podemos usar | Ar | em lugar de Ax. A Figura 
3.28 ilustra a seção transversa do balho, indicando o erro possível 
Ax. Se o volume V do balão é calculado com auxílio do valor 
medido x, então V= $ mo, 


Seja AV a variação de V correspondente a Ax. Podemos 
interpretar AV como o erro no cálculo do volume ocasionado 
pelo erro Ax. Aproximamos AV por meio de (V como segue: 


AV ^ dV = (D Vd = dx dx 


Finalmente, atribaímos valores específicos a x e dy. Se x = 12 e 
se Ax » dí = + 0,06 cm, então 


dV = An( 1274 0,06) = + (34,56)a = + 109 


Assim, o erro máximo no cálculo do volume devido ao erro na 
medida do raio é aproximadanseste x 109 cm. 


A medida do raio no Exemplo 4 acusou 12 cm, com erro 
máximo de 0,06 cm. A razão de 0,06 para 12 é chamada erro 
médio na medida do raso. Assim 


erro médio = anos - + 0,005 
A significação deste número é que o erro na medida do raio €, 


em média, 0,005 cm por em. O erro percentual é definido como 
o erro médio multiplicado por 100%. Em nasso caso, 


erro percentual = (2 0,005) x (100%) = = 0,5% 
Damos a seguir a definição geral destes conceitos, 
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Delinigho (3.32) 


——— n nn ——aá 


1 TRF PTY 
his ACCES NE DOMO UR - 
Se w denota wins medida com erro máximo Av, então 3. 
(ES OREA Cris ds s i 
fat. , 


f. 


são TES 


“Ma Eri édio «! ^ 


MAN 
$ 5 
" 


(dwyw é uma aproximação do erro médio. Estas observagdes 
são ilustradas no próximo exemplo, 


EXEMPLO 5 


O ralo de um balio esférico é 12 cm, com erro máximo de medida 


de + 0,06 em. Apeonime o erro médio e o erro percentual no 
cálculo do valor do volume. 


SOLUÇÃO 
(Ver Figura 3.28), Seja x a medida do raio do balão e Ax o erro 
máximo em x. Denotemos por V o volume calculado e por AY 


0 erro em V causado por Ar, icando a Defi ,J2yí 
Volume Ve ind ven Apl a Definição (3.321) ao 


— d Ade 34k 


LET n 
No caso especial x = 12 e dk = 20,06, obtemos 
erro médio ~ 12 009). , o i, 


Pela Definição (3.32X ii) 
erro percentual « (+ 0,015) x (100%) = + 15% 
Assim, cm média, há um erro de 2 0,015 por cmno cálculo do 


volume, Note que isto conduz a um erro percentual de = 1,5% 
do volume. 


———MMMÀ 
EXEMPLO 6 


Uma baleia é avistada pela tripulação de um navio, que estima 
Seu comprimento L em 10 m, com um erro máximo possível de 
06 m. Sabe-se que o peso W (em toneladas métricas) está 
relacionado com L pela fórmula W = 0,005823 LM! Use 
diferenciais para aproximar 


—— ———— 07 — 
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(a) o crro na estimativa do peso (a menos de 0,1 ton. metr.) 
(b) os erros médio e percentual. 


SOLUÇÃO 


Denotemos por AL o erro na estimativa de L, c seja AW o erro 
correspondente no cálculo do valor de W, Esses erros podem ser 
aproximados por dL e dW. 


(a) Aplicando a Definição (3.28) temas 
AW e d'W = (0,003823K3,18 1.5 qr. 
Tomando os valores L = I0 c dí. = 0,06, obtemos 
AW ~ (0,005823)(3, 18K 10)" (s 0,06) ~ = 1,7 tons. métricas 
(b) Pela Definição (3.32Yi), 
erro médio NL ii Aer 7 E 


ʻana 


Fazendo dl. = 2 0,6 c L = 10, temos 
eno médio « Se = 20,19 


Pela Definição (3.325, 
erro percontual = (20,19) x (100%) = +19% 


As estimativas da tensão vertical do vento têm grande 
importância para os pilotos de acronaves durante as decolapens 
€ as aterrissageffs. Admilindo que a velocidade do vento v a uma 
altura ! acima do solo é dada por v = f(h), onde f é uma função 
diferenciável, entho a tensão vertical (escalar) do vento é 
definida como dv/dh (taxa instantânea de variação v em relação 
à h). Como é impossivel saber a velocidade do vento v a cada 
altura h, a tensão do vento deve set estimada por meio de apenas 
um múmero finito de valores funcionais. Consideremos a situação 
ilustrada na Figura 3.29, oede são dadas apenas as velocidades 
do vento v, e v, às alturas hy e h,, respectivamente, Uma esti- 
mativa da tensão do vento à altura h,, pode ser dada pela fórmula 
aproximada 
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dv y -vy 
a|... h,-h, 


Pode-se empregar também a relação empírica 


r 
v |. (^ 
M h, 
na qual o expoente P é determinado pela observação e depende 
Ou visiva fuent, Para ventos fortes, costuma-se tomar o valor 
Pat, 
7 


EXEMPLO 7 


Suponha que à altura de 6 m acima do solo a velocidade do 
vento seja de 45 km/h. Com base na discussão precedente (com 
P = 3), estime a tensão vertical do vento a 60 m acima do solo. 


SOLUÇÃO 
Com a notação anterior, façamos 
h,=60, v-45 c h =60, 


Resolvendo (v/v) = (h,/h,)” em relação a v, € substituindo 
valores, obtemos 


vi] 8] caia 
Para h, = 60, 


dv W^". 62-45 
gy PS «031 
a). h-h, 60-6 03 


Assim, a uma altura de 60 m, a tensão vertical do vento é de 
aproximadamente 0,31 (km/h)/m, 


o M! 


a ção (aproximada) da 


EXERCÍCIOS 3.5 


Exeres. 1.4: (a) Estabeleça fórmulas gerais para 
Ay e dy (b) Se, para os valores dados de e e Ax, x 
varía de a para a + Ax, ache os valoces de Ay e dy. 


Ay= 2: 0-2  Me--02 


¡Ay -s a=-1, Ar=0,1 
3 ye Me, a=3,  Ar-03 
y "v - e 
E a=0,  Ar=-003 


Exercs. S-10: Determine (a) Ay, (b) dy c 
(e) dy - Ay. 


$ye-4-9x 6 y=7:+12 
Iy- tire? By 4-7 - 2c 
9 ye lix 10 y « 16 


Exeres. 11-18: Ache uma apenximação linear para 
f(b) se a vasiável independente varia de a para b. 


1 (0-4 tr; al,  be-103 


E 12 j() =P 807 ant  b=396 


Bn, aml, b=098 
H jaestas, a-2, b-201 
15 f(8) = 2 sen 0 + cos 0; as, b=27 
16 fp) = csc 9 + cot 4 amas, bo 46! 
17 Ha) « sec a; e, b-or 
18 SB) = tg f 0 b=28 
19 (a) So f(x) = sea (tg x — 1)Astabelega uma equa- 
i tangente ao gráfico de 
T f em (2,5, $(2,5)), usando o Exercício $1 da 
ei Seção 32. 
C. (b) Aproxime (2,6) poe meio da equação obrida 
^o em(a) 


(c) Use (3.31) coe x = 2,5 para aproximar f(2,6). 

(d) Compare as doas aproximações obtidas em 
(5) e (c). 

a (n) Se f(x) =x! + 3 - 2x 4 5, ache uma equa- 


cão (apeoximada) da tasgente so gráfico de 
Fem (DA, 4). - 


Cap. 3 A derivada 171 


(b) Use a coação obtida em (a) para aproximat 
$0.43). 


(e) Use (3,31) com x-=0,4 para apeoximar 
$04) 


(d) Compare as duas aproximações (b) e (c). 


Exercs. 21-24; Denotemos por x uma mensuração 
com erro máximo Ax, Aproxime, por meio de dife» 
renciais, o erro médio e o erro percentual no valor 
calculado de y. 


a ye, 1-2,  Ax=2001 
ny-res z=],  Ar==01 
23 ye AVE +35 1.4, — Ar=:02 


M yu 6 VE; x=, Ar=2003 


25 Se A= 35 - x, determine dá para x42 e 
dt «0,1. 


26 Se Pon «P, determino dP para i= e 
di « 0,2. 


27 Se y = 40 e 0 emo máximo percentual em x é 
215%, obtenha uma aproxissação do erro médio 
máximo em y. 


$, 
Se r-40VwÀ e o eno médio máximo de 


wés 0,08, obtenha uma aproximação do erro 
médio máximo em z. 


U 
29 Se A = 15 VS e o emo médio máximo tolerável 


em A deve ser a 0,04, determine o omo médio 
máximo tolerável em s. 


34 Se S= 10x? e o ero percentual máximo tolerá- 
vel em $ deve ser +10%, determise o eno 
percentual máximo tolerável em x. 


3 O raio da tampa de um pogo circular é estimado 
em 40 cm, com emo máximo de 0,15 cm. Com 
auxílio de diferenciais, estime o erro máxisso no 
cálculo da área de um lado da tuspa. Apeoxime 
os eros médio e percentual, 


32 O compeimento do lado de um azulejo quadrado 
€ de 30 cen, com erro máximo de «0,15 om. Por 
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uH 


wet de diferenciais, estie e en máximo no 
paleta de dens den ruego. Obtenha aproxi 
dne des eam nef ifo e percentual, 


Apua, qua nrbe de iháceencials, e sameno 
Hos beer de uem cubo, se o comprimcalo de cada 
Musa varie «de Mens para 10,1 em. Qual a 
nbl eta io veleme? 


Vom fale exhibeo está sendo inflado com gás. 
Pre mes ale duferemcêais, aproaime O wamceno da 
dera de gri Hose de baldo quaudo o dilmetro 


waia de P em pura DLP m 


Mon dodo de una cana. tem o formato de um 
sponse eon rado pas wm triángulo equilárero, 
De e compimento de base é de 5 m, com emo 
imde de ADE m, calcule a deca do lado Ue 
Ms eee bd para estimar o emo máximo mo cál- 
subo. Apenatene d emo médio e o emo percentual. 


Ven eno ena encilulas de dimensões de gra 
dos ide quite, an coiieniwer s, pedra fcr efeito grave 
sedes pa robes calculados. Um sido tera a forma 
e ciliko circular encimado por um hemis- 
Webs A wa des ealindeo É exatamente 15 metros. 
Ub cese den de circuntcióncia da base É estima- 
do em M ms 0m enm de 20,15 cm = 2015 m. 
fahu 1 volume. do slo € me dferenciais para 
doin er een má eo cálcula. Aproiiae 0 cero 


ides e eem porcentual 


^ mieia que vara de um depósito vai formando 
sena pallia cónica cuja altura € sempre igual ao 
valio he, em ento instante, o raio é 10cm, 
spe une, quor mero de diferenciais, a variação do 


aah que cuc ema variação de 2 no volume 
da pilha 


Vn iiingrulo iséesccles tem os lados iguais com 
Jem caba, Se o Angelo. 0 entre esses lados 
sue nta de MF para 33, use diferenciais paa 
aportar a variação da drea do triângulo. 


39 A ki de atração gravitacional de Newton afirma 


que a força F de atsação entre daas partículas de 
massas my € m2 é dada por F= Greymis, onde 
G € ema constante c s é a distância entre as 
partículas. Se s= 20 cm, use diferenciais para 
aproximar a variação de 3 que aumente F em 
10%. 


40 A fórmula T= 2nV Ug relaciona o comprimento 


1 de um pêndulo com seu periodo T; g € uma 
comstante gravitacional, Que variação percentual 
do comprimento | corresponde a um aumento de 
30% mo perfodo 77 


41 A constrição de asteríolas € uma das causas de 


pressão elevada, Verificou-se experimentalesente 
que, quando o sangue Mui por uma arteríola de 
comprimento fixo, a diferença de pressão estre 
as duas extremidades da arteriola € inversamente 
proporcional à quarta potência do raio. Se o raio 
de uma arteríola dinsinui de 10%, calcule, por 
melo de diferenciais, a variação percentual ma 
dlifcrenga de pressão, 


42 A resistência elétrica A de em fio € diretamente 


proporcional so seu comprimento e laversamente 
proporcional ao quadrado do seu diámetro. Se o 
comprimento é fixo, qual deve ser a precisão da 
medida do Simetro (em tenemos de ero perces- 
tual) para manter o eno percentual de R ene 
Me e 3%? 


43 Se um objeto pesando W quilos é puxado so longo 


de um plano horizontal por uma fosça aplicada a 
uma corda amarrada ao objeto e se a corda faz 
um daguio B com a horizontal, estão a magnitude 
da forga é dada por 


onde j É uma constante chamada coeficiente de 
fricção. Suponhamos uma caixa de 40 kg puxada 
ao kago do assoalho, e que y = 0,2. Se É varia 
de 45" para 46”, use diferenciais para apeoximar 
a variação ma força que deve ser aplicada, 
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44 Mosarmesnos mais adiante, no segundo volume, 
que, se wm projétil é lançado com velocidade 
inicial vo a um ângulo a com a horizontal, sua 
altura máxima À e o alcance R são dados por 


Suponhamos vp = 30 mis e p= 95 mis. Se a 
ammenta de 30" para 30^ MF, estime, por medo de 
difeseaciais, as variações em heR, 


45 Em um ponto sinsado a 6 m da base de um poste, 
0 kegulo de elevação do topo do poste acusa uma 
medida de 60", com erro possível de 215", Use 
difesceciais para aproximar o erro ma aura 
calculada do poste. 


46 Um laboratório espacial circunda a terra a uma 
altura de 240 km. Quando um astronasta olbs 
para o horizonte, o ângulo da figura € de 65,8", 
com um erro máximo possível de 20,5". Use 
diferenciais para aproximar o erro so cálculo do 
rajo da terra feio pelo astronauta. 


37 A Grando Pirkmide do Egito tem uma base 
quadrada de 230 m (veja a figura). Para estimar 
a altera À da pirámide, um observador se coloca 
Do ponto médio de um dos lados e olha para o 
vértice da pirámide, O ángulo de elevação obser- 
vado 4 é $2", Qual devo ser a precisão desta 
medida para que o erto em À fique entro =| m e 
Im? 


48 Quando um foco luminoso percorre uma 


trajetó- 
ria semsciecular, conforme a figura, a iluminkacia 
E ma superficie é inversamente proporcional so 
quadrado da distiacia + do foco e diretamente 
proporcional ao co-seno do ángulo O entre a 
diregho do fluxo luesinoso e a normal À seperficie. 
Se O dimiaui de 21" para 20* e s € coestante, 
aproxime, por melo de diferenciais, o aumento 
percentual da ilumin&ncia, 


49 A ki de Boyle afirma que, sc a temperatora € 


constante, a pressão p e o volume v de um gás 
confinado eso relacionados pela fórmula 
pr=c (c constante) oe, equivalestemente, 
p*cv, com ve 0 Mostre que dp c dv estão 
ligados pela fórmula p dv + v dp = 0. 


SO Na eletricidade a lei de Ohm afirma que 


f= VIR, cade I é a corrente (em ampère), V £a 
força elctromotriz (em volts) e & é a resistência 
(em ohms). Mostre que di e dR catio relacionados 
pela fórmola R di + 1dR = 0. 


SL A deca A de um quadrado de lado s é dads por 


AP. Sc s € aumentado de As, lustre dA c 
MA - di geometricamente. 


52 O volume Y de um cubo de aresta s é dado por 


Ve), Se s é aesentado de As, ilustre dV e AV 
— dV geometricamente. 
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3.6 A REGRA DA CADEIA 


As regras de derivação obtidas em seções anteriores tim objetivo 
limitado porque só podem ser usadas para somas, diferengas, 
produtos e quocientes que envolvem x, sem x, cos x, tg x etc, Não 
há regra que possa ser aplicada diretamente à expressões como 
sen 2x ou Vx? + 1, Note que 


D, sen 2x » cos 2x 


pois, aplicando a identidade sen 2x = 2 sen x cos x c a regra do 
produto, 


D, sen 2x = D, (2 sen x cos x) 
* 2D, (senx cos x) 
= 2[sen x (D, cos x) + cos x (D, sen x)] 
= 2[sen x (-sem x) + cos x (cos x)] 
= -sen x + cos? x) 
= 2.005 2x 


Como essas manipulações são bastante trabalbosas, vamos 
procurar um método mais discto para achar a derivada de 
y =sen2x. A chave consiste em encarar y como uma função 
composta de x. Assim, para funções f e g, 

se y = fu) e m= g(x), então y = f(x). 


desde que g(x) esteja no domínio de f. A função dada por 
y = flgtx)) é a função composta f e g definida na Seção 1.2, Note 
que y = sen 2x pode ser expressa desta forma porque 


se y =senu € n= 2r, então y = sen 2x 


Se pudermos achar uma regra geral para diferenciar y = f(g(x)), 
estão, como caso especial, podemos aplicá-la a y = sen 2x e, na 
verdade, à y = sen g(x) para qualquer função diferenciável y. 


Para ter uma idéia do tipo de regra que advirá, voltemos 
às equações 


y= fl), u= gix), e y figi) = (fo eX) 
Consideremos as seguintes derivadas: 


db e F0). E-ri e Eo 
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É importante notar que dyldu é a derivada em relação a u quando 
y € considerado como função de u e que dy/dx é a derivada em 
relação a x quando y € considerado como uma função (compos- 
ta) de x. Se considerarmos © produto 


dy du 
du dx 


c tratarmos as derivadas como quocientes de diferenciais, então 
o produto sugere a seguinte regra: 
Y fugt) 
Note que esta regra conduz à derivada correta de y= sen 2x, 
pois, $c cscrevermos 
y=senu e u= 2r 
e aplicarmos a regra, obteremos 
dy, d d e (cos n1) = 2 cosu 2 cos 2x 

Coequanto não tenhamos provado que esta regra é válida, 

ela toma plausível o próximo teorema. Supomos as variáveis 


escolhidas de tal forma que a função f » y seja definida, c que 
se g tem derivada em x, então f tem derivada em gx). 


= g(x), c as derivadas dyldu e duldx existem, 
cio fã cio definida por y = 160) 


WS. 


e 
poro A: M 


Wem PU (Rain v cy nsn 
pres “de= 100 ASAS 


E 


alt 


DEMONSTRAÇÃO PARCIAL 


Seja Ax um incremento tal que tanto x como x + Ax estejam so 
dominio da função composta. Como y = f(g(x)), o incremento 
cortespondente de y é dado por 


Ay = jigix + Ax) = Helo) 
Se a funcio composta tem derivada em x, então, por an, 


dy lim 2 
de m, Ar 


Consideremos em seguida u = g(x) e seja Au o incremento 
de u que corresponde a Ax; isto é, 


Au = gix + Ax) — glx) 


tre 


4h ulo « 


vm Cromefrás Amla Copt 


Como 
elx + Ax)» g(x) + Au = 1 + Anw 
podemos expressar a fórmula Ay  füe(x + Ax)) — flgtx)) como 
Ay = f(u + Br) — f(u) 
Se y = f(u) é diferenciável em m, então, conso em (3.27), 


dy. ru) tim Y 
a o Pm 
Analogamente, se u » gix) € diferencióvel em x, então 


du hu 
e (x) = lim — 
de EV) a 
Suponhamos que exista um intervalo aberto / contendo x 
tal que, sempre que x + Ax está cm / e Axw), então An » 0, 
Nesse caso, podemos escrever 


dem (as AJ" (ue mx (mis) 


desde que os limites existam. Como g € diferenciável em x, € 
coetínua em x. Logo se Ax — 0, então glx + Ax) tende para g(x) 
e, postanto, Au =» O. Segue-se que a última fórmula de limite 


pode ser escrita 
tl) 


-(Z (e) - reae = reto 
que é o que queriamos provar. 


Em muitas aplicações da regra da cadeia, u = g(x) tem a 
propriedade de que, se Ax «0, então Au «0, o que supusemos 
no inicio do parágrafo precedente. Sc g náo satisfaz esta 
propriedade, então todo intervalo aberto contendo x contém um 
número x + Ax, com Ax » 0, tal que Au = 0, Neste caso, nossa 
demonstração não é válida, pois Au aparece em um denominador, 
Para construit uma demonstração que leve em conta funções 
deste tipo, são necessárias técnicas adicionais. No Apéndice II 
encontra-se uma demonstração completa da regra da cadeia, 


EXEMPLO 1 


Determisas d eye eue xo E 


Regra da Poténcia para 
funções (3.34) 
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SOLUÇÃO 
Fazendo wu =x? + 1 em y vu = u", obtemos 
ye VE T» (81? 


Não podemos achar dy/dx utilizando fórmulas prévias de dife- 
tenciacáo, todavia, aplicando a regra da cadeia (3.33), temos 


1 
s.a. (o 2) qe 


e então 


No Exemplo 1, a função composta era dada por uma po: 
tência de x? + 1, Como as potências de funções ocorrem com 
fregiéncia no cálculo, é conveniente estabelecer uma regra geral 
de diferenciação que possa ser aplicada a tais casos. No que 
segue admitiremos que m seja um número racional qualquer, g 
uma função diferenciável, e que não ocorram zeros no denomi- 
ngdor. Veremos mais adiante que esta regra pode ser apticada 
para qualquer número real n. 


“Se y oven gl), entio 


Di) mé 2D, 


E 


ou €— - 


: me = nieto)" D, et) 
DEMONSTRAÇÃO 
Pela regra da cadeia 


de. dr dd nit 7! D, uw nat! D, gix) 


Note que, se w x, então D, u = 10 (3.34) se reduz a (3.14). 


EXEMPLO 2 
Detenminas f(x) se f(x) = (1º = 4x + 8) 
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SOLUÇÃO 


Aplicando a regra da potência (3.34) com uw x! -4r+8 e 
n= 7, temos 


f(x) = Dé -4x + 8)? 
“Mé - Ax + 8) D, (xf - Ax + 8) 
m TG - Ax + Sf (Su! 4) 


EXEMPLO 3 


de 1 
Determinar de se AY E 


SOLUÇÃO 


Escrevendo y = (4? + &x— 7)? e aplicando a regra da potência — 


com u = 4 + 6x7 en =-3, temos 
Do Eee 
Ha e 6c Ty* (4 +67) 
Ax? + Gr 7) (8x4 6) 


NELLE 
(ae + fx 7) 
EXEMPLO 4 
Determinar f'(x) se ft) = VERTE 
SOLUÇÃO 


Escrevendo f(x) = (Sx? — x + 4)? e aplicando a regra da potência 
com u= Sex +4 e n « À, obtemos 


f) Sex 4y? D, (S? -x « 4) 


1 1 
ap 
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me | a 

3 VISO 14 4 
EXEMPLO 5 
Determinar E (2) se Fiz) = (22 + SP(32 - 1) 


SOLUÇÃO 


Aplicando primeiro a regra do produto, em seguida a regra da 
potência e fatorando o resultado, obtemos 


F'(2) = (2z + 5)! D, (32 1* + (32 - 1! D, (Q2 + SP 
m (22 + Sy - A(3z - 1)(3) + (32 - 1)! Mr + 512) 
-6(2z + SP(3z = 1P [222 + 5) + (52 - 1)] 
-6(2r + Sy'(32 = 172 + 9) 


EXEMPLO 6 
Determinar y' se y = (3x + 1 2x —5 


SOLUÇÃO 


Como y = (3x + 1'(2x 5)”, temos, pelas regras do produto e 
da potência 


y = (x + TPM - 5)" (2) + Qx — $y76(3x + 13) 


«ELE (aspe VETS 


o re Df o 1p P-S) 


Nc: oem 


O próximo exemplo interessante porque ilustra o fato de 
que, após aplicar a regra da potência a [g(x)]", pode ser necessário 
aplicá-la novamente para achar g'(x). 


EXEMPLO 7 
Determinar f'(x) se f(x) = (7x + VE +67 


jA Cody oem Cenin Asalia Cop 3 


Iowenma (3.35) 


SOLUCAO 
Aplicando a regra da potência 
f'G) = AUI « Vx 6)! D, (Tx + V? 6) 
m A+ Vi? 6) [D, (7x) 4 D, VX 8 6) 
Aplicando novamente a regra da poténcia, temos 
D, Vx «6 « D, (* « 6)? « 1 (6? « 6j? p, (246) 


t E, AM 
"24.6 9 Vr +b 


Portanto, — f'(x)e4(x « Vi FGP [74 E) 


Como outra aplicação da regra da cadeia, demonstra-se o 
seguinte. 


Se u = g(x) e g € dilerenciável, então 
*2E) ^ (2a adn, ^ ut 
D, sen u = (cos u) De u D, cos u = (-sen u) D, y 
ADUJOR A * à d rm 
Dub eiie Dea D, cot u = (-csc? u) Dx u 
NU a vii my qe 


2 noo 
D, sec u = (secar gu) Dx u ` D, esc u + (-csc u eot u} D, 


DEMONSTRAÇÃO 
Fazendo y = sen u, então, por (3.25) 


dy 
du 


Aplicando a regra da cadeia (3.33), obtemos 
dy dy du 
dx du dr 
As fórmulas restantes podem scr oblidas de maneira análoga. 


Note que o Teorema (3,25) é o caso especial do Teorema 
(3.35) com u = x, 


- cos M 


"cos u D, u 


EXEMPLO 8 
Se y = cos (54°), determine D, y e D! y 


——————————————————————ÓÓUp 3. A derivado - 48) 


SOLUÇÃO 


Aplicando a fórmula para D, cosu do Teorema (335) com 
= Si temos 


D, y =D cos (Sx) 
= [-sen (51)] D, (5?) 
= [sem (52)) (1539) 
» -15x sen (50) 


Para achar D; y, diferenciamos D, y « -15x" sen (Sx), 
Usando a regra do produto e o Teorema (3.35), obtemos 


Di y = -15i* D, sen (Si?) + sen ($i) D, (-18i2) 
= 151? cos (5x7) D, (5x?) + [sen (5x^)](-30x) 
7 -15x? [oos (5x*))(15x?) — 3x sen (5x) P 
= -225x* cos (56?) - 30x sen (Sx?) 


EXEMPLO 9 
Achas f(x) se f(x) = tg’ 4x 
SOLUÇÃO 


Note primeiro que f(x) = tg? 4x = (tg 4x)". Aplicando a regra do 
produto com u = tg dren = 3, temos 


FG) = 30g 4x) D, tg Ax = (3 tg? 4x) D, tg 4x 
Em seguida, pelo Teorema (3.35), 

D, tg 4x = (sec? 4x) D, (4x) = (sec? 4)(4) = 4 sec? 4x 
Assim f'(x) = (3 tg! 4x)(4sec? 4x) = 12 tg! Ax sec” 4x, 


EXEMPLO 10 
Determinar y' se y = sen Gx 


== n  — — 
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SOLUÇÃO 
Escrevendo y = (sen Gx)? c aplicando a regra da poténcia, 
obtemos 


y = j (sen &x) ? D. sen &x 
Em seguida, pelo Teorema (3.35), 
D, sen 6x = (cos 6x) D. (6x) = (cos 6x (6) = 6 cos x 
Conseqüentemeate, 
Y = ¿(sen Ge) t? (6 cos fx) 
3cosóx 3cosár 
" (sen 6x) " Vien Gr 
——M———— 


EXEMPLO 11 


^ Figura 3.30 exibe o gráfico de y*c052x « 2cos x para 
0 x x x 2x. Determine os pontos em que a tangente é horizontal, 


SOLUÇÃO 
Diferenciando, obtemos 
D, y = (sen 2x) D, (2x) + 2(-sen x) 
=-2sen 2x 2 sen x 
A tangente é horizontal quando seu coeficiente angular D y € 
0, isto €, se 
-2sn2r-2senx^0, ou sen2xesenx - 


Aplicando a fórmula do Angulo duplo sen 2x = 2 sen x cos x, 
temos 


2 sen x cos x + sen x = O 
ou, equivalentemente, 
Assim, ou 


sen x (2 cosx + 1) « 0 


senx «0 ou 2cos xs 1e 0; 
isto €, 


$en x «( ou cosge] 


As soluções destas equações para O « x x 2x são 


EXERCÍCIOS 3.6 


Expresse a resposta em termos de x. 


n yz uua ed 
b 2 ye += unas Sr 
3 ya Us uE 
4 y-3 a2; unde 
ER uma 


6 yusi; usa 
* Exeres. 7.62: Calcule a derivada. 
7 fü)e(8 - 34 8 

8 Jl) = (4? + 28 - x = 3j 

9 gi) - (Ex - 75 

10 Mo) = (S - 2c 1)? 


U fols crt 


4-41 
(2r+ 3 


3 ft) - (89 - 28 «4-77 
TA gl) (9 Bê + 19) 


1? dx) - 


Feres. 1-6: Use a regra da cadeia para achar Y e 
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0, x, 2x, 243, 423, 


As duas soluções x = (e x = 2x mos dizem que as tangentes são 
horizontais nos postos extremos do intervalo [0, 2x]. As solu» 
ges restantes 2/3, x e 43/3 são as coordenadas-x dos pontos P, 
Q e R mostrados na Figura 3.30, Usando y = cos 2x + 2 cos x, 
vemos que as tangentes horizontais ocorrem nos pontos 


(0, 3), (2:49, -1,5), (x,-1), (42/3, -1,5), (2x, 3) 


Se quisermos apenas soluções aproximadas, então, a menos de 
um décimo, obtemos 


(0; 3), (2,1; 1,5), (3,1; 1), (42; -1,5), (6,3; 3). 


so MM M M HH —— — 


1$ Flv) - (17v - spo 

16 st) = (4 - 3P + 20? 

17 Nix) = (6x - (Se + 9P 

18 f(w) (202 — 3w 4 Iw 4 23 


»gi)- f- jj 


3 
20 st) = 21) 


21 Mr) VESTIT 

22 He) = (2-9 4 8) 

uU MEI 
Gm dE 26 K(x) - Vc «2x8 3 

2 Ma ys DA f) - (ro VT 3 

29 Mx) = sen (à? + 2) MO fti) = cos (4 - 24) 

31 H(8) = cos! 30 32 pix) = sen! (0) 

A d — M Afe) = cse (2? + 4) 

35 Mis) = ca (9-25) — 36 f(x) 18 (20 « 3) 
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A piw) = tg? 6w 


MM ses! 4 40 Af(x) = sec (1x?) 
4 NU eat qu Se A2 Gs) es exc (1) 
A3 MOD ag One o 44 Hu) 10 sec? 4u 
A Nope eme cus Su 46 piv) e sen 4v csc dv 
A Teo col Or à 1) 48 air) e send + 3)* 
BR fla) ap! 2i = sec? 2e 

RA 24 - see 24)" 

M fla) sen Ye + Vscnx 

M fida VS Ar 

3 A0) 9 cor! VY - 8I 

BA aii) = Ven 2r — cm Jr 

deva" Paga T 

"i qt 

NY Mir) sec dr d 60 Fís) Vos Es 
$ed aet 62 fü) e sen! 22v cos Zr 


Puerca, 63458: (a) Determine equações da tangente 
Ela munal oe gráfico da equação em P, (b) 
Miemie a comlenadar mo gráfico em que a 
Mgr nte € hmrirvatal 


AD ysph^ Rev IA PO, 81) 
GE y sq gym P, 1) 


+ 


"T t ' J: 21,32) 
yo; P(A, V3) 
bl y- iee sen Ae P(0, 0) 
ve ron Za IU, 1) 


Viveros 49:74: Calcule a primeira € a segunda de- 


tiv das. 


M kr) Vs 70 Ms) « ($ + 4) 


TW Ar) (46 7 72 fis) XXI 


73 f(x) - sen? x 74 Gl) = sec? 4r 


Exercícios 75-76: Use diferenciais para obter uma 
aproximação do valor. 


m 


75 VES (Sugestão: Tomar y = Vr.) 
76 VIS 


77 Se um objeto de massa m tem velocidade v, estão 
ssa energia sinética K é dada por K = mv”, Se 


v € função do tempo t, use a regra da cadela para 
estabelecer uma fórmula para dK/di. 


78 Ao ser inflado um balão esférico, scu raio r é 
função do tempo t. Se V éo volume do balio, 
usc a regra da cadeia para estabelecer uma 
fórmula para dVidr. 


79 Ao ses sagada no espaço uma nave espacial, o 
peso de um astronasta decresce até atiagir um 
estado de imponderabilidade. O peso W de um 
astronauta de 150 lb a uma altitude de x quilò. 
metros acima do nível do mar é dado por 


1 
6100 | 
Tem 6400 + x 


Se a nave se afasta da terra À razão de 6 ken/s, a 
que taxa decresce W quando x = 1.000 km? 


80 A relação comprimento-peso de certo peixe do 
Pacífico é dada por W = 10,375 1% onde L é o 
comprimento em metros e W é o peso em 
quilogramas. A taxa de crescimento do compri- 
mento dids é dada por 0,18 (2-1) onde t é o 
tempo em amos. 


(n) Estabeleça uma fórsvla para a taxa de cres- 
cimento no peso d'Widr em termos de L, 


(b) Use a fórmula em (a) para estimar a taxa do 
crescimento do peso de um peixe que pesa 
20 quilogramas, pe 


81 Se K()efüix) e se f(2)=-4,2(2)=2, 
F(2) = 3 e g (2) = 5, determine 12) e X(2). 


82 Sejam p, q e r funções tais que pfe) = q(r(z)). Se 
(3)=3,(3)=-2,1(3) = 4 € (3) = 6, determine 
FO) e p). 


83 Se ftr)  g( Mt) e sc f(4) =3, g(4) 3, M4) = 4, 
f'(4) « 2 e g'(4) = -5, calcule Ata) 


84 Se dije) e se vü)e-1, (0) 0, 
m0) = -1, (0) » -3, e (0) =2, calcule w0). 


-— c 


985 Seja h = f o ¿Tena função diferenciável. A tabela 
a seguir telaciona alguns valores de f cg Use o 
Exercício 51 da Seção 32 para obter wma apro- 
ximação de A'(1, 12). 


x | 2220 | 2220 | 22000 
“no | «ox | 49818 Em 


[x | nao | axo | xax | 
REESE: 


87 Sc f € diferenciável, use a regra da cadeia para 
provar que 


(a) se f é par, entio fº é impar 
(b) se f é impar, emio fº é par. 


Use funções polinomiais para dar exemplos de 
(a) e (b). 


88 Use a regra da cadeia, a fórmula da derivação 
pora D, sen v, junto com as identidades 


mem 


para obter a fóremla para D, cos x 
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89 Os pinipedes são uma subordem dos mamiferos 
carávoros aquálicos, tais como focas e mersas, 
cujos pés evoluem para nadadeiras. A relação 
compeimento-peso durante o crescimento feral é 
dada por W « (6 x 1022", onde L é o compri- 
mento em centímetros e W € o peso em quilogra- 
mas. 


(a) Usc a regra da cadeia para estabeleces uma 
fórmula para a taxa de crescimento no peso 
em relação ao tempo t. 

(b) Se o peso de uma foca é de 0,5 kg e varia à 
razão de 04 kg por mês, qual a taxa de 
variação do comprimento? 


90 A fórmula pasa a expansão adishática do ar é 
pel = c, cade p é a pressão, v o volume e e uma 
constante, 


91 A área da superficie curva de um cone circular 
reto de altura h e raio da base r é dada por 
S= nr VI? M7. Para um certo cone, r = 6 cm. A 
altura é medida em 8 centímetros, com um emo 
máximo de medida de 20,1 centimetros, - 


(n) Calcule $ a partie das medidas e use diferen- 
Ciais para estimar o erro máximo mo cálculo, 


(b) DE uma aproximação do erro percentual. 


92 O período T de um pêndulo simples de compri- 
mento 1 pode ser calculado pela fórmula 
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3.7 DIFERENCIACÁO IMPLÍCITA Os gráficos de f e g são os semicírculos superior e inferior, 


Dada a equação 
y-28-3, 


costumamos dizer que y é uma funcáo explícita de x, pois 
podemos escrever 


y= f(x) com f(x) = 26-3 

A equação Ad -2y=6 

define a mesma função f, pois, resolvendo em relação a y, temos 
-ly = Ad 46, 04 yo 2-3 


Para o caso 4x? — 2y = 6, dizemos que y (ou f) é uma função 
implícita de x, ou que f é a definida implicitamente pela equação. 
Substituindo y por f(x) em 4c — 2y = 6 obtemos 


Ae = 2f(x) = 6 
AP - 228 -3) - 6 
Ad -4).6-6 


A última equação é uma identidade, pois é válida, para todo x 
no domínio de f. Esta é uma característica de toda função f 
definida implicitamente por uma equação em x e y; isto é, fé 
: implícita se e somente se a substituição de y por fx) conduz a 
uma identidade, Como (x, f(x)) é um ponto do gráfico de f, a 
última afirmação implica que o gráfico da função implicita 
coincide com uma parte do (ou todo o) gráfico da equação. 


No próximo exemplo mostraremos que uma 
e y pode definir mais de uma função implícito. ici 


* > 


EXEMPLO 1 


Quantas funções distintas são definidas implicitamente pela 
equação x! + y? = 1? 


SOLUÇÃO 


O gráfico de x! « y! «1 é o círculo unitário com centro na 
origem. Resolvendo em relação a y em termos de x, obtemos 
yea Vio 
Duas funções f e g definidas implicitamente pela equação são 
fi) -V-X e 0-11 


respectivamente, do circulo unitário (veja a Figura 3.31(i) e (ii). 
Para achar outras funções implícitas, podemos considerar um 
número arbitrário a entre —1 e 1 e definif a função k por 


Vi-x se-lbxmxa 
an Mis scatxsl 


Gi) 


10) (i) 

y y y 
= xe : ue 
Figura 3.31 


A Figura 331(i) dá um esboço de k. Note 
descontinuidade tipo salto em x = q. A função 
implicitamente pela equação x? + y = 1, pois 


x + ep! 


para todo x no domínio de k. Dando a a diferentes valores, 
podemos obter tantas funções implícitas quantas quisermos. 
Muitas outras funções são definidas implicitamente por 
x +y « 1,00 gráfico de cada uma é uma parte do gráfico da 
equação. 


que há uma 
k é definida 


Se a equação 
ye3y- A - 5x1 
define uma função implícita f, então 
[fG))* + LJ] - 4? = Sx + 1 


para todo x no domínio de f; todavia, não existe uma maneira 
óbvia para resolver em relação a y em termos de x de forma a 
obter f(x). É possível dar condições sob as quais uma função 
implícita existe e é diferenciável em pontos do seu domínio, 
entretanto a demonsiração exige métodos mais avançados e é 
omitida, Nos exemplos que seguem admitiremos que a equação 
dada em x c y define uma função diferenciável f tal que se y é 
substituído por f(x), a equação se toma uma identidade para todo 
x no doménio de f. Pode-se então achar a derivada de f pelo 
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método da diferenciação implícita, segundo o qual diferencia- 
mos cada termo da equação em relação a x. 


Ao aplicar a diferenciação implícita, € muitas vezes seces- 
sso considerar D(y) para alguma função desconhecida y de 
x, digamos y = f(x). Pela regra da potência (3.34) com y =a, 
podemos escrever D Ly”) em qualquer uma das seguintes formas: 

Den! Dyan y en E 
Como a variável dependente y representa a expressão f(x), é 
essencial multiplicar ny""* pela derivada y ao diferenciarmos y 
em relação a x. Assim, 


D, (y) » ny^*, à menos que ye x. 
EXEMPLO 2 
Supondo que a equação y* + 3y - de! = Sr + 1 defina, implicita- 


mente, uma função diferenciável f tal que y = f(x), determine 
sua derivada, 


SOLUGÁO 
Consideramos y como um simbolo que denota f(x) e a equação 
como uma identidade para todo x mo dominio de f. Como as 
derivadas de ambos os membros são iguais, ob^emos: 
D, (y + 3y - 4e) =D, (Sx 4 1) 
D, (^) +D, (3) - D, (40º) = D, (Sx) + D, (1) 
yy +. 540 
Resolvemos agora em relação a y”, obtendo 


(4p? + 3)y «12: 4 5, 
12 +$ 
- gu 4.3" 
desde que 4y* +3 0. Assim, se y = f(x), então 
Br 
P9 TEE 


As duas últimas equações ma solução do Exemplo 2 
evidenciam uma desvantagem da utilização do método da 
diferenciação implícita: a fórmula de y” (oo f(x) pode conter a 
própria expressão y (ou f(x)) Mesmo assim, essas fórmulas 
podem ser muito úteis para a análise de f e seu gráfico, 


No próximo exemplo utilizamos a diferenciação implícita 
para determinar o coeficiente angular da tangente em um posto 
Fa, b) do gráfico de uma equação, Em problemas deste tipo 
admitiremos que a equação define uma função implicita f cujo 
gráfico coiscide com o gráfico da equação para todo x em algum 
intervalo aberto costendo a, Note que, como Pa, b) é um ponto 
do gráfico, o par ordenado (a, b) deve ser uma solução da 
equação, 


EXEMPLO 3 

Determine o coeficieme angular da tangente ao gráfico de 
y + yd  Sx + 1 

no ponto P(1, —2). 


SOLUÇÃO 
O ponto P(1,-2) está no gráfico, pois fazendo x = 1 cy=-2, 
vem 

(2) + 3(-2) - 4(1 = 5(1) + 1, ou 66. 


O coeficiente angular da tangente em P1, —2), € o valor da 
derivada y” quando x = 1 € y» —2. A equação dada é a mesma 
que a do Exemplo 2, onde obtivemos y' = (127 + SM4y? + 3). 
Substituindo x por 1 e y por -2 obtemos o seguinte, onde 
y], xy denota o valor de y' quando x = 1 ey--2 


AMIPAS Y 
Yl. "a3 +37 29 


EXEMPLO 4 
Se y= f(x), onde f é definida implicitamente pela equação 


X 4 y! 7 1, determine y. 


SOLUÇÃO 


No Exemplo 1 mostramos que há um número ilimitado de 
funções implícitas definidas por x^« y! 1. Tal como no 


WIBLIOTECS 
" d A BN i " ^ 
eel E o^. DME/UFCC 

"VITE its E NOS 


GANDG., -0S 


ENTRE iS 
S EM 


DIA 
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e D, (ey) * x D, y + yD, (x?) 


Exemplo 2, diferenciamos ambos os membros da equação em 
relação a x, obtendo 


D, (8) * D, G7) * D, (1) 
2x + 2yy' ^0 
y 


y se y.0 


O método da diferenciação implícita dá a derivada de 
qualquer função diferenciável definida por uma equação em duas 
variáveis. Por exemplo, a equação x^ +y? 1 define muitas 
funções implícitas (veja o Exemplo 1). Pelo Exemplo 4, o 
coeficiente angular da tangente no ponto (x, y) em qualquer dos, 
gráficos da Figura 3.31 é dado pot y”  —x/y, desde que a derivada 
exista. 

EXEMPLO 5 
Determine y' se 4xy! -xy « 2) - Sx + 6 0. 
SOLUÇÃO 


Diferenciando ambas os membros da equação em relação a x 
temos 


D, (day) =D, (£y) + D, (2) - D, (Sx) + D, (6) = D, (0) 


Como y denota f(x) para alguma fusção f, deve-se aplicar a 
regra do produto a D (4xy?) e D, (y). Assim 


D, (Ax?) = 4x D, (y) + y D, (Ax) 
= Ax(3y)y) + y 14) 
c 12xy' + 4y 


=y + y(2x) 


Substituindo essas expressões na primeira equação da solução e 
diferenciando os outros termos, obtemes 


(12xy)y! + 4) - ty + Lg) +30 - 54 0 
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Agrupando os termos que contém y e transpondo os cultos 
termos para o membro direito da equação, temos: 


(12x! -ry 5-30 4 23y - 4! 
Conseqüentemente, 


EXEMPLO 6 
Determine y ', se y «x? sen y. 


SOLUÇÃO 


Diferenciando ambos os membros da equação em relação ax c 
usando a regra do produto, obtemos 


D, y «x! D, (sen y) + (sen y) D, (°) 


Como y = f(x) para alguma função (implícita) f, temos, pelo 
Teorema (3.35), 


D, sen y = cos y D. y 


Usando esta equação e o fato de que D, (x) - 2x, podemos 
reescrever a primeira equação da mossa solução como 
D, y = (47 cos y) D, y + (sen yY(2x), 
ou y'= (à cos yhy + 2x sen y 
Finalmente, resolvemos em relação a y' como segue: 
y' (P cos y) = Ze sen y 
(1x2 cos y)y! = 2x sen y 


desde que 1-17 cos y 4 0. 


No próximo exemplo calcularemos a derivada segueda de 
uma função implicita. 
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EXEMPLO 7 
Calcule y”, se y + 3y - 4? = 5x4 1 


SOLUCAO 


A equação já foi estudada no Exemplo 2, na qual verificamos 
que 


128 +5 
TE 
Logo A EH 


Aplicamos agora a regra do quociente, diferenciando implicita- 
mente como segue: 


(4p +3) D. (128 * 5) - (1268 4 5) Day +3) 
SR — > 


(4? + 3241) - (127 + 511 
o E 20 


Substituindo à valor de y”, temos 


120 +5 
(4? + 34241) - (120 + 5). dl 4953) 
gv (443 


e y? « 3241) - 12 (1288 4 Sy 
(4*3) 


—————————M—  — —— 


Faena EU Aditindo que a equação determine uma 9 yvy 7 
hin des «elenco add f tal que y = f(x), calcule y ', 


E h 
EI 
ES | 
AS 

85 ay dy'-0 
ted dept o Deu 
! à s vy - 100 


n ata y 1s4 


10 2 - V3 + y = 16 
H sea y x y! 12 x = sen (xy) 

33 y= cse (xy) M yd ux sec y 
15 Y «1 c0s y 16 xy = tg y 
AAN PA 


Exercs. 19-22: Dão-se a equação de uma cerva 
clássica € seu gráfico, para constantes positivas 
a € b. (Para maiores detalhes cossulte qualquer livro 
de geometria analítica.) Determine o corficieme 
angular da tangerse no ponto P, para os valores dados 
de ac b. 


19 Ovais de Cassini: (1 « y! « a! ade bh 
2-72, b« V6, P2, V) 


e<b 4d» 


—— 


20 Folium de Descartes: x? « y? — 3axy = 0; Exercs. 23-28; Determine o coeficiente angular da 


4-4, AGO tangente ao gráfico da equação em P. 
i 23 xy + 16-0 P(-2, 8) 
24 y! - Ad - 5; MAI 


252?0-£y«p-1«0 — P(2,-3) 
26 3 «Ax - x! seny-4 «0; Pit, 0) 
27 ryesnyen P, 2x) 
28 y? + 3y - 27; P, 3) 


Exercs. 29-34; Admitindo que a equação defina wma 
fuexho f tal que y = f(x), calcule y”, se existir. 


19 3844 «4 M 53-29 -4 
21 Lemniscata de Bernowlli: (nº + yf « 20%ay ; 33 Pepel M xy s1 
a-vV2, PL, 1) 33 seny + y ex M cosy ex 
y Exercs, 35-38: Quantas funções implícitas são defi- 
nidas pela equação? 


35 i5ày*- 1-0 M attynt 
, Met e 38 cos x + sen y «3 


39 Mostre que a equação y^ = x defias um aúmero 
infinito de funções implícitas, 


40 Use a difesenciação implícita para mostrar que. 
se P é um ponto do círculo x? + y? = a°, emio a 
Usgente em P é perpesdicula a OP. 


41 Suponha que 32 dy? + dy 12 defina uma 
função diferencióvel f tal que y= f(x) Se 
f(2) « 0, utilize diferenciais para aproximar a 
variação de f(x) se x varia de 2 a 1,97, 


22 Conchoide de Nicomedes: 
br - aye + y!) = by; 


e=2, b=4, PIS, 1) 


—— — -e — — ——Ó—— (€ 
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42 Suponha que x^ «xy + y! = 19 determine uma como Método de Euler, pode ser repetido 
fenção diferenciável f tal que y= f(x). Se para obter aproximações de outros pontos do 
F(1,2) é um posto do gráfico de f, aproxime, gráfico.) 
por meio de diferenciais, o valor b da coordena- 44 Suponha que sen x + y cos y = -2,395 defina uma 
da-y do ponto Q(1,1; b) do gráfico. função diferenciável f tal que y = f(x). 

(8143 Suporha que x xy! 4,0764 determine oma (a) Sc P(2,1; 3,3) é uma aproximação de um 
função diferenciável f tal que y = f(x). ponto do gráfico de f, usc (3.31) para obter 
uma aproximacko da coordemada-y de 
(a) Se P(1,2; 1,3) e 0(1,23; b) estão no gráfico, Q(.12; b). 
use (3.31) para aproximar b. 
(b) Aplique o método de (a), com (12,12; b), 
para obter uma aproximação da coordenada: y de R(2,14; c). 


de R(1,26; c). (Este processo, conhecido 


3.8 TAXAS RELACIONADAS 


Suponha que duas variáveis x e y sejam funções de outra variável 1, 
x-f() e y gt) 


Por (3.7)(ii), podemos interpretar as derivadas dx/dr e dy/dt como 
as taxas de variação de x e y em relação a t. Como caso especial, 
se f c g são funções positivas para pontos que se movem em 
uma reta coordenda, então dedre dyídi são as velocidades desses 
pontos (veja (3.2)). Em outras situações essas derivadas podem 
representar taxas de variação de quantidades físicas. 


Em certas aplicações, x e y podem estar relacionadas por 
uma equação como xè- y? - 2x 4 2y? - 2 = 0. 


Diferenciando esta equação implicitamente em relação a 
t, obtemos 


E US SAD gc 


Aplicando a regra da potência (3.34) com 4 como variável 
independente, temos 


de ¿Y ¿de dy 
Aa Ya? 
As derivadas dx/dr e dyldi são chamadas taxas relacionadas, 
porque estão relacionadas por uma equação. Tal equação pode 
ser usada para achar uma das taxas, quando se conhece a outra. 
Os exemplos seguintes dão várias ilustrações. 
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EXEMPLO 1 


Duas variáveis x e y são funções de uma variável t e estão ligadas 
pela equação 

» -2y 45x16 
Se dx/dt = 4 quando x = 2 € y =-1, determine dy/dt, 


SOLUÇÃO 
Diferenciemos implicitamente a equação em relação a t como 
segue; 
dis d tai d 
q Y 697 016) 


de ¿Y ¿E 
arta 0 


PT D 
GC «555 775 
dy 3 5 dx 
di dy dt 


A última equação é uma fórmula geral que relaciona dx/di € 
dyldt. Para o caso especial dx/dt = 4, x «2 € y= =l, obtemos 


dy MAS ynn 
au" 4(-1) E 17 


EXEMPLO 2 


Uma escada de 6 m de comprimento está apoiada em uma parede 
vertical. Se a base da escada começa a deslizar horizoetalmente, 
à razão de 0,6 m/s, com que velocidade o topo da escada percorre 
a parede, quando está a 4 m do solo? 


SOLUÇÃO 
Comecemos por esboçar a posição geral da escada conforme a 


Figura 3.32, onde x denota a distância da base da parede à hase 
da escada e y denota a distância do solo ao topo da escada 
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Consideremos a seguir o problema abaixo, que envolve as 
taxas de variação de x e y em relação a t; 


Dado: dt - 0 ms 


Achar- Y quando y«4m 


Pode-se obter uma equação relacionando x e y e aplicando 
o teorema de Pitágoras ao tridngulo retângulo formado pela 
parede, pelo solo e pela escada (veja a Figura 3.32), Obtemos 


x! y 36 


Diferenciando ambos os membros da equacáo implicitamente 
em relação à 1, temos: 


desde que y 0. 


A última equação éunsa fórmula geral relacionando as duas 
taxas de variação dx/dr e dy/dt Consideremos então o caso 
especial y = 4. O valor correspondente de x pode ser dado por 


x44 -36 ou x'«20 
Assim, x = V quando y = 4. Levando em conta esses valores 
na fórmula de dy/dr, obiemos 


dy, YN 
dr*7 g (06) «07 mis 


Eis algumas diretrizes para resolver problemas de taxas 
relacionadas do tipo ilustrado no Exemplo 2. 


é Ep dis introduzidas em 2. , 
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Ade c OL Gh hs mg x M do ym $ T 
|2 Esbojar | y, áfico do problema € rotulá-Jo- adequa. 
is “damente, i o variáveis para representar quam 


113 “Escréver lodos os fatos conhecidos, expressando as 
EUH de as euo erede da 


lr Ds —— 


antro DiteréricaarÁ Eligio obtida em 4 implicitamente em . 
Au RATE x 


(6 usi s função pelod viloló tax comidos > 
- obtendo à taxa de desejada. ja 


Um erro comum consiste em antecipar a introdução de 
valores numéricos específicos para as taxas € quantidades 
variáveis. Tenha em mente que se deve, primeiro, obter uma 
fórmula geral que relacione as taxas de variação, em um instante 
arbitrário t, Os valores numéricos só devem ser introduzidos no 
estágio final do processo de resolução do problema, 


EXEMPLO 3 


À 1h o navio A está a 25 milhas ao sul do navio B. Se o navio 
A está navegando para o oeste à razko de 16 mi/h e o navio B 
está navegando para o sul à razão de 20 mi/h, determine a razão 
na qual varia a distância entre os navios à 1h30 mia. 


SOLUÇÃO 


Denotemos por £ o número de horas após ih. Na Figura 3.33, P 
e Q são as posições dos navios à 1h, x e y são os números de 
milhas por eles percorridas em t horas, e z é a distância entre os 
navios após r horas. Nosso problema pode ser enunciado como 


E dx e o I mi 
Dados: dy Emih e g 20 mih e 
Determinar: dt quando te 1h 

dt i 


Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo da Figura 
3.33, obtemos a seguinte equação geral ligando as variáveis x, 
yez 


Pod €4(25-yy 


| 
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Diferenciando implicitamente em relação a t e aplicando as 


regras da potência e da cadeis, obtemos 
d 
ELO) Ls yr 
q e 205 0- 2) 
LEM ag 
UN ito 29 
À 1h30 min. os navios viajaram meia hora c 
x=1(16)=8, y=1(20)=10, e 25—y «15. 
Conseqdentemente, 
7644225289, ou z= 28) =17 
Levando em conta a última equação que envolve dz/dt, temos 
17 8(16) + (-15)20) 


d qm 
4*7 y 910,12 mih. 


O sinal negativo indica que a distância entre os navios está 
diminmindo à 1h30 min. 


Outro método de resolução consiste em escrever x = 16t, 
y= Mi, e 


2= [e + (25-yP "e [2568 + (25 - 200p]? 


Pode-se então achar a derivada dz/di, e a substituição de t por 
} dá a taxa de variação desejada. 


EXEMPLO 4 


Um tanque tem a forma de um cone circular reto invertido, com 
4 de altura e 2 m de raio da base, Se a água entra no tanque à 
razão de 0,001 m*/min, calcule aproximadajnente a razão na qual 
o nível da água está subindo quando a profundidade é de 1 m. 


SOLUÇÃO 
Começamos fazendo um esboço da situação (Figura 3.34), com 


r denotando o raio da superficie de água quando a profundidade 
é h. Note que tanto r como h são funções do tempo r, 
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Em seguida: 


Dado: a = 0,001 m/min 


Determinar: dd quando h « 1m 


O volume V de água no tanque correspondente à profun- 
didade ^ é 


Ve lanh 


Esta fórmula de V relaciona V, r e h. Antes de diferencias 
implicitamente em relação a 4, expeessemos V em termos de uma 
única variável. Atentando para a Figura 334 e utilizando 
semelhança de tridagulos, obtemos 

EXA 

h 4 2 
Conseqüentemente, à profundidade hi, 

2 
Lim, a 
v=52(3) h- 12 xii. 


Diferenciando implicitamente a Última equação em relação a t 
obtemos a seguinte relação geral entre as taxas de variação de 
Ve de h no instante f; 


dV 1 adi 
da tdi” 
Se k ^ 0, uma fórmula equivalente é 
di 4 dV 
de xi de 
Finalmente, fazendo h = 1 e dVidr = 0,001 m'/min, obtemos 
di ^45 qu. 
de ap UO 1,27 m/min 
s0,001 


EXEMPLO 5 


Um farol giratório faz uma revolugáo em 15 segundos. O farol 
está a 60 m do ponto mais peóximo P em uma praia retilínca, 
Determine a razão ma qual um mio de luz do farol está se 
movendo ao longo da praia em em ponto a 150 m de P. 
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Figura 330 


SOLUÇÃO 


A Figura 3.35 é um diagrama do problema. B denota a posição 
do farol e $ € o ángulo entre BP e o mio de luz até o ponto S 
na praia a x unidades de P. 


Como o farol faz 4 revoluções por misuto, o ángulo $ varia 
à razão de 42x radianos por minuto; isto é, dgidr = Ex. Do 
triángulo PES temos: 
wei 
ou 1-60 4 
A taxa à qual o raio de luz percorre a praia é 


di 0 sec! q Ë = (60 sec” 48) = 480 sec! 4 
Se x= 150, BS = VED + 150 = 426,100 = 104381 e 


MARS 


Logo, di = 480 x sec 4 = 480 x TEE = 3.480 m 10.993 m/min 


— 


EXEMPLO 6 


A Figura 3.36 mostra um painel sofas de 3 m de largura equipado 
com um ajustador hidráulico, À medida que o sol se eleva, o 
painel é ajustado automaticamente de modo que os raios do sol 
incidam perpendicularmente nele. 


(a) Determine a relação entre a taxa dyii à qual o painel deve 


ser abaixado e a taxa didi à qual o ângulo de inclinação 
dos raios aumenta. 
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(b) Se, quando 8 = 30", ddt = 15"/h, determine dy/dt, 


SOLUÇÃO 


(a) Denotando $ o ángulo BAC da Figura 3.36, então, 
pela geometria plana, $790 -80-!1-8, Como 


deldi = ddr, y decresce à mesma razho à qual $ cresce. 


No triángulo BAC, vemos que 
A. 
sene 10 
ou 


y = Mb sen $ = 30 sen (1 x — 0) 


Diferenciando implicitamente em relação a £ e usando a 
identidade cos[| x — 0) = sen O vem 


% 3 cos (1x - 0) o dto 


(b) Transformando em radianos: 15º = 1S(U180) = 2/12. td. 
Fazendo dü/dt = 1/12 rd/h € 0 = 30" = z/6 na expressão de 
dyidt, obtemos 


Qaem 


————— M —— — 


EXERCÍCIOS 3.8 


a Ó 


Execs, 1-8; Admita que todas as variáveis sejam 
frações de r. 


1ScA- e "AE quando x» 10, 


da 
A 


2 Se Supe Si =- 2 quado: « 3, determine É, 


3SeVe-Sp e Les quando Y =-40, 


4 Se P«3w e SE = quindo P=9, 


determine r1 


S Sex «M e2y- 10e 22 quando x- 3e 


y =-1, determine Y. 


6 Se 2 =r? 4 Ax -10 € "EE 


quado 1=-2e y = 1, determine s 


7 SeXdys2r- -32 € d sa quesdo x42c 


di 
y *—3, determine dr 
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8 Se ay? - dy e 44 e Eus quando x «-3e 


y*2, determine dr 
9 Ao ser aquecida uma chaga circular de metal, seu 
dikmetro varia à razão de 0,01 cm/min, Detezmi- 
me a taxa À qual a área de uma das faces varia 
quasdo o dideneiro está em 30 cm. 


10 Um incêndio em um campo aberto se alastra em 
forma de círculo. O raio do círculo aumenta à 
razão de 1 m/min. Determine a taxa à qual a área 
incendiada está aumentando quando o raio é de 
70 m. 


11 Gás está sondo bombrado para wm balão esférico 
à razão de 0,1 m/min. Ache a taxa de variação 
do raio quando este é de 0,45 m. 


12 Suposka que uma bola de neve (esférica) esteja 
$6 derretendo, com o raio decrescendo à razão 
constante, passando de 30 cm para 20 cm em 45 
minutos, Qual a variação do volume quando o 
maño está com 25 cm? 


13 Uma escada de 6 m de comprimento está apolada 
em uma parede vertical. Se a base da escada 
começa a deslizar horizoetilmesse à razão de 
1 m/s, com que velocidade o topo da escada 
percorre a parede, quando está a 2,5 m acima do 
solo? 


14 Uma pessoa paste do posso A em diseção leste a 
3 m/s. Um minuto depois, ostra pessoa parte de 
A em direção porte a 2,5 més. A que taxa está 
variando a distância entre elas 1 minuto após a 
partida da segunda pessoa? 


15 Uma luz está so alio de em poste de $ m. Um 
menino de 1,6 as se afasta do poste à razão de 
1,2 mis A que taxa se move a ponta de ssa 
sombra quando ele está a 6 m do poste? A que 
laxa sementa o comprimento de ses sombra? 


Exercício 15 


16 Um homem em um cais poxa um bote por uma 
amasrada à peoa do mesmo a 0,5 m acima 
do sível da água c passando por uma pola 
simples localizada na beira do cais a 2,5 m acima 
de sível da água. Sc ele puxa a conta à razão de 
0,5 m/s, com que velocidade o bote está se 
aproximando do cais quando a peoa está a 8. m 
de distincia de um ponto dirctamente abaixo da 
polia? 


17 A parte superior de um sitem a forma de ves 
bemisfério de 1,5 m de mio e está revestida 
wniformemente de uma camada de gelo. 
espessura da camada de gelo decresce à razão de 
0,6 cm/h, qual a taxa de variação do volume de 
pelo quando a camada lem 5 cm de espessara? 


18 A areia quo vaza de um depósito forma uma palha 
cómica cuja altura é sempre igual so rajo, Se a 
altura da pilha aumenta À razão de 15 em/min, 
determine a taxa à qual a meis está escoando 
quando a altura da pilha é 25 cm. 


4 19 Uma pessoa que solta um papagaio segura a corda 


a 1,5 m do solo; a corda é liberada à razão de 


: - 0,6 mus sa medida em que O pepagio se move 


borizontilesente a uma altura de 33,5 m. Supoado 
que a corda fique sempre tensa, determine a taxa 
à qual o papagaio está se movendo no iastante 
em que foram liberados 38 m de corda, 


3 C => 
3 E ra 


20 Um balão de ar quente sobe verticalmente à 
medida que uma corda, amasrada à sua base, é 


B. liberada à mado de 1 min, O comete! que libera 
Po a coda está a 6,5 m da plataforma cede os 


, passageiros embascam (veja a figura). A que taxa 
o balão está ssbindo quando tiverem sido Iibera- 
dos 150 m da corda? 


21 A lel de Boyle para gases confinados afirma que, 

. $e A temperatura permasece constaste, então 

, pvc, code p é a pressão, v o volume e c uma 

' Myr à A certo instante, o volume é 
¿1,230 com, a pressão é de 206 ldem? ca persido 

." decresce à razão de | kmycm”. Ees que taxa está 
¿ vasiando o volume nesse instante? 
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22 Um cabo de 30 e de comprimesso e 10 cm de 
dilesetro € submergido em água do mar. Em 
virtude da corrosáo, a área da superficie do cabo 
decresce à razão de 4.500 cos Jano. ignorando a 
corrosão nas extremidades do cabo, ache a taxa 
à qual o diâmetro está dimissindo, 


23 As extremidades de vem cocho de 2,5 m de compri- 
mento são trilesgulos equildteros cujos lados tëm 60 
em de comprimento (veja a figura) Se a água est 

cocho à razão de 142 U/min, determine 
a taxa em que o nível da ¿gua está subindo quando 
a profuedidade da água é de 20 em, 


14 Faça o Exescicio 23 no caso de as extremidades 
do cocho terem a forma do gráfico de y = 2x entse 
os pontos (-1, 2) e (1, 2). 


3$ A iren de um trilagulo equilitero decresce à 
12250 de 4 ce" Jen. Determine a taxa sa qual o 
comprimento do lado está variando quando a área 
do triángulo é 200 em”. 


gd 7r rag obtenida 
0,28 mh Qual a taxa de variação do (alo 
quando o volume está em 11 m 


27 Joga-se vma pedra em um lago, produrindo ondas 
cicelares cujos raios wecwentam a uma sazio 
constante de 0,5 m/seg. A que taxa está aee 
tando a circosfeséscia de uma onda quando o sabo 
6 de 4 m? 


23 O campo de certo jogo tem a forma de um quedado 
de 20 m de lado. Um dos vértices é a ponto de 
partida, e os outros são as bases. Se um jogados 
está correndo de segunda para a terceira base à 
B ms, a que taxa sos distância da origem emb 
variando quando ele está a 6 es da tesceira base? 
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19 Dando dois resistores Ri e Ri são ligados em 
paraleba (veja a figura a seguis), a eexisténcia toca! 
Md dida pela equação LR = (1/R1) + (1/Ry). Se 
My € Hs estão aumentando às taxas de 0,01 ohm/s 
CA ohms respectivamente, a que taxa varia R 
se insane em que Ry = 30 ohms e Ra = 90 ohms? 


Mo A fórmula da expasso adiabática do ar é 
pU o e, onde p é a pressão, v o volume e c é 
uma constaic, Em cesto instante a pressão é 
LII dmca? e está aumentando à razão de 
Y alarcon? por segundo. no mesmo instante, 
w volume € de 60 cm, determine a taxa de 
verso do volume. 


be um tanque esférico de rajo e contém água a 
vina profundidade máxima A, então o volume V 


de água no tanque € dado por V = ; re = k). 
sponhamos que um tanque esférico de 5 m de 
tabò esteja sendo enchido à razão de 4 m /mia. 


Dè uma aproximação da taxa à qual o nível de 
Agnus está suhindo quando h = 1,5 m. 


M Uns depónato esférico está recoberto uniforme- 
mente por uma camada de gelo de 5 cm de 
espesura. A medida que o gelo derrete, a taxa 
n» qual o volume de gelo diminul é diretamente 
prepoeciónal à taxa em que a drca da superficie 
decresce. Mostre que o diámetro extemo está 
decrescendo a uma taxa constante. 


Iha beira de um rochedo 60 m acima de em lago 
n menino deixa cait uma podra c, dois segundos 
após, deixa cair outra pedra da mesma posição, 
Euvcuta a taxa ga qual a distiscia entro as pedras 
sera durante o próximo segundo. (Admita que a 


¿host recu E de ira cad 
em queda livro é 4,9 t m) 


- 
- 


linsa vara de metal tem a forma de um cilindro 
amuli veto. Ao ser aquecida a vara, seu com- 
premento aumenta de 0,005 cm/mis e seu dikene- 
tro aumenta de 0,002 eminin. Qual a taxa de 
vati io do volume da vara quando seu commpri- 
menh € de 40 cm e seu diimetro 3 em? 


35 Um avião está voando a uma velocidade constan: 
«Ne de S80 km/h e subiado a wm ángulo de 45º. - 


No momento em que ele está a uma altera de 


3,2 ka passa dircramente sobre uma torre de 3 
come mo solo. Ache a taxa de variação de ` 
distkscia do avião à torse se minuto mais tarde. — 3 


(Igaore a altera da torre.) 


M Uma rodovia Norte-Sul A e ema rodovia Leste- 
Oeste B se cruzam em um ponto P, Às 10 boras 
da manhs am automóvel passa poc P ces direção 


nore pela rodovia A a uma velocidade de “5 


BO km/h. No mesmo instante, um avião voando 
para leste a 320 km/h, à altitude de 8.500 m, está 
disctamente acima do pomo da rodovia B a 
160 km a oeste de P, Se o automóvel e o avião 
mantêm constastés as suas velocidades c dire- 


ções, qual a taxa de variação da distância entre y 


eles ls 10815 min da manhã? 


37 Uma taça de papel contendo água tem a forma 
de um trosco de conc circular, reto 15 cm de 


altura e 3 cm e 6 om de ralos des bases inferior ` 


€ superice, respectivamente. Se a água vaza da 


Ma na o ON In CO de mb E: 
do nível da água quando a peofundidade da água 


na taxa é de 10 cm? (O volume V de um tronco 
de cose circular reto de altura k c bases o c b é 


V» Haa! +17 4 ob). 


38 Uma piscina tem a forma retangelar com 20 m 
de comprimento e 10 m de lazgera. O fundo da 
pisciaa varia uniformeeente de 1,20 m a 2,70 m 
por una distância horizontal de 12 m, permane- 
cendo constante dal por diame, (A ilustração 


mostra o corte transversal da piscina.) Se a A 


piscina está sendo enchida de água à razão de 
SO Umán, aproxime a taxa de elevação do nível 
da hgua quando a altura desta na parte mais 
profenda € 1,20 m. 


39 Um avião a uma altitudes de 3000 m voa em 
velocidade cosstante segundo uma teta que o 
levará a passar directamente acima de um obser- 
vado no solo. Se, em dado instante, o observador 
Bots que o ângelo de elevação do avião é 60" e 
está aumentando 4 rario de 1º por segundo, 
determine a velocidade do arrida. 


40 No Exercicio 16, seja O o ángulo que a corda faz 
com a horizontal, Determine a razão à bué 
varia quando O « 30" 


41 ão ias m CA 
15 cm cada um. Se o ângulo 0 entre eles varia à 
razho de 2" por minero, determine a variação da 
área do tsidegulo quando O 30". 


42 Uma escada de 6 m de comprimento está apoiada 
em uma parede. Se a base da escada começa a 
deslizar horizontalmente à razão de 0,6 m por 
segundo, qual a taxa de vasiação do Segulo entre 
a escada c o solo quando o topo da escada está 
a 3 m do solo? 


43 A figura apresenta a posição relativa da pista de 
um acroporto c de wma torre de controle de 6 m 

de alex A cabeceira da pista está a uma 
distincia de 900 m da base da torre. Se uns avião 
“atinge a velocidade de 160 kash após percoerer 
100 ps de pista, determine uma aproximação da 
taxa na qual está aumentando a distância estre o 
avião e a torre de costrole, 


44 A velocidade do som no ar a OC (ou 773 'K) é 
de aproximadamente 360 m/s, mas essa veloci- 
dade aumenta na medida cos que a temperatura 
se cleva Se Té a temperatura em "K, a velocidade 
do som v a essa temperatura é dada por 
v= VITS, Se a temperatura aumenta à razão de 
YC por hora, de uma aproximação da taxa na 
qual a velocidade do som está aumentando quaa- 
do T = 30'C (ou 30Y K). 


45 Um avião voa a velecidade e altitude constames 
segundo uma rela que o levará a passar direta- 
mente sobre uma estação de radar no solo. No 
lestagle em que o avião está a 18.000 m acima 
da estação, um observador na estação nota que o 


Angulo de earn Eiza W G 


tando à alo AT sde erro 
velocidade do : 


MM Lc dE oc TM 
que está a B km de wma estação de rastreamento, 
€ h mesma altura desta. Durante os primelros 20 
segundos de vôo, seu kngelo de elevação 0 varia 
à razão coostame de 2" por segando, Determine 
a velocidade do míssil quando o sagulo de 
clevação é 30, 


47 A figura mostra a montagem do pedal de uma 
bicicleta de 70 em (28 pols). Determine a relação 
entre a velocidade angular ddr (em ed/s) de 
montagem do pedal e a velocidade da bicicleta 
(em km/h). 


48 Um foco luminoso de 100 velas está Jocalizado 
6 m xima de um pako (veja a figura a seguir). 
A Mumináncia E (em pés/vela) na pequena daca 
iluminada do palco é dada por E = (/ cos DJS, 
onde | é a intensidade da luz, s a distincia que a 
luz deve percorrer e O o ângelo indicado, Deret- 
mine a relação caire a taxa de variação de 
iluminância dEjdt e a taxa de variação ddr. 


É 19 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


| Exercs. 1-2: Calcule f(x) diretamente a partir da 
” definição de derivada. 
Cidão — 24-4575 


; Exeres, 3-42: Calcule a derivada primeisa 


presa a wma corda de comprimento fixo |, que 
percoree um circulo de ralo r à velocidade v (veja 
figura). Quando a velocidade da massa sumenta, 
aumentam também o rado r e 0 Sagalo 0. Sabeado 
que Y = rg tg O (g é a constante gravitacional), 
determine a relação entre ss taxas 


(a) duídr e ¿Ode 


(dut c dridi 


80 A água pinga de um filtro cônico de papel em 
uma taça, conforme a figura. Sejum x a altura da 
, ága no filtro e y a altura da água na taça. 
Determine a relação entre dyldr e dxidr quando 
se póem 15 cm de água no filtro. 


para o oeste, Utilizando um plano coordenado xy, 
O radar registra as coordenadas (em ke) de cada 
navio a intervalos de 1,25 minutos, conforme 
tabelas abaixo, Determine aproximadamente a 
taxa (em km/h) à qual a distância estre os navios 
está variando quasdo t = 5. 


E152 Duas variáveis x e y são funções de uma variável 
t € estão relacionadas pela fórmula 


1,31 sen (2,562) + WF e (x - 1)! 
Se dyldi = 3,68 quando x 1,71 e y ~ 3,03, deter- 


mine uma aproximação do valor correspondesse 
de egy. 


D 30-29-1092 4 M3 2-5 
$ me 6 Mia 
A UM. 
A ss 


MAN (AA A hear 
je a MM Pü)eGexty 


E ¡Y (w= kw - 3) 
¿15 rd) 1-9 16 Boe Cs lw + 3) 


EC 17 Fx) = (9 + 1 (3«« 2) 
- iS Hae [2 (24 90 
19 Ms) = (22 - 35 + 19s 1)! 


, 20 pla) 25 £38 -1 


y eo A = 


$e -7 


2-7 2w+5 


B fer Vy 9 
H Suje vivis VaI 
25 g(r) VIT 26 sa)» ef eL 


| cr 


27 fx) se (40) — 28 Hi) «1 + sen 3)! 
29 Mx) = (seex tg x) 30 Kir) o Vr e dr 


31 fx) = xº cot 2x 32 P(8) = 0 ig? (OP 
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35 gix) = (cos Vi -sen Voy" 


ab T ÉL Erro 
M29 . 
M Ma) 046-926 


39 Flo) = sec Sr tg 5x sen Sx 
40 Mv AL git) e tg* (10) 
42 f(x) = esc? du cot? 3x 


Exercs. 43-48: Admitindo que a equação defias uma 
função diferenciável f tal que y = f(x), determine y *. 


43 $0 -20y + 49-70 


44 30 S xyl+ yel 

PORE 
41 46 y -Vxy «3-2 
41 xy! = senie + 2y) 48 y = cotíxy) 
Exercícios 49-50: Determine equações da tangente 
e da normal ao gráfico de f em P. 

4 

0 y 22; P(4, 6) 
50 gy -y-& P(-3, 1) 


Si Ache a coordenadax de todos os postos do 
gráfico de y = 3x — cos 2x nos quais a tangente é 
perpendicular à reta 2x + dy = 5. 


52 Se f(x) ^ sen 2x - cos 2x para Os x s 2m, deter: 
mine as coordenadas dos pontos do gráfico de 


f nos quais a tangente € horizontal, 

Exercs. $3.54: Determine y y ",e y”. 

say Sea] 34 y 20 Je 005 51 

55 Sex + dry y? = 8, calcule y ” por diferenciação 
implícita. 

56 So f(x) « x - x! - Sr +2, determine 


(a) as coordenadas-x dos pontos do práfico de f 
em que a langento é paralela b seta. por 
A(-3, 2) e B(1, 14) 


(b) o valor de f^ con cala zero de f. 
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NT Se y= W7, calcule 
(e) dy Ay 


Me p= udo T), determine dy e use seu valor 
posa obier uma aproximação de y quando x varia 
de 2 posa 1,98. Qual € a variação exata de y? 


BS th pedes de wm Iriånpulo equilitero € estisnado em 
10 cm, eon eno máximo de «0,08 cm. Por meio 
de diferencian, estime o esto máximo no cálculo 
de deco do ridge, Obtenha uma aproximação 


de enm percentual 


is) Ay (b) dy 


éh he se Nr e re Pa M, aplique a 
tego da cobria para calcular dudit em t= 1. 


UB NOE 20 vet e gx) «xo à A& 9 2x, 
vos ddesencials ques aproximar a variação em 
pif p quando x varia de =1 a 1,01. 

Lisinha, por melo de diferenciais uma aproxi- 
mado linear de Vaz. 

$3 bade for y funções uis que f(2)=-1, 


fla, [= q2)--3 g(2-2 e 
P Uhe E Calcule para x 2; 


IIS NY 0907 = 801" C0 (Y 


wir e(l] (lf 


Conga Exercicio $7 da Soção 3.6. Sejam f wma 
burdo impar e y uma função par tais que 
Rus A, fF 7, AD = 3 e g') = -5. Cal 
ee (Hx e teo OD. 


Ier onde o gráfico de f tem tangente 
vertes ou poata de reversão. 


* 


w dido Wa o 19-4 
Mr fie 0 8-1 


y 
Mela Ja) > n x22 
WocroMWr-60] x42 


Dieter se f é difcecaciável em 2 


EIA Mk Stem Medtomann afirma que a energia 
(vente emutnta pos uma unidade de área de 
superticio nepra é dada por R= AT *, onde R é a 
lara de emisio que unidade de área, T é a 
esperara em (CK) e À é uma constante. Se o 
eno de mensuras de T € de 0,5%, determine 


D ceo percentual sesultamte no cálculo do valor 
de N 


68 Sejam V e S o volume e a área da 
esférica de um balão. Se o dilmetro é de 8 cm e 
o volume aumenta em 12 em, aproxime, por 
meio de diferenciais, a variação de $. 


69 Um cose circular reto tem altura k = 8 m e o raio 
r da base está aumentando. Ache a taxa de 
variação da área de sea veperficic $ em relação 
ar quando r = 6 m. 


70 A intersidade de bessinaqho de uma foste lumi- 
nosa é inversamente propoecional ao quadrado da 
distância da fonte. Se um estudante está traba- 
Thando em ema mesa que está a corta distância 
do foco, determine, por melo de diferenciais, a 


71 As extremidades de um cocho de água borizontal 
de 8 m de comprimento são trapézios isósceles 
de bases de 2 m e 1 m. A altura do cocho é de 
0,6 m. Se o nível da água está subindo à razão 
de 0,1 cm/mia, quando a profundidade da água é 
de 0,3 m, com que velocidado a água está 
entrando no cocho? 


72 Dols carros se aproximass de um cruzamento de 
duss estradas perpendiculares, O carro A viaja a 
20 km/h e o carro B a 40 km/h. Se, em certo 
instante, A está a 0,25 kun do cruzamento e B está 
a 0,5 km do mesmo, determine a taxa de aproxi- 
mação dos dois carros naquele instante. 


73 A lei de Boyle afirma que pv =c, onde p 6 a 
pressão, v o volume e c ema constante, Estabeleça 
uma fórmula para a taxa de variação de p em 
relação a v. 


74 Uma poste está a 6 m acima de um rio e em 
ángulos retos com ele. Um homem em um trem 
a 60 kayh passa pelo cestro da ponte no mesmo 
instante em que outro homem cm um basco a 
motor passa sob o centro da poete a 20 km/h (veja 
a figura) Com que velocidade os dois homens 
estão se afastando wm do outro 10 segundos mais 
tarde? 


PLN 


-— ale 
dt Te cl o AS A as BA + 


Hi 


75 Uma roda-gigante tcm 30 m de dikenetro € atinge 
33 m acima do solo (veja a figura). Cada revolu- 
ão da roda leva 30 segundos. 


(a) Expresse a disilacia h de um assento em 
selação 20 solo, como fusgio do tempo t (em 
segundos), se t « 0 corresponde ao instante 
em que o assento está na base, 


(b) Se um assento está se elevando, qual a taxa 
de vario da distiocia M quando h = 16 m? 
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76 Um pistão está anexado a um visabrequim confor- 
me a fiers. A haste de conexão AD tem 15 em de 
comprimento e o raio do virabrequim tem 5 cm. 
(a) Se o virabrequim faz duas rotações por se- 
gundo no seañido anti-horário, estabeleça fór- 
mulas para a posição do ponto A aos 1 
segundos após A ter as coordenadas (2, 0). 


(b) Estabeleça uma fórmula para a posição do 
pomo B so instante f. 


(c) Com que velocidade Jf está se movendo 
quando A tem coordenadas (0, 2)? 


e 


MAKRON 


INTRODUÇÃO 


Neste capítulo utilizarensos derivadas para 
obter detalhes importantes sobre valores fun- 
cionais fx) quando x varia em um intervalo, 
Tais dados nos permitirão traçar o gráfico de 
uma função e descrever com precisio onde 
ele cresce ou decresce — algo que em geral 
náo pode ser obtido com os métodos do 
pré-cálculo. Da maior importância é a deter- 
minação dos pontos altos e baixos do gráfico, 
M que cles correspondem sos maiores c 
menores valores da função. A determinação 
desses valores extremos desempenha. papel 
relevante em aplicações que envolvem tempo, 
temperatura, volume, pressão, consumo de 
gasolina, poluição do ar, lucros em negócios, 
despesas de uma companhia e, de modo geral, 
qualquer quantidade que possa ser represen- 
tada por uma função, Tais problemas de 
otimização são considerados na Seção 4.6, 
após termos desenvolvido a teoria que rela- 
ciona derivadas e valores extremos. Este 
relacionamento se obtém com o emprego de 
um dos mais importantes resultados do cál- 
culo: o teorema do valor médio, demonstrado 
na Seção 4,2, Este teorema é também empre» 
gado de mascira crucial no Capítulo $, onde 
introduzimos outro conceito fundamental do 
cálculo — a integral definida. 


Encerramos este capítulo com o méto- 
do de Newton, ven instrumento para obter 
aproximação de soluções de equações. É 
facilmente programável para uso com calcu- 
ladoras ou computadores e constitui uma das 
técnicas básicas mo campo de matemática 
conhecida como análise mamérica. 
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4.1 EXTREMOS DAS FUNÇÕES 


Detinicáo (4.1) 


Suponhamos que o gráfico da Figura 4.1 tenha sido feito por um 
instrumento registrado que mede a variação de uma quantidade 
física, O cixo-x representa o tempo e o eixo-y representa men- 
surações tais como temperatura, resistência em um circuito 
elétrico, pressão sangüinea de um indivíduo, quamtidade de um 
produto químico em uma solução, ou contagem de bactérias em 
uma cultura. 


y 


O gráfico indica que a quantidade aumentou no intervalo 
de tempo fa, €,), decresceu em [c,, c,], aumentou em [ep el. 
decresceu em fe, c,] e assim por diante. Restringindo-nos ao 
intervalo [e,, c], vemos que a quantidade toma seu maior valor 
(ou máximo) em €, € seu menor valor (ou minimo) em c, Em 


outros imervalos vesificam-se diferentes valores máximos e 
mínimos. Em todo o intervalo [a, b], o máximo ocorre em ce 
o mínimo em a, 


^ terminologia para descrição de quantidades físicas é 
usada também para funções. 


Seja uma função f definida em um istervalo J, e sejam x, 
€ x, números em 1.- cid: "E ; 


() f € crescente em 1 se f(x) < f(x) quando x, <x, — 
(li) f é decrescente em 1 se ftx,) > f(x,) quando x, «x, 
Gii) f € constante em / se f(x.) = f(x.) para todos x, e x, 


A Figura 4.2 apresenta ilustrações da Definição (4.1), 


Utilizaremos indiferentemente as expressões f é crescente 
ou f(x) é crescente. O mesmo ocoste para decrescente. Se uma 
função é crescente, então seu gráfico se eleva quando x cresce. 


0) Festo cresceste 
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Se uma função é decrescente, seu gráfico cai quando x cresce. 
Se a Figura 4.1 € o gráfico de uma função f, então f é crescente 
mos intervalos [a,c,) [ene] € fe, c). É decrescente em 
le, €), e 6] e lee] A função € constante no intervalo 
le, ^]. 


A próxima definição introduz a terminologia que scrá usada 
para os maiores c os menores valores de funções. 


(i) Função decrescente (Mi) Função constante 
y y 


Seja f uma função gráfica em um conjunto $ de reais, e 
seja c um número em 5. dry 


(i) Se) € o valor máximo de f em S sc f(x) « f (c) pura todo 
? namS, 413: 
(i) As) € o valor mínimo de f em $ se f(x) = f(c) para 


4 - 


todo x em 5, ^ 


As Figuras 4.3 e 44 ilustram valores de máximos € 
mínimos, Nestas figuras S é um intervalo fechado; todavia, a 
Definição (4.2) pode aplicar-se a outros tipos de intervalos ou 
conjuntos de reais, Cada gráfico apresentado tem um máximo oa 
um mínimo f(c) com a < c < b; mas esses valores podem também 
correr em pontos extremos de intervalos ou domínios de funções. 


Sc f(c) € o valor máximo de f em $, digamos que f toma 
seu valor máximo em c. O ponto (c, f(c)) € o ponto mais elevado 
no gráfico de f. Se f(c) € o valor mínimo de f, dizemos que f 
toma scu valor minimo em c, € (c, f(c)) € o ponto mais baixo 
do gráfico de f. Os valores máximo e mínimo são ks vezes 
chamados valores extremos, ou extremos, de f. Uma função 
pode tomar um valor máximo ou mínimo mais de uma vez, Se 
J € uma função constante, então f(c) é tanto um valor máximo - 
como um valor mínimo de f para todo real c. 
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Ay) 4-2 
tab 12,1) (b) (2,1) ie (1,2) un (1,2) 


y y y 
n ERT A. ++ 


1 Ad 
Máx: AO) » 4 Máx: AO) = 4 Mit: acabem Más: nenhum 
Mía: £-2) ^ O Mia: ecsham Mi: AY) = 0 Min: sedom 


Valos máximo f(e) 
[LU (ui) 


y -f() 


O: 


NI fa) 
OLOR 


e xb 


Figura 4.5 
Valor mínimo f (c) 
(0 


m Não há mínimo de f em (b); se c é um número qualquer 
em (-2, 1), podemos achar um número a em (-2, 1) tal que 
y y fla) < f(c). Da mesma forma, não há máximo em (c), € mem 
y f(x) máximo nem mínimo em (d). 
alm! E 1 EXEMPLO 2 
ENO if i : fex fo 
s € x ba ax c b 


Seja ft) = 3. Determine os extremos de f em 
(a) [-1, 2] (b) [-1,2) 


Se D é o dominio de f, entáo os valores máximo e mínimo SOLUÇÃO 


de f em D, se existem, são chamados máximo absoluto e 


A Figura 4.6 exibe partes do gráfico de f e os extremos nos 
mínimo absoluto de f. intervalos dados. Note que f não é contínua em O. 
1 
EXEMPLO 1 0-3 
Seja f(x) = 4--x?, Determine os extremos de f nos seguintes 6-1, 2] (5 [-1,2) 
intervalos: Y EM Gr y 
MEL]  0)€2) (943 (00,2 | 
SOLUÇÃO Re 
A Figura 4.5 esboça o gráfico de f (uma parábola), no qual a 
parte cheia corresponde aos intervalos (a)-(d), Os extremos em peer — > . 
cada intervalo (denotados por Máx. e Mín.) acham:se indicados z 
embaixo de cada gráfico. 
Máx: nenhum Máx > mendum 
B Mis: f^ + Min: neehum 
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Teorema do Valor 
Extremo (4.3) 


Dolinicáo (4.4) 


Os exemplos precedentes indicam que a existência de 
valores máximos ou mínimos podem depender do tipo de 
intervalo e da continuidade da função. O próximo teorema dá 
condições sob as quais uma função toma um valor máximo ou 


A importância deste tcorema é que ele garante a existência 
de extremos se f é continua em um intervalo fechado, Todavia, 
os extremos podem ocorrer em intervalos que não são fechados 
e para funções que não são contínuas. 


Inseressam-nos também os extremos locais de f, definidos 


E: SE | 
aberto o ed cl ue 6) 0 Todo 

a (eb) S LU RES cuando P 

Oo fO iln cd 1 J se existe um intervalo - d 
spiri Jes B de fuis fpes. E 
em $ y 


Usa-se o termo local porque localizamos nossa atenção em 
tum intervalo aberto suficientemente pequeno contendo e tal que 
f tome seu maior (ou menor) valor em c. Fora daquele intervalo 
aberto, f. pode tomar valores maiores (ou menores). Às vezes 
usa-se o termo relativo cm vez de local. Cada máximo ou mínimo 
local é chamado um extremo local de f, e sua totalidade constitui 
o que chamamos extremos locais de f. A Figura 4.7 ilustra 
vários exemplos de extrensos locais. Como se vé, é possível um 
enínimo local ser maior do que um máximo local, | 


Neste texto, sempre que empregarmos as expressões mé- 
ximo de f e mínimo de f, sem incluir o adjetivo local, estaremos 
nos referindo aos valores funcionais da Definição (4.2). Se 
quisermos indicar os extremos da Definição (4.4), acrescentare- 
mos sempre o adjetivo local, 


Teorema (4.5) 


Corolário (4.6) 


Teorema (4.7) 
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Figura 4.7 


Os extremos locais em um intervalo podem não incluir o 
máximo ou mínimo de f. Por exemplo, na Figura 4.1, f(a) é o 
mínimo de f em [o, b], mas não é um mínimo local, pois não 
há nenhum intervalo aberto | contido em [a, b] tal que f(a) seja 
o menor valor de f em 1. 


Em um ponto correspondente a um extremo local da função 
cujo gráfico está na Figura 4.7, ou a tangente é hosizostal ou o 
gráfico tem um bico, As coordenadas-x desses pontos são 
números em que a derivada ou é zero ou não existe, O próximo 
teorema mostra que isto é verdadeiro, de modo geral. A demons- 
tração pode ser encontrada no fim desta Seção. 


X Sé uma função f tem um extremo local em um número c 
.em um intervalo aberto, então ou f(c)= O ou f'(c) nho 


existe. na 


O que segue é uma consequência imediata do Teorema (4.5). 


Se f'(c) existe e f'(c) » 0, então f(c) não é extremo local da 
-fuiio f. 


Resultado semelhante ao do Teorema (4,5) € válido para os 
valores máximo e mínimo de uma função que é contínua em um 
intervalo fechado (a, b], desde que os extremos ocorram no intervalo 
aberto (a, b). O teorema pode ser enunciado como segue. 


^8 wk Rao J 4 cuius dm um Intervalo fachada 
“Ja, b] e toma seu máximo ou mínimo em um ponto c do 
intervalo aberto (a, b), então ou f'(c) «0 ou f'(c) não 


na————r t 
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A demonstração do Teorema (4.7) é a mesma que de (4.5), 
com a palavra local omitida. 


Decorre dos Teoremas (4,5) e (4.7) que os números em 
que a derivada ou é zero ou não existe, desempenbara papel de 
relevo na pesquisa de extremos de uma fango. Por esta razão 
esses números têm um nome especial, 


Dofinição (4,8) Um número e no domínio de uma fenção f é um número 


crítico de f se f'(c) = 0 ou f'(c) não existe, — 


Se c é um número crítico de f tal que f'(c) = 0, então c 
deve estar em um intervalo aberto do domínio de f, porque o 
limite &a Definição (3.6) existe, com a = c. Um número crítico 
c tal que f'(c) não existe pode ocorrer em um ponto extremo do 
domínio de f. 


Referindo-nos ao Teorema (4,7), vemos que se fé contínua 
em um intervalo fechado [a, bl, então o valor máximo e o valor 
mínimo de f ocorrem ou em um ponto critico de f em (a, b) ou 
nos extremos a ou b do intervalo. É possível também que um 
número crítico e seja em dos pontos extremos do intervalo 
[a, b]. Se f(a) ou f(b) € um extremo de f em [a, 5], € chamado 
extremo terminal. Este conceito está ilustrado na Figura 4.8. 


- 
Lj 
G 
= 
€, 
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1 
4 
1 
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' 
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Mia.: fe) Máx: f(u) 
Figura 4.8 Extremas de f em [a, b} 


Da discussão que precede temos o seguinte: 


funcáo 
la, b] (4.5) 


Cap 4 Aplicações da derivada 2 


EXEMPLO 3 


Se f(x) =x! = 12x, determinar os valores máximo e mínimo de 
f no intervalo fechado [-3, 5] e esbogar o gráfico de f. 


SOLUÇÃO 


Utilizando as Diretrizes (4.9), começamos por determinar os 
números críticos de f. Diferesciando, 


f'G) = 33 - 12 « Ma? - 4) = Mx + 20x - 2) 


Como a derivada existe para todo x, os únicos números críticos são 
aqueles em que a derivada é zero = isto é, -2 e 2. Como f ¿contínua 
em [-3, 5], segue-se de nossa discussão que os valores máximo © 
minimo estão entre os números f(-2), f(2), f(73) e f(5). Calculando 
esses valores (ver Diretrizes 2 € 3), obtemos o seguinte quadro 


Valor de f(x) 
Número critico def |  f(-2)=16 
Número crítico de f fi) 16 
Extremo de [-3, 5] f(-3)-9 
Extremo de [-3, 5] MS) - 65 


Segundo a Diretriz 4, o valor mínimo de f em [-3, 5| é o menos 
valor funcional f(2) =-16, e o valor máximo é o ponto extremo 
HS) = 65. 


A Figura 4,9 é um esboço de f, com escalas diferentes para 
os cixos x e y. A tangente é horizontal no ponto correspondendo 
a cada um dos números críticas, 2 € 2. Segue-se de que vim 
na Seção 4.4 que f(-2) = 16 é um máximo local de f, tal como 
indicado pelo gráfico, 


Não é raro sucederem referências incorretas nos valores 
máximo e mínimo, No Exemplo 3, note que o minimo ocorre 
em x «2, e o mínimo é f(2) = -16. O máximo ocore em x » 5 
e o máximo é f(5) = 65. Para peocurar um minimo (ou med demo), 
não basta procurar o valor de x em que ele ocone É preciso 
completar o problema cal nlumdo i» valor de fungdo 


EXEMPLO 4 


Se f(x) = Qc 1) 4 2, ache os valores máximo e minimo de f 
em [0, 9] e esboce o gráfico de f 


$ 
' 
i 
a 


BIO aha quem decente das Anaha 


peie 07.2 


(9,6) 
(t, » Máx: 
vao Uo 6 
(epe Neereen hat» 
Món 
ny 2 
Figura 4.10 


y 


Figura 4.1 


SOLUGÁO 
Primeiro diferenciamos f(x): 
2 2 

Su)-3(- DO - xs 
Para achar os números críticos, nolemos que f'(x) » 0 para todo 
x € que fx) não existe em x= 1. Logo 1 é o único número 
critico em (0, 9]. 
Tabulemos nossos resultados como no Exemplo 3. 


Extremo de (0, 9] 
Extremo de (0,9 — 


Assim, pelas Diretrizes (4.9), f tem um minimo f(1) = 2 € um 
máximo f(9) = 6 no intervalo [0, 9]. 


O gráfico de f está esbogado sa Figura 4.10. Note que 
lim f'(x)e-9 e lim f(x) co 
ny 


si 


Como f € contínua em x = 1,0 gráfico tem um ponto de reversão 
em (1, 2) pela Definição (3.10). 


Vê-se do Teorema (4.5) que se uma função tem um extremo 
local, então deve ocosrer em um número crítico; entretanto, nem 
todo número crítico conduz a um extremo local, conforme 
ilustrado mo exemplo seguinte. 

EXEMPLO 5 
Se f(x) =x), prove que f nio tem extremo local. 


SOLUÇÃO 


O gráfico de f consta da Figura 4.11. A derivada é f'(x) = 3v, 


que existe para todo x e É zero somente para x = 0. Conseqüen- Y 3 


temente, O € o Único número crítico, Todavia, se x <0, então é 
negativa, e se x > O, então f(x) € positiva. Assim, f(U) não é nem 
máximo nem mínimo local. Como um extremo local deve ocoster 
em um número crítico (veja o Teorema (4.5), segue-se que f 
não tem extremos locais. Note que a tangente é horizontal e corta 
o gráfico no ponto (0, 0), 
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Por vezes é bastante laborioso determinar os números 
críticos de uma função. Nos dois próximos exemplos determi- 
_Maremos esses números para funções mais complicadas do que 
as consideradas até agora. Poderíamos novamente usar as Dire- 
tizes (4.9) para determinar extremos em um intervalo fechado, 
mas assim estaríamos sendo repetitivos. Nas Seções 4,3 e 44 
discutimos métodos para determinação de extremos locais de 
uma fenção, utilizando números críticos e derivadas. 


EXEMPLO 6 

Determine os múmeros críticos de f se 
SU) (ue SIGA 

SOLUÇÃO 


Diferenciando f(x) = (x + 5SP(x = 4)", obtemos 
FG) = (e + SP 3 (0-4) 4 2 + S) - 4) 


Para achar os pontos críticos, simplifiquemos f(x): 


$) - x s + Vx a 5Kx 4) 


"Ic SP + Gl + SNK 4) 
3x - 4) 
+5 (x + 5) + 6(x— 4) 
- 4 


(x + 5K7x = 19) 


Logo, f(x) =0 se x « -5 ou x= 2. A derivada f'(x) não existe 
em x « 4. Logo, f tem trés números críticos -5, E, e 4. 


EXEMPLO 7 


Se f(x) = 2 sen x * cos 2x, determine os números críticos de f 
que estão mo intervalo (0, 2x). 


SOLUÇÃO 
Diferenciando f(x), temos 
Sl) - 2 cos x - 2sen 2x 


Como sen 2x = 2 sen x cos x, podemos escrever 


z — . E 
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f(x) = 2 cos x - 4 senx cos x EXERCÍCIOS 4.1 


-2c05x(1 -2senx) 


A derivada existe para todo x, e f'(x) « 0 se senx=! ou 
cos x = 0. Logo os números críticos de f no intervalo [0, 2x] são 
ajó, 5 z/6, 1/2 e 3/2. Na Seção 4,4, Exemplo 7, voltaremos a 
esta função e esboçaremos o seu gráfico, 


Exeres. 1.2: Use o gráfico para estimar o máximo 
absoluto, o mínimo absoluto c os extremos locais 
de f. 


DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA (4.5) 


Suponhamos que f tem um extremo local em c. Se f'(c) nho 
existe, não há mais nada a demonstrar. Sc f'(c) existe, então 
ocorrerá precisamente um dos casos seguintes: 

(0 f()»0 (D fic)<0 (ió) f(c)-0 
Chegaremos a (Hi) provando que nem (i) sem (ii) podem ocorrer. 
Assim, suponhamos f'(c) > 0. Aplicando a Definição (3.6), vem 


Fte) = tim LILA , y, 


acte 


4 (a) [-2,2] (b) (0,2) 
1 y (e) (1,1) (d) [-2, -1) 
e daí, pelo Teorema (2.6), existe um intervalo aberto (a, b) 
contendo e tal que ió 
fi) - ftc) > 0 


x-c 


para todo x em (a, b) diferente de c. A última desigualdade 
implica que $e a «x «b e xc, então f(x) — fc) e x-c são 
ambos positivos ou ambos megativos: 


f(x) - f(c) «0 sempre que x-e <0 
f) - fc) » 0 sempre que x-c>0 
Equivalentemente, se x está em (a, b) e x ^c, 


Exercícios 3.4: Use o gráfico para estimar o5 ex- 
iremos de f exa cada intervalo. 


3001439 (01633) 
(013,1) (8) (0,3) 


fo) « f() sempre que x«c 
10) > fie) sempre que x»c : 


Segue-se que f(c) não é nem máximo local nem mínimo local 
de f, contrariamente à hipótese, Conseqücntemente, (i) não pode 


Exercs. 5-6: Esboce o gráfico de f e determino os 


extremos em cada intervalo, 
oconer. De modo análogo, a suposição de que f'(c) <0 leva a 
uma contradição: Logo (iil) deve prevalecer, e o teorema está 5 fiel? 
demonstrado, 


E 


(a) [0,5] (b) (0, 2) 
(e) (0, 4) (a) (2,51 
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& deep 4 29 f(x Ime E q 47 Seja f(x) = para wm imciro positivo n. Prove 49 JG)-3-3 «30-24 [43,8] 

(n) 10,9) (5) (1,2] m. 4 : e e um dae cog extremo bocal em | — 

m. A MES 

(PERO 09101 30 (8) = 2V30 + sen 40 " adn Ern kim ld cl dr DO fT T ETI peg 
Parres. 7-10: Ache os extremos de f mo intervalo oM Mu)=w-tga 32 pa)e3u:-4 A M El Exerca. 51-52: Grafe f no intervalo dado e use o 
dui 3 H)eccké sec) — Mgix)-2recotx E 48 Prove que ema função polinomial de grau n pode A E 
! fo)e5-68 265 31 a ter no máximo n-1 extremos locais em — sp faja [dro 05]; [-3,2) 

la) X [ 3. ] 35 fix) e sec té + 1) 36 s) = SEE : y * (o, x). E 
TN 0e 7; [1.3] ] E e ; De E q SR 52 fx) = x sen? x cos? x; 1-22] 
det, 1,5] 37 (a) Se f(x) = x! prove que O é o único número j ; dado e use-o para estimar os extremos de f. 


critico de f e que f(0) não é extremo local. 
I6 nas aa; (0,2) 


(b) Se fix) = 22º, prove que Déo único número E 
lico de f e que 00) é um minieno local de Y. Mt 4.2 O TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


H fid x2 38 Se fü) -|x|, prove que 0 € o único número HA 
VU gie 2145 crítico de f, que f(0) € minimo local de f e que , 


Faena. HM Ache os números críticos da função, 


4M A determinação dos números ou postos críticos de uma função 
4 o gráfico de f não tem tangente em (0, O). DE pode ser às vezes extremamente dificil. Na realidade, não bá 
120 e? 200 4 Exercs. 39-40: EC garantia de que os nümeros críticos sequer existam. O próximo 
À o MM MC MEE teorema, atribuido so matemático francés Michel Rolle (1652- 
M Kou AP a S 42247 cosines em (0, A praia ea DDIS i E 1719), dá condições suficientes para a existência de um número 
15 Fi) - w* — 32€ másimo al. (d) Explique por que (c) não contradizo 1A crítico. O teorema refere-se a uma função f que é contínua em 
; Teorema (4.3). OS um intervalo fechado [a, b], diferenciável no intervalo aberto 
Mili? - 270 4 r=12 i LE (a, b) € satisfaz a condição Sa) = J). A Figura 4,12 exibe 
m Y fi) st “ua Ed Y alguns gráficos de funções deste tipo. 
IET Am A 
— 41 (a) Prove que um polinômio de f grau não tem SE 
TELS Vii -.-2 extremos no intervalo (sa, 00), E. 
19 Ni) (0v - AET (b) Discuta os extremos de f mo intervalo fecha- 
do fa, b). : 
a 
10 Ho) - (hv v 10V — 16 42 Se f é vma função constante e (a, b) um intervalo 
33 aberto, prove que f(c) é tasto um exteceno bocal 
M ats (Y =S como um extremo absoluto de f para todo núme- 
11 dieta 390-37 wee (a 9. 
ys 43 Se f € a função maior inteiro, prove que todo 
Mty ^ : múmero é wm número crítico de f. -- _ 
[] LI 
E ono PGA a for as va aa loei Pelos esboços da Figura 4,12 é de esperarse que exista 
M fio " > pelo menos um número c entre a € b tal que a tangente em 
mes todo número é número crítico de f. : 
` (c.f (e) seja horizontal, isto é, f'{c)=0. Esta é precisamente a 
15$ Ar) - at cost 45 Prove que uma função quadrática tem exatamente WE conclusio do teorema de Rolle. 
"RP um mimero crilico ens (e, ee), GE. 
Me gir) - 4e * W2 E. 
Fed mr e AN e 46 Prove que uma função polinesial de grau Jum SAM] Teorema de Rollo (4.10) Se f € contínua em um intervalo fechado [a,b] c 
17 NO re sem 20 4 2. cos 0 ço: medo dps don est diferenciável no intervalo aberto (a,b) e se f(e) = vd 
€ esboce um gr ilustre como em - menos núme: 
15 Mu) Ec? a 3sen 2x — Gr du «ipid Jue domu. estão fc): O pera no zi m en bo 
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Corolário (4.11) 


DEMONSTRAÇÃO 


A função f deve enquadrar-se em pelo menos uma das trés 
categorías seguintes: 
(M f(x) = fla) para todo x em (a, b). Neste caso, f é uma 
função constante e, daí, f'(x) = O para todo x. Consequen- 
temente, todo número c em (a, b) é um múmero crítico. 


OD f(x) > fla) para algum x em (a, b). Neste caso, o valor 
máximo de f em (a, b] é maior do que f(a) ou f(b} e, 
assim, deve ocorrer em algem número c no intervalo aberto 
(a, b). Como a derivada existe em todo (a, b), concluímos, 
do Teorema (4,7), que fc) = 0. 


dii) f(x) « fla) para algum x em (a, b). Neste caso, o valor 
mínimo de f em fa, b] € menor do que f(a) ou f(b) e 
deve ocorrer em algum número c em (a, b). Tal como em 
Gi), Se) = 0. 


“SE € contitiva eimi üm intervalo fechado [a,b] e se 
= Sa) = f(b) então f tem ao menos um ponto crítico no 
Mires i RENE 
DEMONSTRAÇÃO 

Se f' não existe em algum número e de (a, b), então, pela 
Definição (4.8), c é um número crítico. Altemativamente, se 


f' existe em todo o (e, b), então, pelo teorema de Rolle, existe 
um número crítico, 


EXEMPLO 1 


Seja f(x) = 4x” — 20x + 29. Mostre que f satisfaz as hipóteses do 
teorema de Rolle no intervalo (1,4), e determine todos os 
mámeros reais c mo intervalo aberto (1, 4) tais que f'(c) «O. 
lustre os resultados graficamente. 


SOLUÇÃO 
Como f é wma função polinomial, € contínua e diferenciável 
para todo x, Em particular, é contínua em (1, 4] e diferenciável 
em (1, 4). Além disso, 

fW)=4-20+29e13 

f(4) = 64-80 +29 =13 


c, dal, f(1) = f(4). Assim, f verifica as hipóteses do teorema de 
Rolle em [t,4)., 


Diferenciando f(x), temos 
fd = 8x-20 


Fazendo f'(x) = 0, obtemos 8x = 20, ow x = 5. Dai 


f(i3)-0 e 1«$«4 


A Figura 413 é o gráfico de f (uma parábola). Como 
SÉ) « 0, a tangente é horizontal no vértice ( 5 , 4). 


Conquanto o teorema de Rolle seja interessante por si 
mesmo, sua principal aplicação consiste na demonstração de um 
dos mais importantes teoremas do cálculo: o teorema do valor 
médio. Mais adiante usmemos este teorema para estabelecer 
muitos resultados fundamentais do cálculo. Para ragga a 

ignificação gráfica do teorema do valor médio, seja f uma 
- arbitrária contínua em fa, b] e diferenci&vel em (a, b) 
(possivelmente f(a) = f(b)). Consideremos os pontos Pla, f(a)) 
e Qib, f(b)) no gráfico de f, conforme ilustrado em qualquer 
dos esbogos da Figura 4.14. 


y* fi) 


Se f’ existe em todo o intervalo aberto (a, b), então tudo 
indica que existe ao menos um posto Tic, f(c)) no gráfico em 
que a tangente | é paralela à secante 1, por P e Q. Em termos 
de coeficientes angulares, 


coef. ang. de | = coef. ang, de I, 
ou fio = (M4 


Multiplicando ambos os membros da última equação por b ~ a, 
obtemos a segunda fórmula do teorema do valor médio. 


A mm A 
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DEMONSTRAÇÃO 


Para x arbitrário no intervalo fa, b], seja g(x) a distância vertical 4 


(com sinal) da secante lo 20 gráfico de f, conforme ilustrado 
na Figura 4,15, (A expressio distância com sinal significa que 
gla) é positiva ou negativa, conforme o gráfico de f esteja acima 
ou abaixo de / Iny Fespectivamente.) 


Parece que, se Me, f(c)) € um ponto em que a tamgente | A 


é paralela a lpg, então a distância g(c) é um extremo local de g, 
Isto sugere a pesquisa de números críticos da função y. 


Podemos obter unsa fórmula para g(x) como segue. Primei- 


ro, pela forma “ponto-coeficiente angular", uma equação da 
secante 1, É 


y- fia) = ELO (e a, 


ou, equivalentemente, 
p= So) + 10-9. 


Conforme ilustrado na Figura 4,15, g(x) é a diferença entre as 
distâncias do eixos ao gráfico de f e à reta J,,, isto €, 


s) - f()- po] " 
Aplicaremos o teorema de Rolle para achar um número 
crítico de g. Notemos primeiro que, como f é contínua em 
la, b] e diferencióvel em (o, b), o mesmo é verdade para a função 
x. DHesenciando, obtemos 


gta) = fo) - £040) 


PERA e a a INS 


Figura 4.16 
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Além disso, por sebstituição direta, vemos que 
gen g(b) = 0 c, daí, a função g satisfaz as hipóteses do teorema 
temente, existe um número c mo intervalo 

ra ad b) tal que g'(c) = 0, ou, equivalentemente, 


ro-a o 


A última equação pode ser escrita eas formas indicadas na 
conclusão do teorema. 


EXEMPLO 2 


Se f(x) = 1 x? + 1, mostre que f verifica as hipóteses do teorema 
do valor médio no intervalo [-1, 4), e determine um número c 
em (-1,4) que satisfaça a conclusão do teorema. lustre os 
resultados graficamente, 


SOLUÇÃO 

A função quadrática f é contínua em [-1, 4) e diferenciável em 
(=1, 4); logo, pelo teorema do valor médio, existe um número € 
em (-1, 4) tal que 


ta DD. rt) 


Com f(4) = 5, li 


Assim, c = 3. 


O gráfico de f (uma parábola) está esbogado na Figura 
4.16. Os pontos P(-1,2) e Q(4, 5) correspondem aos pontos 
extremos do intervalo [--1, 4]. O ponto 7( ? , E ) € obtido fazendo 
c= } e é o ponto em que a tangente 1 paralela à secante Ly 


EXEMPLO 3 


Se f(x) - 39 - 8x - 5, mostre que f satisfaz as hipóteses do 
teorema do valor médio no intervalo [1,4] e determine um 
número c no intervalo aberto (1, 4) que satisfaça a conclusão do 
teorema. 


e 
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SOLUÇÃO 


Como f é uma função polinomial, é coetínua c diferenciável 
para todos os números reais. Em particular, é contínaa em 
[1, 4] e diferenciável no intervalo aberto (1, 4). Pelo teorema do 
valor médio, existe um mümecro c em (1, 4) tal que 


169/00... po 


Como f(4) = 27, f(1) =-12 e f'(x) = 3x — 8, isto equivale a 
EAD sas, ou 13-3c-8 


Assim, c? «7, ou ce x VT, Como — V7 não está no intervalo 
(1, 4), © número procurado é c = v7. 


O teorema do valor médio é também chamado teorema da 
média. Em estatística, o termo média designa o elemento 
representativo de uma coleção de números. A palavra tem 
comotação semelhante na expressão teorema do valor médio. 
Como ilustração, se um ponto P se move numa reta coordenada 
e se s(1) denota a coordenada de P no instante +, então, pela 
Definição (3.2), a velocidade de P durante o intervalo de tempo 
la, b] é 


y = b) —s(a) 


e b-a 


Pelo teorema do valor médio, esta velocidade média € igual à 
velocidade s'(c) em algum instante c entre a € b. 


EXEMPLO 4 


O velocímetro de um automóvel registra a velocidade de 50 km/h 
quando ele passa por um marco quilométrico ao longo da 
rodovia, Quatro minutos mais tarde, quando o automóvel passa 
por um segundo marco a 5 quilômetros do primeiro, o veloci 
metro registra 55 km/h, Use o teorema do valor médio para 
provar que a velocidade excedeu a 70 km/h em algum instante 
enquanto o automóvel percorria a distância entre os dois marcos, 


> 


Podemos admitir que o automóvel esteja se movendo ao longo 
* de uma estrada retilinea com os dois marcos quilométricos A e 
B conforme ilustrado na Figura 4.17. Seja 1 o tempo (em horas) 
decorrido após o automóvel passas pot A, e s(f) sua distância de 
7 A (em quilômetros) no instante t. Como o automóvel passa em 
i Bono instante t= $ =} h, a velocidade média durante o percurso 
s deAaBé 


eret EDEN UA Lnd 
URL » 


; Figura 417 s( 3) - s(0) s 
- 1 L 
. | 15 


Supondo s uma função diferenciável, e aplicando o teorema do 
valor médio (4.12) a s, com a = De b « |, mostra-se que há um 
instante c no intervalo (0, |, | em que a velocidade do automóvel 
$ (c) de 75 km/h. Note que a velocidade em A ou B é irrelevante, 


os 2 
p. mümeros em (1, 10] que verificam a conclusão do , 
teorema do valor médio, 
Fikar 
y 
es : 
cb db 
x Exeres. 3-8; Montre que f satisfaz as hipóteses do 


teorema de Rolle em [a,b] e determine todos os 
sümeros c em (a, b) tais que f'(c) = 0. 


3 fe)-3?-12ce dt; — (0,4) 
4 fu)-5-12:-22; 
' ' CS) fe) -x* «Ad «x; 


[7,1] 


13,3] 


00 —————— 
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A or as RR 
F Neon Te, M, n] 
E fla) cos Za à 2€m x; (0, 2x] 


Parres WD Determine se f satisfaz as bigéóteses do 
Meses do vals médio com fa, db] e, em caso afiema- 
Wen, tm e fonde o numeros € em (a, b) tais que 


Jib) - fau Uo ~ a) 
"odds dr |; [13] 
HO fole uix 4; [1.5] 


l 
te) 


TETE y [9.2] 


EN) 


H fis ** s 12,3] 


M fip e e". 1-8, 8] 
AROE TER] S 1-1, 4] 
M fée a (ara), [1,4] 
EEN ET 


VE rta? Arz 


Ina 
18,11 
9 fla TEETE P 1.5) 


LEIES] nt, 


DO fige (no 2)" 11,6] 


1-2, 4] 


(3,6) 
f0, x2] 
(0, 204] 
IA Se My] e]. mostro que f(-1) « f(1) mas 


j li) 0 para todo número c no intervalo aberto 


LA, E) Por que isto não contradiz o teorema de 
Mlle * 


n TORTE i 


Dè jije a" tn 
AREA 


M Hess; 


de Se Hd m 5 Me T, mostre que fiO) = $(2) 
ien fo p D pora todo número c ao intervallo aberso 
US 24 Por que ido não contradiz o tegtersa de Rolle? 


118 fU) — Alc, prove que ado bá senhum número 
peal a tal que. f(4) > f(-1) 9 f'Le(4 —(-1)]. Por 
que ito não contradiz © teorema do valor médio 
aplicado e intervalo [--1, 4]? 


28 Se f é a função maior inteiro e se a e b são reais 
fais que b-ez], prove que não há senhum 
número seal c tal que f(b) — fla)  f'(cY(b = a). 
Por que isto não contradiz o teceema do valor 
médio? | 


29 Se f € uma função lineas, prove que f satisfaz as 
hipóteses do teorema do valor médio em todo 
intervalo fechado [a,b] e que todo número c 
satisfar a conclusão do teorema, 


31 Se f € uma função polizomial de grau 3 e 
[a,b] € um intervalo fechado, prove que po 
máximo dois misseros em (a,b) smisfarem a 
concluso do teorema do valor médio. Generalize 
para funções poliaomiais de grau arbitrário n. 


32 Se f(x) é um polinôesio de grau 3, use o tecetma de 
Rolle para provar que f tem no máxieno trés zeros 
reais, Estenda o resultado a polisóenion de grau n. 


Exercs. 33-40; Use o teorema do valor médio. 


33 Se f é costínua em fa, b] e se f'(x) « 0 para todo 
tom (a, P), prove qui J'U) = A pars aigam número 
real 


34 Se f € continua em fa, b) e te f(x) = c pora todo x 
em (o, b), prove que f(x) = cx + d para algum real d 


35 Uma estrada retilinea de $0 km liga duas cidades 
A c B. Prove que € impossível viajar de A a B de 
wotomóvel, em exatamente uma hora, see que 0 
velocimetro registre 50 km/h ao menos uma vez. 


36 Seja T a temperatura (em "F) no instante 4 (em horas) 
Se a temperatura está decrescendo, estão dTidr é a 
taxa de resfriamento. A maior variação de tempera 
tura durante um período de 12 bons ocorta em 
Moussa em 1916, quando a temperatura caiu de 
44'F para -56*F, Mostre que a taxa do tesfri- 
mento excedeu -&'F/s em algum instante durante 
o periodo de variação. 


37 Se W denota o peso (em quilos) de um individuo 
€ t denota o tempo (em meses), então dWidi é a 
taxa de ganho ou perda de peso (em kp/més). O 
recorde de perda de peso é uma sedução de 
220 kg para 60 kg durante um período de 8 
meses. Mostre que a taxa de redação de peso 
excedeu 20 kg em algum tempo durante o período 
de oito meses. 


e > 


4 


pas 


ps 


IS A carga elétrica Q em um capacitor aumenta de 2 
milicoulombs para 10 milicoulomts em 15 milis- 
seguados, Mostre que a corrente 1 = ddr excedeu 
$ ampère em algum instaste durante csse curto 
intervalo de tempo, (Nota: 1 aspire = 1 coulombs.) 

39 Prove que se w c v são reais arbitrários, então 

|senu-senv] «]u-v] 


(Sugestào: Aplique o teorema do valor médio 
com f(x)«seax.) 
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8340 prove que YT FE «i + Lh para h > Q. (Sugestto: 


Aplique o teorema do valor médio com 


16) = VIFA). 


Exercs. 41-42: Geafe nos mesmos cixos coordenados 
y= fix) para Osxsl c a reta por (0, f(0)) e 
(1, f(1)). Use o gráfico para estimar os números em 
[0, 1) que satisfazem a conclusão do teoeessa do valor 


AL fü) = Zi - 148 +08 - 1 


AS 


4.3 O TESTE DA DERIVADA PRIMEIRA 


Nesta seção mostraremos como o sinal da derivada f” pode ser 
usado para determinar onde uma função f é crescente e onde é 
decrescente. Esta informação permitirá classificarmos os extre- 
mos locais da função. 


O gráfico de y = f(x) na Figura 4.18 indica que, se o 
coeficiente angular da tangente é positivo em um intervalo aberto 
T (isto €, se f'(x} > 0 para todo x em /), então f é crescente em 
I. Da mesma forma, se o coeficiente angular é negativo (isto é, 
se f(x) « 0), então f é decrescente. 


+ 
e -— - 
H 
+ 


Figura 4.18 


j'(9» 0 : 
ferencente — f decrescente. f crescente 


f'(9eoif'Q)s € fo : 
féccmemente C 


O fato de essas observações intuitivas serem verdadeiras é 
uma consequência do seguinte teorema. 


TT SA 
Tooroma (4.13 y isi e DO oa EcL dE A) ao v: CEU) P3 
mm * Sejé f continua em fa f] diferenciável em (o boss 


"ijt ss eue AP " K PR: g 
MD Se f(x) » 0 paña lodo x em (à; b); entia Pé crescente 
Y "M dá Aate iH. eS PU 4 

Muni Ciclo Lar ty arms sb re 

Ut é 13) « 0 para todo x em (a, D), então f é e 


un n. em (a, ppt ¿oline 38m ve 733 aay RA 
— AAA EE, 2 


DEMONSTRAÇÃO 


Para provar (i), suponhamos que f(x)>0 para todo x em 
(a, b) e consideremos números arbitrárips x, x, em (a, b] tais 
que x, € x,. Queremos mostrar que fix) « ftx). Aplicando o 
teorema do valor médio (4.12) ao intervalo bx, x,] temos 


Fx) = f(x) = flex, =x) 


para algum c no intervalo aberto (x,, 4). Como x-x>0e 
como, por hipótese , f'(c) > 0, o aumento direito da eq 
prévia é positivo; isto é, f(x.) — f(x.) > 0. Logo f(x.) > f(x), que 
É o que queríamos mostrar. A demonstração de (ii) € análoga. 


Pode-se também mostrar que se f'(x) » 0 em todo um 
intervalo infinito (—, a) ou (b, ce), então f é crescente em 
(œ, a] ou [b, eo), respectivamente, desde que f seja continua 
messes intervalos, Resultado análogo vale para funções decres- 
centes se f(x) « 0. 


Para aplicar o Teorema (4.13), devemos determinar inter- 
valos em que f'(x) € ou sempre positiva ou sempre negativa. 
Para tanto, o Teorema (2.7) € útil. Especificamente, se a derivada 
f € contínua e não tem zeros em um intervalo, então ou 
T> ô ou f(x) « O para todo x no intervalo. Assim, se esco- 
Ihermos qualquer número k no intervalo e se f'(&) » 0, emão 
fx)»0 para todo x no intervalo. Da mesma forma, se 
f'(k) «0, então f'(x) «0 em todo o intervalo. Denominamos 
f'(k) um valor de teste de f'(x) para o intervalo, 


EXEMPLO 1 
Se f(x) -x* 9 - 5x5, 


(a) determine os intervalos em que f é crescente c os intervalos 
em que f é decrescente. 


(b) faca o gráfico de f. 
SOLUÇÃO 


(a) Primeiro diferenciemas f(x): 
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fl) - 30 + 2x5 = (Ax 5) (x- 1) 


Pelo Teorema (4,13), basta achar os intervalos em que 
fà) » 0 e os em que f(x) « 0. A forma fatorizada de f(x) e os 


mümeros críticos — e 1 sugerem os intervalos abertos 


(79, -1), €-3, 1), € (1, ©). Em cada um desses intervalos, f" é 
contínua e não tem zeros; portanto, f'(x) tem o mesmo sinal em 
todo o intervalo. Este sinal pode ser determinado por um valor 
de teste adequadamente escolhido. 

A tabela a seguir exibe nosso trabalho. Os valores de k 
foram escolhidos de acordo com a conveniência. Escolhemos 
k=-2 em (=, -1), mas poderíamos ter escolhido qualquer 
outro mümero, como =3 ou 10, 


Brom 
m 
p U o 
EILART Ha 
Le! 


+ - B 
Pesa deron I f é crescente | f é decrescente | f é crescente 
UR em(-,-3) | em[-2,1] em (1, 0) 
(b) Como auxílio para o tragado do gráfico de f, determinare- 
d mos os interceptos-x resolvendo a equação f(x) = 0. Como 
fio-2s2-8-5 
Pla a 1) S(x + 1) 
— ps = (17 - S)x 1) 


vemos que os interceptos-x são VS, -v5 e -1. O intercepto-x é 
f(0) = —5. Os pontos correspondentes aos números críticos são 
(-1,8) e (1,-8). Grafando esses seis pontos e usando a 
informação da tabela, tem-se o gráfico de f (Figura 4.19). 


Vimos na Seção 4.1 que, se uma função tem um extremo 

Figura 4,19 local, então este deve ocorrer em um número crilico; entretanto, 
nem todo número crítico conduz a um extremo local (veja o 

Exemplo 5 da Seção 4.1) Para achar os extremos locais, 

começamos por determinar todas os números críticos da função. 


yeer- S-S 


PA Cálculo com Ceomebia Anstiice 


Tonto da derivada 
primera (4,14) 
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Em seguida, testamos todos os números críticos para determinar E. 
a ocorrência, ou não, de um extremo focal. Há vários métodos para X 


realizar este teste. O teorema seguinte baseia-se no teste do sinal 
da derivada primeira de f. No enunciado do teorema, a expeessáo 
f' passa de positivo para negativa em c significa que existe um 
intervalo aberto (a, b) coetendo c tal que f(x)>0 sè a<x<ce 
f'(x) «0 se c «x < b, Significado análogo aplica-se às expressões 
LIA O os a 


DEMONSTRAÇÃO. 


Sc f' passa de positiva a negativa em c, estão há um intervalo 3 


aberto (a,b) contendo c tal que f(x)>0 para a«x«c e 
f(x) <0 para c < x < b. Além disso, podemos escolher (a, b) tal 
que f seja costínma em [a, b). Logo, pelo Teorema (4.13), f € 
crescente em fa, c] e decrescente em [c, b]. Assim, f(x) < f(c) 
para todo x em (a, b) diferente de c; isto €, f(c) € um máximo 
local de f. Isto prova (i). Demonstrações análogas valem para 
(ii) e (iii). 

Para lembrar o teste da derivada primeira, considere os 
gráficos das Figuras 4.20 e 4.21. Para um máximo local, o 


coeficiente angular f'(x) de tangente em P(x, Ax) € positivo se 


x«c € negativo se x>c, Para um mínimo local, ocorre o 
contrásio. e ee 14). 
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Figura 4.22. fic) não é extremo local. 


EXEMPLO 2 
Se f(x) =x « xà — Sx — S, determine os extremos locais de f. 


SOLUÇÃO 

Esta é a função considerada mo Exemplo 1. Os números críticos 
são - 3 € 1, Vemos, pela tabela no Exemplo 1, que o sinal de 
f'(x) passa de positivo a negativo quando x aumenta passando 
por =t. Logo, pelo teste da derivada primeira, f tem máximo 
local em = 1. Este valor máximo é f(=! ) = $ (veja a Figura 4.19). 


Em 1 ocorre um mínimo local, pois o sinal de f(x) passa 


de negativo para positivo quando x aumenta passando por 1. Este 
valor mínimo é f(1) = -8. 


EXEMPLO 3 


Se f(x) = x!(8 x) , determine o extremo local de f e trace o 
gráfico. 
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SOLUÇÃO 
Pela regra do produso, 


SO Bn 
¿1 8-) (2-1) 
Tas 


Logo, os números críticos de f são 0 e 2, Como no Exemplo 1, 
isto sugere que considerarmos o sinal de f'(x) em cada um dos 
intervalos (—», 0), (0, 2) e (2, €). Como f' é contínua e não tem 
zeros em nenhum desses intervalos, podemos determinar o sinal 
de f'(x) empregando um valor de teste adequado f'(kj Não é 
preciso calcular efetivamente f'(ky, tudo o que necessitamos é 
conheces seu sinal. Assim, se escolhermos k = 3 em (2, v), então 


4(2-3) 
FO = “aq 


e podemos dizer, sem calcular, que o numerador é negativo e o 
denominador é positivo. Logo, f'(3) <0, conforme se pode ver 
pela tabela seguinte. 


E 


Ped == f é decrescente 
rm --,0]| em[0,2] | emiz) 
Pelo teste da derivada primeira, f tem máximo local em 2, 
pois f' passa de positiva a negativa em 2. Temos, pois, 
Máx. local: f(2) = 28 — 2) = 6 VY =7,6. 
S A função não tem extremo em O, pois f' edo muda de simal em O. 
Para tragar o gráfico, grafamos primeiro os pontos comes- 
pondentes aos números críticos. De f(x) = x "(8 - x) vemos que 
os interceptos-x do gráfico são O e 8, O gráfico está esbogado 
na Figura 4,23, Note que 


lim f(x) = 


1-0 


Figura 4.23 


Como f é continua em x = 0, o gráfico tem tangente vertical em 
(0, 0) pela Definigio (3.9). 


EXEMPLO 4 

Se f(x) =P (e — 8), ache os extremos locais de f, e trace o gráfico. 
SOLUÇÃO 

Aplicando a regra do produto, oblemos 


10-00 « (9 - 8 1,00) MEA 


Os números críticos são as soluções de x = 2 = De x!” « 0, isto é 
HE, 0 e V2. Isto sugere desermásarmos o sinal de f'(x) em cada 
um dos intervalos (=œ, -v F), (V2, 0), (0, VE) e (V2, œ). Taba- 
lando nosso trabalho como em exemplos prévios, obtemos: 


Pelo teste da derivada primeira, f tem mínimos locais em 
MT e V3 c máximo local em 0. Os valores funcionais cores. 
posdentes pos dão os seguintes resultados. 

Máx. local: f(0) = 0 

Min. local: f(V) = f(E) = -6 V = -7,6 
Note que f'(0) náo existe. Conso 

lim fix) e lim fx) === 
1-0 O 
e como f é contínua em x = 0, o gráfico tem ponto de reverso 
em (0, 0), pela Definição (3.10). 
A Figura 4.24 apresenta o gráfico de f. 
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Pigura 4.25 


— SÁ ~ — o — 
p uw XN OD  — un uuu 


Recordemos de (4.9) que, se uma função f € continua em 
um intervalo fechado [a, b] e se quisermos os valores máximo 
e mínimo, então, além de determinarmos os extremos locais, 
devemos calcular os valores f(a) e f(b) nos postos extremos de 
intervalos (a, b). O maior múmero, entre os extremos locais e os 
valores fía) e f(b), é o máximo de f em [a, b]. O menor desses 
múmeros é o mínimo de f em [a, b]. Para ikustrar essas observa- 
ções, consideraremos a função discutida no exemplo prévio e 
restringiremos nossa alemgio a certos intervalos, 


EXEMPLO 5 


Se f(x) =1% (xè - 8), determine os valores máximo e mínimo 
de f em cada um dos seguintes intervalos; 


(a) 1] (09113 (9 [-3.-2) 
SOLUÇÃO 


O gráfico na Figura 4.24 indica os extremos locais e os intervalos 
em que f É crescente ou decrescente. A Figura 4.25 ilustra a 


paste do gráfico de f que corresponde a cada um dos intervalos 
(a), (o) e (c). 


(b) [-1, 3] (à [-3, -2] 


y y 
— P dd je 
3 x 


Com base nas figuras acima, obtemos a seguinte tabela (verifique 
cada dado). 
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Figura 4.26 


Note que, em alguns intervalos, o valor máximo ou valos mínimo 
de f é também um extremo local; em outros intervalos, isto não 
ocore. 


EXEMPLO 6 


A Figura 4.26 é o gráfico de y = | x + sen x para 21 sx s 2c 
Determine as coordenadas dos pontos A, B, C e D, que corres- 
pondem a extremos locais. 


SOLUÇÃO 
Fazendo f(x) = 1 x + sen x e diferenciando, temos 
f(x) - 1 +008x 
Os extremos locais ocorrem se f'(x) = 0 — isto €, se 
je coz 0 ou cosx=-! 
As soluções da Última equação em [0, 2x) são 22/3 e 42/3, Estas 


são as coordenadas de C c D. Por simetria (em relação à origem), 
as coordenadas-x de A e B são 4/3 em 22/3, 


Poderíamos agora aplicas O teste da derivada primeira; 
todavia, pelo gráfico, evidente que o postas C com aponde 
a máximos locais c os pontos B e D correspondem a mínimos locais. 
A tabela seguinte dá as coordenadas desses pontos. 
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EXERCÍCIOS 4,3 


Exercs. 1-16: Determine os extremos locais de f e 


30 f(x) cot x + 2 cot; 
os intervalos em que f é crescente os decrescente; di mid cg 


estoce o gráfico de f. 37/G)-21:x-n^x; [8,23] 

1 fi) S- Tae A 32f(i)-Qgx-2scx, —[-x4, 2/4] 

2 f()e-67-9x45 Exeres. 33-34; A figura exibe o gráfico da equação 
para -2x «x 2x. Determine as coordenadas- des 

3 fa)-28 «x! -20« 8 1 postos correspondentes a extremos locais. 

4 fué ses PII 

$ jjer  -&? «1 6 f(x) - 4? - x* 

7 fr 10 - 1y* 8 fi) = 6? - 1 

9 jier P ea A 8) 


st) 7, «2. 12 fü) eos 2) 
0 fa)- à V3 -4 

14 fa) - 8- V 24 1 

15 fi) «3-9 

16 fla) ava = 


Exerc. 17-22: Determine os extremos locais de f e oma 
em (0, 2x) e os subintervalos em que f é crescente 2 
ou decrescente. Faça o gráfico de f. 


JAU flo) =cosxosenx — 18 f(x) =cosx—senx 
19 f(x) « Ex - sen x 20 f(x) «x «2cosx 


21 f(x) 2e x sen 2x. 22 f(x) 2 cos x + cos 2x 
Exercs, 23-28; Ache os extremos locais de f. 


23 f() = Vo M fi) = VETA 
25 fü) -(x-2)(« 1 26 f() = qe = S 


DD HN AMALIA UMANE Fn Exeres 35-40: Esboce o gráfico de uma função 


Giferenciável f que satisfaça as condições dadas. 


29 f) «seed x; fa, x2] 36 f(0) = 3; f(-2) = $12) = 4; FO) não-definida, 


E IO) NS) 0 40) - f(5) - 0; 


Ü 39 f(-5) - 4: fi0) « 0; (S) « - 4; 
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fC2-/(2)-0;f()»0se 2<x<00ux>2; 40 f(a)- ac flo) =0 para 20,2 1,22, 23 
: J'in) > 0 para todo outro x. 
fi)s0sex«-2000«x«2 


E) Exercs. 41-42: Grafe f em [-2, 2) (a) Use o gráfico 
36 f(3) = 5; f(5) = O; f'(5) ndo-definida, f'(3) + 0; para estimar os exmemos locais de f. 


f'G)»0se x «300 x» 5; f(x) «056 3«x« 5 (b) Estima onde f é crescente ou decrescente, 
E eree 
fi)>0mex<I001>5; f'() «056 3«x«5. 
p b Te 

38 (0) «x f-2)- /(2)==4; 4 fu. m 

FED = SO) = $12) =0; E) Exeres. 43-44: Grafe f" em [-1, 1). Estime as coor- 

f'G)» 0 se -2«x «0 02 4» 2; denadas-x dos extremos locais de f e classifique cada 
| 0 -2 00 0 2 -— 

fi)s0üsex«-200 0 «x« DOS — 


44 fü)» 6-38 - 1 4 0,5 
OSI F0) 05) «0; - i 


f)»0 se [x | » S fl)<Ose 0 <|x|<S 


3 4.4 CONCAVIDADE E O TESTE DA DERIVADA SEGUNDA 


Na seção precedente utilizamos o sinal da derivada f' para 
determinar cade uma função f era crescente e onde era decres- 
cese, Analogamente, podemos usar o sisal da derivada seguida 
f" para determinar onde a derivada f' é crescente e onde é 
decrescente, Especificamente, se f"(x) » 0 em um intervalo 
aberto /, então f(x) € crescente em /; isto é, o coeficiente angular 
da tangente so gráfico de f aumenta com x (veja a Figura 4.27). 
Diz-se então que o gráfico é côncavo para cima. 


, y= 10) d 
r= fi») 
Po» 0 E fü) O * 
f" crescente f' decrescente 


Figura 4.27 Gráfico cbecavo para cima. Figura 4.25. Gráfico cbocavo para baixa 
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Definição (4.15) 


Veste da Concavidade (4.16) 


Se f"(x)«0 em um intervalo aberto J, então f'(x) é 
decrescente em J. Neste caso, o coeficiente angular da tangente 
ao gráfico de f decresce quando x cresce (veja a Figura 4.28). 
Diz-se então que o gráfico é côncavo para baixo em I. 


» 


E A SECAS ERRA PES 


Pode-se provar que, mo caso da concavidade para cima em 
um intervalo, o gráfico está acima de toda tangente (veja a Figura 
4.27) e, a concavidade para baixo, o gráfico está abaixo de toda 
tangente (veja a Figura 4.28). 


O próximo teorema é um novo enunciado, em termos de 
concavidade, do que dissemos acerca do sinal de f(x). 


EXEMPLO 1 


Se f(x) =x 4 x! — Sx > 5, determine intervalos em que o gráfico 
de f é côncavo para cima ou côncavo para baixo, e ilustre os 
resultados graficamente, 


SOLUÇÃO 


A função f já foi considerada nos Exemplos 1 e 2 da Seção 
precedente e está representada na Figura 4.29. Como 
f'G)- 3 + 2x5, 


f(x) = 662 = 2(3x + 1) 
Logo, f(x) < 0se 3x + 1 « 0— isto é, se x <- i. Analogamente, 
fo)» 0sex»-! 


Aplicando o teste da concavidade (4.16) obtemos o seguinte: 


Côncavo Cóncavo 
para baixo para cima 
pers -S-s 
Figura 429 


Estes fatos acham-se ilustrados na Figura 4.29, onde P é o 
ponto de coordenada-x — j. 


EXEMPLO 2 


Se f(x) = sen x, determine onde o gráfico de f é côncavo para 
cima e onde é cóncavo para baixo, e ilustre os resultados 
graficamente, 


SOLUGÁO 
Diferenciando f(x) duas vezes, obtemos 
FU) =cosx, f'Gx)e-senx 


Como f(x) = —f(x), vemos que f"(x) <0 sempre que f(x) > 0; 
logo, pelo teste da concavidade (4.16), o gráfico é cbscavo para 
baixo quando está acima do cixo-x. Analogamente, f(x)>0 
sempre que f(x) < 0, de modo que o gráfico é cóncavo para cima 
quando está abaixo do eixo-x. Estes detalhes estão ilustrados na 
Figura 4,30, code as abreviações CB c OC indicam, respectiva- 
mente “côncavo para baixo” e “côncavo para cima”. 


Figura 430 


Cada ponto do gráfico de f onde a concavidade muda é 
chamado ponto de inflexão. A definição é; 


Teste da derivada 
segunda (4.18) 


ua pe feb pito sf Coi Pop liie 


10) 15 cute ed nig 
e 


Tr EE YS" YI P 
a o MO HR cim tn (EO 
ixo em (e, b), ou vice-versa, > 


Costuma-se abreviar o enunciado (ii) da Definição (4.17), 
dizendo que a concavidade muda em Pic, f(c)). 


O ponto P pa Figura 4.29 é um ponto de inflexão, Na Figura 
4.30, todo posto Plus, 0), n inteiro, é ponto de inflexão. A Figura 
4.31 exibe pontos de inflexão típicos no gráfico de uma função. 
Note que um “bico”, ou ponto de reversão, pode ou nio ser um 
posto de inflexão, 


Pelo teste da concavidade (4.16), se a derivada segunda f" 
moda de sinal em um número e, então o posto Ple, f(c)) é um 
ponto de inflexão. Além disso, se f" é contínua em c, devemos ter 
Fc) = 0. Estretanto, é possível que f"(c) não exista em ponto de 
inflexão, Assim, para deserminar pontos de inflexão, começamos 
propor ona d i eos números para os quais f" não existe. 
Testa então cada um desses números para verificar se é uma 
coordenada-x de um ponto de inflexão. 


O teste que segue, para extremos locais, basela-se ma 
derivada segunda, 


EN)  fi)s0 


fe) « 0 


E. Figura4.2 Máximo local fic). 


- 


Me» o 


ASN) f'()-0 
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DEMONSTRAÇÃO 


Se f'(c) = 0, então a tangente ao gráfico em P(c, f(c)) é horizontal, 
Se, além disso, f(c) « 0, então o gráfico é côncavo pára baixo em 
c €, assim, há um intervalo (a, b) comendo c tal que o gráfico está 
abaixo das tangentes. Segue-se que f(c) é um máximo local para 
$, conforme ilustrado na Figura 4,32. Isto prova (i). Prova análoga 
pode ser dada para (8), conforme Figura 4.33. 


Se f" (c) = 0, não se pode aplicar o teste da derivada segunda. 
Em tais casos, deve-se aplicar o teste da derivada primeira. 


EXEMPLO 3 
Se f(x) « 12 * 2 - x*, use O teste da derivada segunda para 


determinar os extremos locais de f. Discuta a concavidade, ache 
os pontos de inflexão e esboce o gráfico de f. 


SOLUÇÃO 
Diferenciando f(x) duas vezes 


fG) =4x-40 = Ax(1 i) 
Fx) 4-128 = 4(1 34) 


A expressão de f(x) permite achar os números críticos 0, 1 e 
~l. Para esses números os valores de f" são 


f()-4»0, f(1)=-8<0, e f'(-1)--8«0 


Logo, pelo teste da derivada segunda, a função tem mínimo local 
em O c máximos locais em 1 e -1, Os valores correspondentes 
da função são f(0) = 126 f(1) = 13 = f(-1). A tabela que segue 
resume nossa discussão. 


Máx. local f(1) = 13 


Para localizar possíveis pontos de inflexão, resolvemos a 
equação f"(x) = O (isto é, 4(1 34%) = 0), obtendo as soluções 
-VIB e VIA. Examinemos a seguir o sinal de f(x) em cada 
um dos intervalos 


(a, 13), (130,438), e (3/3, c) 
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Como f" € coatimsa c não tem zeros em nenhum dos intervalos, “ 


9 otl TITTEN y 
Ine Mese 
A 


MIA! e a 
Viação E dd E- 


Como f“(x) muda de sisal em -v3/3 c V3/3, os pontos 
y correspondentes (2/3/3, 119/9) no gráfico são pontos de infle- 
p P xão, São os pontos em que a concavidade muda. Conforme se 
vê na tabela, o gráfico é côncavo para cima no intervalo aberto 
(33, V3/3) e côncavo para baixo fora de [-V3/3, V3/3). O 
gráfico acha-se esbogado na Figura 4.34. 


.— TT ——— a —— —— ——— — — — 


x EXEMPLO 4 


Se f(x) = x* = Se), determine os extremos locais de f. Amalise a 
m iai concavidade, determine os postos de inflexão e esboce o gráfico de f. 
pura 4, 


SOLUÇÃO 


Começamos pos diferenciar f(x) duas vezes: A 


Fx) - 51-158 » Se - 3) 
fx) = 208 = Mir = 101121 - 3) 
Resolvendo a equação f(x) = D obtemos os números críti- 


cos 0, -V3 e V3. Tal como no Exemplo 3, temos a tabela ás guinte 
(vetifique cada dado). 
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Como f(0) = 0, não se pode aplicar o teste da derivada 
segunda em 0; aplicamos, assim, o teste da derivada iza. 
Pode-se mostrar, usando valores de teste, que se V3 <x <0, 
então f'(x) « 0, e se O «x « V3, então f'(x) « 0. Como f'(x) não 
muda de sinal, nio há extremo em x= 0, 


Para achar possíveis pontos de inflexão, consideremos a 
equação f(x) «0, isto é 1024 -3)=0, As soluções, em 
ordem de grandeza, são V6/2, 0 c V6/2. Tal como no Exemplo 

4 3, construímos uma tabela, 


O sinal de f(x) muda em -V6/2, 0 e v6/2, donde decorre 
que os pontas (0, 0), (-/6/2, 21V6/8) e (V6/2, -21/6/8) são 
pontos de inflexão. O gráfico consta da Figura 4,35, com escalas 
diferentes para os dados eixos x c y. Os interceptos-x são O e 
xS = 2,2. 


Em todos os exemplos precedentes f" € contínua. É 
possível, entretanto, (c, f(c)) ser um ponto de inflexão mesmo 
mo caso de f'(c) ou f(c) não existir, conforme ilustrado mo 
próximo exemplo, 


EXEMPLO 5 


Sc f(x) = 11%, determine os extremos locais, analise a coeca- 


" vidade, ache os pontos de inflexão e esboce o gráfico de f. 


SOLUÇÃO 
Diferenciando f(x) duas vezes temos 
OT 


2 2 
fioe gx" gum 
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Figura 436 


A primeira derivada não existe em x = 0, € 0 é o único posto 
press a Como f'"(0) não é definida, não se pode aplicar o teste 

da derivada segunda. Todavia, se x0, então x?5»0 e 
PQ) == 113%) < 0, o que significa que f é decrescente em todo 
seu dominio. Consequentemente, f(0) não é ven extremo local, 


Utilizando valores de teste, construimos a seguinte tabela. 


A concavidade mýta em x «0 c f € contínua em 0, de 
modo que o-ponto (0, 1) € ponto de inflexão 
O gráfico está esbogado na Figura 4.36. Note que há uma 


tangente vertical em (0, 1), pois f é contínua em x=0 c 
Loro 


— 


EXEMPLO 6 


Se f(x)«*39)"(S + x), determine os extremos locais, analise a 
> ache os pontos de inflexão e esboce o gráfico de f. 


SOLUÇÃO | 
Escrevendo f(x) = Sx? + x e diferenciando duas vezes temos: 


rod. inda, > j 


rw- an, 10 efa ) 


Atentando pera f'(x), vemos que os números críticos para f são 
-2 € 0. Aplicamos emão o teste da derivada segunda, conforme 
.a tabela a seguir. 
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Como o teste da derivada segunda não é aplicável em 
€ =0, utilizemos o teste da derivada primeira. Por meio de 
valores de teste, vemos que o sinal de f'(x) muda de — para + 
em ce), Logo, f tem mínimo local em (0, 0). 


Para determinar a concavidade, notamos primciro que 
fx) =Demx « 1 e f"(x) são existe em x = 0. Examinamos em 
seguida o sinal de f(x) mos casos x «00 «x «1 c x» 1. 
Utilizando valores de teste para f" chegamos à tabela seguinte. 


Vemos, pela tabela, que o gráfico de f tem ponto de 
inflexão em (1, 6) mas não em (0,0). O gráfico está esbogado 
na Figura 4.37. Note que 


im fl)» e limf'()ee 


e ru 


Como f é contínua em x = 0, o gráfico tem ponto de reversio 
em (0, 0) pela Definição (3.10). 


EXEMPLO 7 


Sc f(x) = 2 sen + cos 2x, determine os extremos locais e faça o 
gráfico de f no intervalo [0, 2x]. 


SOLUÇÃO 
Diferenciamos f(x) duas vezes: 
Fx)» 2 005x-2 sen 2x 
fx) =-2 sen x — 4 cos 2x 
No Exemplo 7 da Seção 4.1 vimos que os números críticos 
de f mo intervalo [0, 2x] são 1/6, 51/6, x/2 e 3/2. Levando esses 
números críticos em f''(x) obtemos 
f"Gu6) - -3, f"(5206) « —3, f'(m/2)- 2, fan) «6 


Aplicando o teste da derivada segunda, vemos que há máximos locais 
em 246 e Saló e mínimos Jocais em x/2 e 31/2. Temos assim 


Máx. local: — f(m6)- 32 e f(5xu6)- 3/2 
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Min. local; 


J)e e f(3n2)  -3 


Com estes dados e grafando alguns outros pontos, obiemos o 
esbogo da cerva conforme Figura 4.38. 


EXERCÍCIOS 44 


Parra EM Determise os extremos locais de f 

wieso o heute da dentada segunda quando 

Ache os intervalos em que o gráfico de f é côncavo 

pura cis on para baixo, € determine as coordena- 

Ber dos ponios de iaflexio. Faça o gráfico de f. 
MIDI don, ..1 


3 die s! a? 4 251 $0 


Mole w'-ahs6 — d ft)- &? -2* 
8 fie 2i* T 6 f(x) rés 
) fede Gh - ay! 8 fü) x* - a! +10 
» fpe Vi 1 10 f8)-2- V2 


H May VE (Mx e 10) 12 0-2 a) 
fra SO 44 dE 


Mo y pt 16 Hu) o GP 
CERTO RL Rá 18 fix) ava" 


Parres, 1924 Use o test da derivada segunda para 
de har on extremes locais de f no intervalo (0, 2x). 
(Para exercícios são os mesmos Exercícios 17-22 da 
dee 4.4 em que o método de resolução envolvia o 
teste sla alerivada primeira.) 


19 fla) y e snx 


N fis 1x-senx 22 f(x) «x &2cosx 


IN fi) P em xt sen 2x 
Vers, 25-28: Use o tette da derivada segunda para 
Pen in Extremos focais de f no intervalo dado. (veja 
va Lacicicóos 29:32 da Secção 4.3.) 

15 fla) sec * x; [-32, 112] 


16 Jiao xs 2c0t; — [2/6 Ss/6] 


EL oon 


20 f(x) = cos x sen x 


24 f(x) * 2 cos x + cos 2x 


27 fi) 21gx - tg x; [aa 2/3) 
28 f(x) - tg x - 2 sec x; [-m4, x/4] 


Exercs. 29-30: A figura exibe um gráfico de equação 
para 2 «x «2x. (veja os Exercícios 33-34 da 
Seção 4.3.) Use o teste da derivada segunda para 
determinar os extremos locais de f. 


29 y «ix cosa 


30 y roer 


Exeres. 31-38 Edo o gráfico de uma função 
contimas f que verifique todas as condições indicadas. 


91 HO « 3; f(2) « 3; $10) = (2) 
J'in) « 0, se lx-11>) 
fGx)»0 se x-1<1; 
f"()»0 s x<1; f"(x)0sex» 1 

32 f(0)- 4; f(2)« 2; f(5) - 6; f'(0) = f'(2) = 0; 
f)»0 se [x- 1|» 6; 
f')«0se [x- 1]« t; 
fFx)«0 se x«100 se |x-4]«1 
f»0 s [x-2]«1 eu se 1» 5 

33 HO) = 2; f(2) = ((-2) = 1; f'(0) = 0; 
F()>0 se x«0, f(x) «0 se x>0; 
FW) <O se |x[«2; ft)» 0 se |x]»2 

M fü) «4; f(x)» 0 se xat; f'() «0 se x» 1; 
S'()>0 para tdoxel — 

35 f(-2) e f(6) =D; HO) = f(4) = 0; f(2) = f(8) = 3; 
f' vho-definida em 2 € 6; f'(0) = 1; 
f(x) >0 em todo (s, 2) e (6, o); 
FU) <0 se |x-41<2; 
f(x) «0 em todo (6, 0), (4, 6) e (6, =); 
f) * 0 em todo (0, 2) e (2, 4) 

36 f(0) = 2; f(2) = Y; f(4) == f(10) = O; f(6) = -4; 
F= f'(6) « 0, 


f(x) «0 em todo (me, 2), (2, 4), (4, 6) e (10, =); 


Su) »0 em todo (6, 10); 
FA) e F (10) não existem; 
Flu)» 0 em todo (-, 2), (4, 10) e (10, oo); 
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Fx) « 0 em todo (2, 4) 


37 Se n é um inteiro impar, codo f(s)«1 e 
f'(n) 0, se n € um inteiro par, então fía) = O e 
f'(n) não existe; se s € um inteiro qualquer, emio 


(a) f'(x) » Ose 2n «x «2n 1 
(0) f(x) «0 sc 2n- 1 «x « 2n 
(0) f"9)«0se 2n «x «2n + 2 
M f(x)-xsex--1,2,4008; 
fx) « 0 se x « -1,4,6 00 8; 
f) «0 em todo (^, 1), (4, 6) e (8, ©); 
f'G) >D em todo (-1, 4) e (6, 8); 
J'i) > 0 em todo (=, 0), (2, 3) e (5, 7); 
J" (R) « 0 em todo (0,2),(3, 5) e (7,0) 


, 39 Prove que o gráfico de uma função quadrática 
não tem ponto de isflexáo, Dé condições para que 
O gráfico seja sempre 
(a) cbocavo para cima 
(b) côncavo para baixo 


40 Prove que o gráfico de uma feação polinomis! de 
grau 3 tem exatamente um ponto de inflexão. 

IG Exeres, 41-42: Grafo f em [-1, 1]. (a) Estime onde 

o gráfico é côncavo para cima ou côncavo para baixo, 

(b) Estime a coordenada-x de cada posto de inflexão, 


41 fat 21 
42 f(x) =(x 0.17 Viros - ose? 


Ej Exercs. 43-44: Grafe f em (0, 3]. (a) Estime onde 
o gráfico de f é côncavo para cima ou côscavo para 
baixo, (b) Estime a coocdenada-x de cada ponto de 
inflexbo, 

43 fol - 50 7,5 3,3 4 0,4356 
44 f(x) * 2,1 sen sur « 14 cos 1 - 0,6 
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4.5 RESUMO DOS MÉTODOS GRÁFICOS 


Diretrizes para o tragado do 
gráfico de y = f(x) (4.19) 


- 


Muitas aplicações do cálculo baseiam-se no comportamento dos 
valores f(x) de uma função f quando x varia em um conjunto 
de números resis. Um dos caminhos mais indicados para estudar 
este comportamento é esbogar o gráfico de f, porque o gráfico 
revela propriedades que, de outra forma, poderiam permanecer 
ocultas ou não claras, Até aqui temos analisado vários tópicos 
úteis para o tragado de gráficos. Como essa análise se acha 
dispersa pelos quatro primeiros capítulos, procuramos resumi-ia 
aqui e daremos vários exemplos adíGonais. 


" YY Dominio de f Achar o dominio de f isto f jodos os - 
me inre q TO a efini di 


dotação NET ^ 
2, Conti de f Dáé 3h Herr pontem 
“domínio c, caso contrário, - achár e- - classificar” as! 
“ad Véscostispididen. . 1 
ae LA LEOH riw (PITE Y 
3 >o Inlésccpios x & : 
k cipere: 10) = Sed O TE 10 Vue 0) d À 
ui função, se existir, fn ipee DE ENA q 


:4 fé Simeria Se f 
i relação ao. 


p " poe 
mão | 
y Ast 


"e PEE 


He, E E 


is diim i 
AS S eis vie 
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a 


Uma das funções mais simples de grafar € a função 
polinomial f; todavia, se o grau de f é grande, pode ser bastante 
trabalhoso achar os zeros de f, fo f^. Toda derivada de f é 
contínua; portanto, o gráfico tem uma aparência suave e possi- 
velmente muitos pontas altos e baixos, conforme ilustrado na 
Figura 4,39. Cada número crítico c determina um extremo local 

x  f(c)ouum posto de inflexão, Já consideramos gráficos de várias 
fisngbes polinomiais em numerosos exemplos anteriores, e assim 
não acrescentaremos mais nenhum exemplo. 


y » fi) 


T on He e 


s Recordemos que uma função f é racional se 
fix) = elxWh(x), onde g e h são funções polinomiais. Se g e h não 
têm fatores comuns, então para todo o zero e do denominados Aix) 
a reta x ~ c É uma assántota vertical. No próximo exemplo usaremos 
as Diretrizes (4.19) para traçar o gráfico de uma fusgáo racional. 


EXEMPLO 1 


Se f(x) = Ez, analise c esboce o gráfico de f. j 


SOLUÇÃO 


Seguiremos as Diretrizes (4.19). 


Diretriz 1 O dominio de f consiste em todos os reais com 
exceção de -3 e 3, 


Diretriz2 A função f tem descoetinuidades infinitas em —3 
e3 e é contínua para todos os outros números reais. 


Diretriz3 Para achar os imterceptos-x, resolvemos a equação 
f(x) = 0, obtendo x= 0. O intercepto-y é f(0) =0. Portanto, o 
* gráfico intercepta os eixos x e y na origem. 


Diretriz4 Como f(-x) = f(x), f ¿uma função par e o gráfico 
é simétrico em relação ao eixo-y. 


Diretriz 5 — Diferenciamos f(x): 


PHa) 3x 
(-» "6-23 


Como f'(x) = O se x = 0, 0 é um número crítico, Os edmeros —1 
c 3 não são números críticos porque não estão mo dominio de f 


f. 9- 


Os valores de teste nos dão a seguinte tabela: 
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— EE 


O sinal da derivada f(x) passa de negativo para positivo 
em x*0, de modo que, pelo teste da primeira derivada, 
f(0) = 0 € um mínimo local de f. 


Diretriz6 —— Diferenciando f'(xk 
fi) 02700) - GGr2X9 —x-2x) À 1086 + 3) 
DD, FP 


O numerador é sempre positivo, de modo que o sinal de f(x) 
é determinado por (9 - x^). Usando valores de teste, obtemos 


Como f nho é contínua em —3 ou 3, não há pontos de 
inflexão. Como verificação dos extremos locais (veja a Diretriz 
5), notemos que f" (0) » 0 e dai, pelo teste da derivada segunda, 
$10) = 0 € mínimo local. 


Diretriz7 — Para achar as assíctotas horizontais, utilizamos os 
métodos da Seção 2.4, obtendo 


PARES nud 2d 
Ya 9-977 3 Me oy 


-2 


Assim, a reta y = -2 é assímosa horizontal. 


As assíntotas verticais correspondem aos zeros do denomi- 
nador 9-17, e sio x-3 0x3, 


Utilizando os resultados das diversas diretrizes e relerin- 
do-nos à tabela elaborada da Diretriz 5 para estudar o compor- 
tamento de f próximo das assimiotas verticais (x = x 3), obtemos 
0 esboço da Figura 4,40. 
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O gráfico de y = f(x) no exemplo precedente nho apresenta 
pontos de inflexão. Multas vezes é dificil achar os pontos de 
inflexão, quando eles existem, para o gráfico de uma função 
racional. A razão é que a regra do quociente é usada para achar 
f'(x) e novamente para achar f(x). Por isso, para achar f(x) e 
novamente para achar f(x). Por isso, para achar as soluções de 
f(x) = 0, pode ser necessário resolver uma equação polinomial 
de grau superior a 2. As soluções de tais equações costumam ser 
aproximadas pelo método de Newton ou pelo uso de um 
computador. Em virtude dessa dificuldade, no próximo exemplo e 
na majoria dos exercicios não determinaremos os pontos de jnflexio, 
nem analisaremos a concavidade dos gráficos de funções racionais. 


EXEMPLO 2 


Se fix) = Ez, esboce e analise o gráfico de f. 


SOLUÇÃO 
Novamente aqui seguiremos as diretrizes. 


Diretriz 1 O denominador é igual a (x — 2 kx + 1), de modo 
que o dominio de f consiste em todos os números exceto -1 e 2. 


Diretriz2 A função tem descontinuidade infinitas em —1 e 
2c é contínua em todos os outros números. 


Diretriz3 Para achar os interceptos-x, resolvemos a equação 
f(x) = 0, obtendo x = 0. O intercepto-y é f(0) = 0. Assim, como 
no Exemplo 1, o gráfico intercepta os eixos x € y na origem. 


Diretriz 4 Como f não é par nem impar, o gráfico não é 
simétrico nem em relação ao cixo-y nem em relação à origem. 


Diretriz S  Diferenctamos f(x): 


(a) 00, x4) 

f (2-x-2) (d-x-2) 
Resolvendo f'(x) = 0 obtemos os números críticos O e —4, Os 
zeros do denominador, =I c 2, não são números críticos, pois 


f(-1) c f(2) não existem. Com auxílio dos valores de teste 
construímos a seguinte tabela. 


(0,2) (2,00) 
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Figura 441 


dens ...t 
EA 


Pelo teste da derivada peimeira, f tem mínimo local f(-4) = ! e 
máximo local f(0) = 0. 


- LI 
Diretriz 6 Não analisaremos a concavidade nem pontos de 
inflexão. O leitor poderá verificar que 


UP + Ge + 4) 
PO aa 


Para resolver a equação f"(x) = 0, devemos pesélver a equação 
cübica 


ri 4.0 


Pode-se mostrar que esta equação tem uma raiz real 7, À menos 
de um décimo, r = 6,1, O ponto de inflexão é aproximadamente 
(-6,1; 0,9), ligeiramente acima do pooto (mínimo) (-4, 5 ). 


Diretriz 7 . Para achar assíatotas horizontais, consideramos 


: x g 
lim 3 -] e lim -1 


se E gens X -x-2 
Assim, o gráfico tem uma assíntota horizontal, y = 1. 
As assíntotas verticais são obtidas das soluções da equação 


PX-x-2-0,0s0x--lex-2 . 


Utilizando os resultados precedentes e referindo-nos à 
tabela elaborada na Diretriz $ para conseguir o comportamento 
de f nas proximidades das assíntotas verticais, obtemos o esboço 
da Figura 4,41, . 


O gráfico intercepta a assíntota horizontal y = 1. Para achar 
a coordenada-x do posto de interseção, resolvemos a equação 
f(x) = 1 como segue: 


TU. M 
moria 


Der-x-2 
X--—2 
Logo, o ponto de interseção é (2, 1). 


eee 


Se f(x) = g(x)h(x) para polinômios g(x) e Mx), e se o grau 
de g(x) é uma unidade maior do que o grau de h(x), então o 
gráfico de f tem uma assíntota oblíqua y = ax + b; isto é, a 
distância vertical entre esta reta e O gráfico de f tende para O 
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quando x — + ou x — — v. Para estabelecer este fato, podemos 
usar a divisão para exprimir f(x) na forma 


S. r(x) 
fix) hix) (ax « b) « hr" 
em que ou r(x) = 0 ou o grau de r(x) é menor do que o de h(x). 
Segue-se que lim, ||. r(xyh(x) = De lim, |. r(xyh(x) = 0. Con- 


seqüentemestc, f(x) aproxima-se de ax + b quando x se aproxima 
de œ ou — 9, Se o gráfico de f tem uma assíntota oblíqua, então 
não tem assíatota horizontal. 


EXEMPLO 3 


Se f(x) = 75 analise o gráfico de f. 


SOLUÇÃO 


Diretrizes 1e2 O domínio de f consiste em todos os reais 
exceto x = 2, onde existe uma descontinuidade infinita, 


Diretriz 3 — Os intesceptos-x são -3 e 3, € o interceptoy é 
HO) = t. 


Diretriz 4 — O gráfico não apresenta nenhuma simetria. 
Diretrizes $e 6 O leitor deve verificar que: 
pS e pr 
Como fx) =0 para todo x=2, não há extremos locais 
(veja o Corolário (4.6). 


Como f"(x) » 0 se x « 2e f(x) « 0 se x » 2, o gráfico de 
$ € côncavo para cima cm (-9,2) e côncavo para baixo em 
(2,00). Não há ponto de inflexão. 


Diretriz7 O grau do numerados x? -9 é uma unidade maior 
do que o grau do denominador 2x -4, de modo que há uma 
assíntota obliqua; por divisão, expressamos f(x) como segue: 


Pela análise que precede este exemplo, a reta y « 5x a 1 é vina 
assíntota obliqua, 
Como o gráfico tem uma assintota oblíqua, não há assintota 


horizontal, Há uma assíntota vertical x = 2 corespormlento +0 
zero do denominador 2x — 4. 


E "O MM M — 
o O U 
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Representando as assíntotas por retas tracejadas, grafando 


os interceptos e utilizando oulras informações obtidas das 
diretrizes, chegamos ao esboço da Figura 4.42. 


Em secções anteriores consideramos expressões f(x) que E 


contêm potências racionais tais como 7/3 e (x^ — 99%, ou a forma 


equivalente que apresenta radicais, Em alguns casos, o gráfico ` 


de f tem uma tangente vertical em algum ponto P, possivelmente 


com um ponto de reversão em P (veja as Figuras 4.23 e 4,24). 4 


O próximo exemplo ilustra o fato de que as tangentes horizontais 
também podem ocorrer quando há radicais em jogo. 


EXEMPLO 4 
Se f(x) = sr, analise e esboce o gráfico de f. 


SOLUÇÃO 


Diretrizes 1e2 O domínio de f é B, e f é contínua emtodo — 


número real, 


Diretriz3 O intercepto-x € 0 e o intercepto-y é f(0) = 0. 


Diretriz 4 — Como f(-x) « —f(x), a f é fi ; 
ico dades ana Polo vedo a — 


Diretrizes Se 6 — Diferenciando f(x) = 
obtemos 


nai AD-E) 2 
A E 


4 x duas ve 
(gra qj ne vers 


CO e 
Como f'(x)>0 para todo x, a função f é crescente em 
(=œ, 9) e não há números críticos. 

Como f"(x) » 0 para x « 0 e f(x) « 0 para x > 0, o gráfico 
é côncavo para cima em (-00,0) e côncavo para baixo em 
(0, 2), com ponto de inflexão em (0, 0). 


Diretriz 7 Verificar que 


TAPR - IND "m 
Lo = re a ~ 5 dade 
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' Há uma assíntota horizontal y = 2 (na parte do gráfico no 


primeiro quadrante) e uma assíntota horizontal y = -2 (na parte 
do gráfico no terceiro quadrante). WS 


Estes resultados permitem-nos tragar a Figura 4,43, 


Nos exemplos considerados até aqui nesta seção, o nume- 
radot € o denominador de um quociente não apresentam fatores 
comuns. Quando há um fator comum, digamos p(x), o gráfico 
de f tem um “buraco” em cada ponto correspondente a um zero 
de p(x). A título de ilustração, se 


-1 
fe) zs. 


então o gráfico de f seria o mesmo da Figura 4.43, com uma 
exceção; haveria um buraco em (1, V2) (veja os Exercícios 25-28). 


O próximo exemplo envolve valores absolutos. 
EXEMPLO 5 
Faça o gráfico de y = [4 =|. 
SOLUÇÃO 


Uma maneira difícil de proceder é usar o fato de que 
|a |» Và? para escrever y = V(4=x”), e então utilizar derivadas 
para achar extremos locais e pontos de inflexão. Um processo 
mais simples consiste em esboçar o gráfico de y = 4 — x", conforme 
Figura 4.44(i). Este gráfico é o mesmo que o de y «|4 x | se 
25152 Se x»2 ou x « 2, então 4 — x? <0, e o gráfico de 
y =[4-x | é a reflexão do gráfico de y = 4 -xº em relação so 
cixo-x, conforme mostra a Figura 4.44(ii). Os extremos, conca- 
vidade e pontos de inflexão evidenciam-sc por si mesmos. 


o y am 
y-4 e 
+ A tp 
Figura 444 
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EXERCÍCIOS 4.5 2i 
Exercs. 1-18: Determine os extremos e faça o gráfico Exeres, 29-34: Esboce o gráfico de f. 
de f. 
? 29 f(x) - [i - 61 + $] 30 fgets e 21-2] 
Y = ES É 2 jo). 355 
+3 131 N feld] 32 0 ex] 
3 fa). 32-6 4409-7 5-3 — 33 f)e-|senx| — 34 f(x) - |cosx] «2 
=i «+3 Exercs. 36.38: Use as informações dadas para esbo- 
TUE ETE popa ` 
r-r- EEN rE 1-3 
a x-l pet reum 
7 > «zm 
Par "Pa Nin xe 
-1 
9 fa) *** 10 f)- S3 å 
vr I o AE 
LL - cu T S 
nA UM" ri ES, 
13 fg) cac 14 fix) = Beard fi) = 0se x « 207 + 2V3 43 8,69; 
2 E f(5,83) 0,09, f(0,17) 2,91; 
1 Ford d Ni» TIT 118,69) = 0,08 . 
4-2 8-2 x+4 +4 
Di 3 io ML 4" +=) 
Exercs. 19-24; Determine os extremos e pontos de A 
iaflexio, e faça o gráfico de f. fi). per A, 
à a 
19 ms 20 fü f'() «0 se x « —4 2 2V3 (aprox. -0,54, -7,46% 
28 + Mr? 4 24x + 32 
- A d sa. ———1——À 
mo X41 nfa x41 (à - ap 
Bs E Mt? f) «05e x « -2V3 - 2V9 -4 = 11,04; 
f(- 0,54)  -0,93; $(-7,46) «0,07; 
nadas i de cru f(-114) = -0,06 
28 62-6 2-1-6 MEE OS -2), 
ana des tema — Porta tAd) 
*-1 x+2 Ac - 40x + 28, 
1-2 died? E dir” pe 


md 
Pt sp da dado 26 
Flu) =Osex =$ 2 3/2 (aprox. 9,24; 0,76); (0) Faça E e esboce o pico de F para 
ro- Ex e E ESA F 
Fa) = Osex = V36 + IVG + S m 13,95; d , 2 i 


; pa 40 Os biomatemáticos tèm proposto várias funções 
109,24) « 1,79; f(0,16) 0,41; (13,75) = 1,82 diferentes para descrever o efeito da luz sobre a 


P^. ES E E taxa a que se processa a fotossíntese. Para que a 
s ju). 267366. x. TY On A fuagio seja realistica, deve exibir o efeito de 


fotoinibição, iso é, a taxa de peoduçio P de 
fotossíntese deve decrescer para O à medida que 
Y 2427, a intensidade de loz / atinge altos níveis (veja a 
-9 figura). Qual das seguintes fórmulas para P — 
onde a € b são constustes — deve ser usada? 

SU) - 0 se x « —7 « 2V10 (aprox. -0,68 — 13,32% Justifique sua resposta. 


«qj = 26 - 1268 - 1620-38, a anti 
f) = (2-9) ' Mr œP beP 


f") = Ose x -2V5 - 2/36 - 1 m 19,80; 
; $(-0,68) = - 0,78; f(-13,32) « —2,89; 
f(-19,80) =-2,90 


7- 39 A ki de Coulomb afirma que a foeça de atração 
jc s F entre daas partícelas casregadas é diretamente 02 
0 


P 
(fotossíntese relativa) 


proporcional so produto das cargas e inversamen- f i51 
poa ao quadrado da distância estre as Deinde da haz) 


co— F Exercs. 41-42: Faça o gráfico so intervalo iedicado. 
' em uma reta coordenada entro duas partículas de JR ciel aso dedero 
carga -1 (veja a figura). ou checavo para baixo, (b) Estime a coordenadas 


(a) Mostre que a força resultante que atua sòbre Se cada ponto de inflexão. 
a partícula de carga +1 é dada por 
i-i a qe. SERIEM, qua 
bed Armar > 


oade k É uma constante positiva, a fe iare 


A -6,6 
076 - x41 ree 
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4.6 PROBLEMAS DE OTIMIZAÇÃO > 3 


Nas aplicações, uma quantidade física ou geométrica costuma 2% 
set descrita por meio de alguma fórmula Q = f(x), na qual fé 5 


uma função. Assim, Q pode ser a temperatura de uma substância 
no instante x, a corrente em um circuito elétrico quando a 
resistência é x, ou o volume de gás em um balão esférico de raio 


' x. Naturalmente, usamos também outros símbolos para variáveis 


tais como T para temperatura, r para tempo, | para corrente, R 
para resistência, V para volume e r para raio, Se Q = f(x) e f é 
diferenciável, então a derivada DO = f'(x)pode ser útil na 
pesquisa de máximos e mínimos de Q. Em aplicações, esses 
valores extremos são às vezes chamados valores ótimos, porque 
sho, em certo sentido, os melhores ou mais favoráveis valores 
da quantidade Q. A tarefa de determinar esses valores constitui 
um problema de otimização. 


Se um problema de otimização é enunciado em palavras, 
então é necessário converter o enunciado em uma fórmula 
adequada como Q = f(x), a fim de acharmos os números críticos. 
Na maioria dos casos existe apenas um múmero crítico e. Se, 
além disso, f é contínua em um intervalo fechado [a, b] contendo 
c, então, pelas Diretrizes (4.9), os extremos de f são o maior € 
o menor dos valores f(a), f(b) e fic). Por isso é, em geral, 
desnecessário aplicar o teste da derivada, Entretanto, se for fácil 
calcular f(x), aplicamos o teste da derivada segunda para 
verificar um extremo, conforme ilustrado mo exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 


De uma longs folha retasgular de metal de 30 em de largura 
deve-se fazer uma calha dobrando as bordas perpendicularmente 
à folha. Quantos centímetros devem ser dobrados de cada lado 
de modo que a calha tenha capacidade máxima? 


SOLUÇÃO 


A calha está ilustrada ma Figura 4.45, onde x demota o número 
de centímetros a ser dobrado de cada lado. A largura da base da 
calha é 30 - 2x cm. A capacidade da calha será máxima quando 
a área do retángulo de lados x e 30 — 2x for máxima. Denotando 
esta área por f(x), temos 


f(x) = 3(30— 2x) = 301 — 26? 


Como 0 x 2x x 3), o domínio de f €0xx x 15, Se x «0 
ou x = 15, não se forma nenhuma calha (a ázca do retàngulo seria 
HO) = 0 = f(15)). 


fx) = 30-42 =2(15-2x) 


de onde o único número crítico é x=7,5, Como 
$") « -4 «0, f(7,5) € máximo local para f. Segue-se que 
devem ser dobrados 7,5 em de cada lado para obtermos a 
capacidade máxima. 


Como o número de tipos de problemas de otimização é 
ilimitado, é difícil estabelecer regras específicas para obter as 
respectivas soluções. Todavia, podemos desenvolver uma estra- 
ipia geral para abordar tais problemas. Poderão ser úteis as 
seguintes diretrizes. Ao empregá-las, © leitor não deve se 
desencorajar se não conseguir resolver rapidamente um determi- 
nado problema, Em geral é necessário muito esforço e prática 
para ema pessoa se tornas proficiente na resolução de problemas 
de otimização. Continue tentando! 


sw EAA ieri 
aa Eb sr vem hbacións juntamente com 


as variáveis. 


¡Dex 3g 

6 * Deteiminar E restos todito das Diretrizes 
+ v 4»(4,9) ou polos testes de derivadas primeira e segunda. 
x 6) Verifica" ob plo bitrčiios sempre que necessário, 


O próximo exemplo ilustra o uso das Diretrizes (4.20). 
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EXEMPLO 2 


Deve-se construir uma caixa de base i e com uma folha 
de cartolina de 40 em de largura e 52 cm de comprimento, 
retirando-se um quadrado de cada canto da cartolina e dobran- 
do-se pespendicularmente os lados resultantes, Determine o 
tamanho do lado do quadrado que permite construir uma caixa 
de volume máximo. (Desprezar a espessura da cartolina.) 


SOLUÇÃO 
Diretriz 1 Ler o problema ao menos uma vez mais. 
Diretriz? Fazer um esboço da caixa como na Figura 4.461), 


introduzindo uma variável x para denotar o lado do quadrado a 
ser cortado de cada canto. 


m um 


Diretriz 3 Dobrando-se a castolina ao loego das linhas tra- 
cejadas no esboço da Figura 4.46(ii), a base da caixa obtida terá 
dimensões 52 — 2x e 40 — 2x, 


Diretriz4 A quantidade a ser maximizada é o volume Y da caixa. 
Com base na Figura 4,46 (ii), expressamos V como função dex-— ^ 


V « x(40 — 2x52 — 2x) = 452% — 4 + 1) 
Como O « 2x « 40, o domínio de x é 0 sx x 20. 


Diretriz 5, Para achar os números críticos da função, dife- 
renciamos V em relação a x. 


D V = 4(520 = 92x + 32) 


Fazendo D V = 0, obtemos as raízes (aproximadas) 23,19 
€ 7,47, que são possíveis números críticos. Como 23,19 está fora 
do domínio de x, o único número crítico é 7,47. ` 


Diretriz 6 — Como V é contínua em [0, 20] utilizaremos as 
Diretrizes (4.9) para determinar os extremos. Os pomos x = O è 
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x «20 do domínio dão o valor mínimo V «0. Para o número 
crítico x= 747, obtemos V= 15,537 cm”, que é um valor 
máximo. Coaseqüentemente, deve-se cortar um quadrado de 
747 cm de lado, de cada canto da folha de carolina, para 
maximizar o volume da caixa. 


e ——ÀÓ— t 


Nos exemplos restantes, nem sempre explicitaremos as 
diretrizes utilizadas. O leitor deve ser capaz de identificá-las, 
estudando as soluções. 


EXEMPLO 3 


Um recipiente cilíndrico, aberto em cima, deve ter a capacidade 
de 375 x cm), O custo do material usado para a base do recipiente 
é de 15 centavos por em? e o custo do material usado para a 
parte curva é de $ centavos por cm, Se não há perda de material, 
determine as dimensões que minimizem o custo do material. 


SOLUÇÃO 


Começamos fazendo um esboço do recipiente (Figura 4,47), 
denotando por r o raio da base c por k a altura (ambos cm 
centimetros). A quantidade a minimizar é o custo C do material. 
Como os custos, por centímetro quadrado, da base e da parte 
curva são 15 centavos e 5 centavos, respectivamente, temos, em 
termos de cruzcitos, 


- Custo do recipiente = 15(&rea da base) + S(área parte lateral) 


Assim, 
C = 15(nP) + S(2arh) 
ou C = Sa(3r + 21h) 
Podemos expressar C como fusção de uma variável, r, 
escrevendo h em termos de r, Como o volume do recipiente é 
375 a cm”, versos que 


315 
arh «37S ou her 


Substituindo A por 375/r* ma última forma de C, temos 


Co safar var Pese 


Para achas os números críticos, diferenciamos C em risçõo a r: 


seem E 


M Cleo comm Geometria Anelltica. 


" 


burn 4,48 


Okt 


Como D,C = 0 se r «5, vemos que 5 é o único número crítico. “É 


E como D.C «0 se r « 5e D C » 0 se r>5, segue-se do teste da 


derivada primeira que C tem seu mínimo quando o raio do 


cilindro é de 5 em. O valor correspondente da altura (obtido de 
he? )6 2 = 15cm. 


EXEMPLO 4 


Determine o volume máximo de um cilindro circular reto que 
pode ser inscrito em um cone de 12 cm de altura € 4 em de raio 
da base, se os eixos do cilindro e do cone coincidem, 


SOLUÇÃO 
A Figura 448 dá um esboço do problema, onde (ii) é uma seção 
transversa segundo o eixo comum. A quantidade a ser marimi» 
zada é o volume V do cilindro, Da geometria, 

V= xh 


Exprimimos em seguida V em termos de uma variável, 
estabelecendo uma relação entre r e h, Considerando a Figura 
4.48(ii) e usando a semelhança de triângulos, vemos que 


h 12 
ERE -3, cu h-3(4-r) 


Conseqbentemente, 
V e nehm mu HA 7) = Jar (4 +1) 
O dominio de Vé Ox r x 4. 


Se r= 0 ou r «4, vemos que V = 0; logo, o máximo não é 


um extremo correspondente às extremidades. Basta, postanto, 
pesquisar máximos locais. Como V= Jx(4r = r’), 


DV = 3n(8r = 37) = 31018 - 3r) 
Assim, os números críticos de Vsior=Der=' Emr = f, temos 


? 
v=x(5) (a) 9. 89,4 em, 


que, pelas Diretrizes (4.9), é um máximo para o volume do 
cilindro inscrito. 
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EXEMPLOS ' 


Uma rodovia Norte-Sul intercepta outra rodovia Leste-Oestc em 
¿um posto P. Um automóvel passa por P às 10h, dirigindo-se 


para o este a 20 km/h. No mesmo instante, outro automóvel está 
a 2 km 20 norte de Pe se dirige para o sul a SO km/h. Determine 
O instante em que os automóveis estão mais próximos um do 
outro, e aproxime a distância mínima entre eles. 


, SOLUÇÃO 


A Figura 4.49 ilustra as posigóes típicas dos dois automóveis. 
Se 1 denota o número de horas após 10h, então o veículo mais 
lento está a 200 km a leste de P. O veiculo mais rápido está a 
50r km ao Sul de sua posição às 10h e, assim, sua distância de 
P é 2-50, Pelo teorema de Pitágoras, a distância d entre os 
automóveis é 


d = 2-30 + QUU" 
= V4 — 2001 + 2.5008 + 400€ 
- V4 — 2001 + 500 


Queremos achar o instante t em que d tem seu menor valor, Isto 
ocorrerá quando o radicando for mínimo, porque «f aumenta se 
e somente se 4-2001+ 2.900P aumenta, Assim, podemos, 
simplificar nosso trabalho fazendo 


fü) = 4 — 200: + 2.9008 
e determinando o valor de f para o qual f tem um mínimo. Como 
f'() = -200 + 5.8001, 
o único número crítico para f' é 
"m E 
5800 29 


Além disso, fir) = 5.800, de modo que a derivada segunda é 
sempre positiva. Portanto, f tem mínimo local em tmb, e 
SUL) = E. Como o dominio de 4 € [0, =) e como f(0) = 4, não bá 
máximo nem mínimo nas extremidades. Conseqüentemente, os 
automóveis estarão mais próximos um do outro a 4 horas (ou 


aproximadamente 2,07 minutos) após 10h, A distância mínima é 
VE = VE = 0,74 km 
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EXEMPLO 6 DT «i: EG « 4y (29)- 1, 
Uma pessoa se acha em um bote a 2 km de distância do ponto x i 
mais próximo em uma praia retilínea, e deseja atingir uma casa ou Das 
a 6 km praia abaixo. Se a pessoa pode remar à razão de 3 km/h 
c andar à razão de 5 km/h, determise o tempo mínimo que levará Para determinar às números críticos, fazemos DD T = 0, o que nos 
para atingir a casa. dá as seguintes equações: 
SOLUÇÃO SR | 
GA “= Mex 5 
A Figura 4,50 ibastra o problema: A denota a posição do bote, = 
B o ponto mais próximo na praia, C a casa, D o posto em que Sr = Ha + 4) 
o bote atinge a praia e x a distáncia entre B e D. Pelo teorema 25i! « Na? + 4) 
y de Pitágoras, a distância entre A e D é V? * 4, onde 0 «x « 6. 
Aplicando a fórmula p. 
uae —u reto! 
obtemos 5 Assim, ! é o único número crítico. O tempo T correspondente a 
3 t . relé 
Tempo para remar de A a D a SistlociadeAaD VETA 


tempo de remagem — 3 T-Nte4)? 1-278 
, Tempo para andar de D a C= distância de Da C_ 6-x 


-— to! ou seja, 1 hora e 44 misutos. 
tempo de caminhada $.“ 


Já vimos que os valores de T nos extremos do dominio são 


blg eu oos Logo, O tempo total T do percurso é 1 hora e 52 minutos e aproximadamente 2 horas e 7 minutos, 
e w a actiha EY! respectivamente. Logo, o tempo mínimo de 1 hora e 44 minutos 
p. E15, 6-5 ocore em x=% Portanto, o barco deve aportar em D, 1! 

3 - 


quilômetros de B, a fim de minimizar T. Para um problema 


, ou equivalentemente Te (d 4) 1- Ix. análogo, em que ocorre tempo mínimo mas extremidades do 


dominio, veja o Exercício 6. 
í Desejamos achar o valor mínimo de T. Note que x = O mm 
corresponde à situação extrema em que a pessoa rema direta- ~ 
mente à B, em seguida faz, por terra, o percurso de B a C. Se EXEMPLO 7 
x = 6, então a pessoa rema diretamente de A a C. Estes números 


: . "> podem ser considerados como pontos extremos do domínio de Corta- de arame de 1 m de com rimento 
7. ^ 11:41 f. Se x « 0, então, pela fórmula de T, s cpa as 4 a 


duas partes. Com uma das partes forma-se um circulo, e com a 


bear ndo AMPLE ndi) NT 6 28 outra, um triángulo equilátero. Onde deve ser cortado o arame 
, Ap ES V^. E SODA rt TO de modo que a soma das áreas do círculo e do triángulo seja 
" oes 15 Ae 
ó i minims? máxima? 
que é 1 hora e 52 minutos. Se x = 6, então nd. cd BR 
* > + “arts t TH o "1 só 
lert ' b m a TET E q SO 6 6 MÖ am r 5 cid 
nio salt A, JUL 736. era CDE ec e 3 Ee 4 ue M Denotando por x o comprimento de um dos pedaços do arame, 
f o comprimento do outro pedaço será 1,50 =x, Formemos o 
ni Soo V QU aproximadamente 2 horas e 7 minutos. s círculo: de rao r com o pedaço de comprimento x; então, 
2n GNE VCI  Diferenciando a fórmula geral de T, vemos que lar =x, ou 7 =2/(2x) (veja a Figura 4.51). Sc com o pedaço 


- Figura 451 : testante formamos um triângulo equilítero de lado s, então 


"t 


(Meus com Gesemeiria Analúico Cap 4 D 


às = 1,50 -% [TIS ioa, Queremos misimizar e maximizar : 3 
a soma A das áreas do círculo e do triângulo. Pela Figura 4.51, (É 
vemos que 


— 


E 


1 n 
A b 

área do círculo aeaf "a E 
| Y3 (150-xy v$ 

área do triângulo F| : ) 36050-07 ; 
Logo, a soma A das áreas é EC 
Ls; vi y 

Am ax y (,50-ay 3 


Diferenciando, para achar os números críticos, temos: 


1. w 1 VN 150v3 3 
DA «a 0 i) E 


Assim, D A = 0 se e somente se 


1,50 3/18 0,14434 


X ^ Tx «3718 " 0.15915 + 0,096523 ^ 065 P 


A derivada segunda de A em relação a x é 


nal, : 

DA 2a * 18 $ 

que é positiva. Logo, o número crítico dá um valor mínimo para 
A, e o arame deve ser cortado a (aproximadamente) 56,52 cm 


de uma extremidade. O valor mínimo aproximado de A é E 
1 3 y + A B 
A ve qs (56,527 + gg (150 - 56,52) A 


= 254,21 4 420,43 = 674,64 cm? E- 


| “as 

Como náo há outros números críticos, o máximo de A deve 
ocorrer em uma das extremidades do intervalo de variação de x. 
Se x = 0, todo o arame é usado para formar o triângulo e 


A» 5 (1,50). = 1.082,53cm. 


Se x = 150, todo o arame será usado para o círculo € 


he p (1,50)! = 1.790,49 em? 


eg 


q 
m. 
e 


[7 
m, 
s 
; z 
Y 
/AQ Es 
AE f 
^ A 
É a 
(ii) L 
6 
A 
Figura 4,52 
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Assim, o valor máximo de A ocorrerá se o arame não for costado, 
sendo usado em todo o seu comprimento para formar o círculo. 


EXEMPLO 8 


com sua parte inferior a 20 m acima do nível do olho do observador, 
conforme Figura 4,52(1). A que distância diretamente abaixo do 
cartaz deve colocar-se um observados de modo a maximizar o 

` &ngulo 6 formado pelas linhas de visão do topo e da base do cartaz” 
(Este ángulo deve resultar na melhor visão do cartaz.) 


SOLUÇÃO 
A Figura 4.52(1) € um esboço do problema. Utilizando os 
+ triângulos retângulos AOC e BOC com lado comum OC de 
comprimento (variável) x, vê-se que 
ao. 
gane pe? 
O ângulo 0 = a — é função de x e 
teta — 6) o SATER 
1g 6 = tela — fi) Leah 
Substituindo os valores de tg a c tg P c simplificando, obtemos 
26 20 


z x 20: ír 
60 aan 244800" + 520 
"CE 


Os extremos de É correspondem a D 6 = 0. Diferenciando impli- 


citamente em relação a x € usando a regra do quociente, temos 


(o + 520116) = (Ge) (27) 3.120 - 6 
seca D. = (2 «$20 "(1a 520) 


Como sec'0 > 0, segue-se que DO = O, se e somente se 
3420-687 «0 ou 1-52. 
Assim, o único número crítico de B € 
xe 1320 = 20150 


Pode-se verificar que o sinal de D 8B passa de positivo a negativo 
em 1320 e, assim, o valor máximo de 0 ocorre em x = V520 
«28 m. 
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EXERCÍCIOS 4.6 


1 Uma enira da base quadrada, sem tampa, deve 
ter 1 m? de volume. Determine as dimensões que 
exigem o mínimo de material (Desprezas a 


espessura do material e as perdas ea construção 
^n da caixa.) 


(Desça o Exercício 1 para uma caixa com tampa. . 


3 Um recipiente cilíndrico sem tampa deve ter 1 m" 
de capacidade. Se não há perdas na construção, 
acho as dimensões que exigem o mínimo de 
material, (Comparar com o Exemplo 3.) 


4 Se a base circular do recipiente do Exercício 3 é 
cortada de uma folha quadrada de metal, despre- 
zando-se as sobras, determine as dimensões que 

E exigem o mínimo de material. 


% 

(500 m de gradeado vão ser usados para costa 
seis jaulas para um zoológico, conforme figura. 
Determine as dimensões que maximizam a área 
cercada, (Sugestão: Primeiro expresse y como 
uma fenção de x; e estão expresse A como uma 
função de x,) 


6 Com referência so Exemplo 6, se uma pessos está 
em um barco a motor que pode navegar a 
15 kmh, que rota deve fazer para chegas à casa 
em tempo mínimo? 


1:00 da tarde o navio A está a 30 mi ao sul do 
navio B c navega rumo Norte a 15 mih. Se o 
navio B navega para o Oeste a 10 mih, determine 
O instante em que a distência d entre os dois 
navios é mísima? 


3 Uma janela têm a forma de um retângulo enci- 
mado por wm semicirculo. Se o perímetro da 
janela é de 6 m, determino as dimensões que 
maximizem a entrada de haz. 


(Sim muro tem 3 m de altura, é paralelo à parede 


de um edificio, e está a 0,30 m desta. Determise 
o comprimento da menor escada que vá do chão 
à parede do edifício, tocando o muro. (Sugestão: 
Use triángulos semelhantes.) 


1 
(Ghia fina de tiro devo ter ome a de 


580 em? , Com margens de 2,5 cm em baixo e dos 
lados e 1,25 em em cima. Determine as dimes 
sões da página com maior área impressa. 


11 Um construsor construir um depósito com 


capacidade de 30 m^, teto plano, base retangular 
cuja largura € trás quartos do comprimento. O 
custo por metro quadrado do material é de 
36.000,00 para o chão, R$ 204,000.00 para os 
lados e R$ 102.000,00 para o teto. Que dimensões 
iinimizarho o custo? 


12 Para construir uma taça em forma de cone circu- 


las reto, remove-se wm setos de uma folha circular 
de cartolina de raio a, e unem-se as duas margens 
retilíncas do corte (veja a figura). Determine o 
volume da maior taça que pode ser construída. 


AE 


envolver um terreno retangular, Um celeiro será 
wsado como parte de um lado do campo (veja a 
figura), Prove que a área do terreno cercado será 
máxima quando o terreno for um quadrado, 


14 Com referência 20 Exercício 13, suponha que o 


fazendeiro queira que » área retangular tenha 
Ami. Prove que a extensão necessária de cerca 


será minima quando a área for um quadrado. 


* 15 Um hotel que cobra $ 80 a diária, dá descontos 


especials a grupos que reservem entre 30 e 60 
quartos. Se são reservados mais de 30, o preço 
de cada quarto é reduzido de uma quamtia igual 
a uma vez o número de quamos reservados. 
Nessas condições, quantos quartos devem ser 
reservados para que a receita diária seja máxima? 


16 Com referència ao Exercício 15, supondo que 


cada quarto alugado acasreto uma despesa diária 
de $ 6 de limpeza é manutenção, quantos quartos 
devem ser alugados para produzir a receita diária 
máxima? 


17 Deve-se construir um tasque para atmazenamen- 


10 de gás propano em forma de cilindro circular 
reto com dois hemisférios nas extremidades, O 
costo do melro quadrado dos hemisférios é o 
dobro do cano da parta ciliadrica, Se $ capaci- 


i dade do tanque deve ser de 10x m^, que dimen- 


sbes minimização o custo da construção? 


— 


19 


21 
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TAMEN 


oleoduto deve ligar dois pomos A € B- 


distantes 3 km um do ouiro e situados em 
margens opostas de vm fio de 1 km de largura. 
Parte do oleodato ficará vobmersa, de A e C, e 
parte acima do solo, de C a B. Se o custo de 
operação do oleodulo sob a água é quatro vezes 
O custo da operação no solo, determine a locati- 
zação de C que minimize o custo de operação do 
oleoduso, (Desprezar a inclinação do leito do rio.) 


terminar as dimensdes do retiegulo de área 
máxima que pode ser inscrito em um semicírculo 
de raio a, se sees vértices estho sobre o diámetro 
(veja a Figura). 


Mom WE S Pr 
A ap pie ë 


Lean had Alison 


Determinar as dimensões do retângulo de área 
máxima que pode ser inscrito em um tridegulo 
equilátcro de lado a, se dois vértices do retângulo 
estio sobre um dos lados do triángulo, 


De todos os cones circulares retos que podem ser 
inscritos em sea esfera de raio a, determiee o 
volame do cone de volume máximo. 


y D^ 
pro Cleo com Geometría Anelitica Cap. 4 4 


———— HEDEURTLME TI TT. 
Ji petens as dimensões do cilindro ciroular reto (0 om gl ce tem ae sigas y Pd 39 Duas fábricas A e B ditam 4 km uma da outra € 43 Automóveis passam por uma poste de 1,5 km de 
dle obere máximo que pode ser inscrito em una 


* 


esfera de vato e 


13 Yi he n onte do gráfico y =x? + | mais peüximo 
ih quen (5, 1) 


che o ponio do gráfico de per mais próximo 
de posto (4, 0) 


Arrsisibecia de uma viga setangular é directamen: 
te peoporcional ao prodeto de sua largura pelo 
iesidisdo de ahura da seção transversa. Determi- 
por a ens dors da viga mais resistente qae pode 
ver cornada de wm toro cilisdrico de raso a (veja 
a Figura) 


Bloco retangular 


A dhomisacie de uma fonte luminosa é diretamen- 
k proporcional à intensidade da fonte € inversa- 
EESTI propoecional ao quadrado da dissância da 
fosse Se duas fontes luminosas $1 e $3 distam 
uma ds cuta d unidades, em que ponto de 
pese resilimco que une as deas fontes a 
Hunnos des € minima? 


Vos ale abista vende tinis a $ 20 o par, para 
ek dc menos de SO pares. No caso de 
swelas de $0 pares ou mais (até 600), o 
preço qun par solse uma sedução de 2 centavos 
veses cio de pares encomendados. Qual 
deve ses a quantidade encomendada que propor» 
clone menor receita ao atacadista? 


[eve se fazer mana taça de carolina em forma de 
one cubas acta, de volume de 600 cm”. Determine 
w^ dames que exigem menor quartidado de 
ETETE (Despreze eventuais perdas ea confeocáo ) 


Mis quiso de arame de 36 em de comprimento 
deve ser costado em daas partes. Com uma delas 
las se m timado equilátero, e com a outra, um 
iFlångulo cujo comprimento é o dobro da largura. 
Udo sw deve cortar o arame de modo que a área 
total des midnguho c do retângulo seja (a) minima, 


(d emana? 


de comprimento a cada um. Determise o retia- EM. 


gulo de área máxima que pode ser inscrito no 
triángulo, se um lado do retângulo jaz sobre a 
base do triángulo. 


3 Uma janela tem a forma de um retângulo enci- 
mado por um triángulo equilisero. Se o perímetro 
da janela deve ser de 4 moetros, determine as 
dimensdes do que pup área 


máxima para a janela, —— 


32 Dois postes verticais de 2 m e 2,50 m de altura 
disam 3 es um do osso, Determine o comprimento 
do menor cabo que, partindo do topo de um paste, 
toque o solo € termine so topo do outro poste, 


| 33)Prowe que o retângulo de perímetro dado p e área 


máxima é o quadrado. 


34 Um cilindro circular reto é gerado pela cotação 
de um setiagado de perímetro p em torno de um 
de scus lados. Que dimensões deve ter o retângulo 
para gerar o cilindro de volume máximo? 


35 O proprietário de um pomar de maçãs estima que, 
plantando 24 pés por acre (= 4047 m^), cada pé 
de maçã adulto produzirá 600 maçãs por ano. Para 
cada favor plantada por acre além de 24 haverá 
um decréscimo de produção de 12 maçãs poe ano. 
Quantas árvores devem ser plantadas de modo a se 
obier o sámero máximo de maçãs por ano? 


36 Uma imobiliária possei 180 apartamentos tipo 
económico, que estão todos alegados por $300 
mensais. A imobiliória estima que, para cada $ 10 
de aumento no seguel, 5 apartassentos ficarão 
vazios. Qual o aluguel que deve ser cobrado para 
se obter renda mensal máxima? 


37 Um pacote pode ser enviado pelo reembolso 
postal desde que a soma de scu comprimento mais 
o perímetro de base não exceda a 2,5 m. Deter- 
mine ys dimensões do pacote de volume máximo 
que pode ser enviado, se a base é quadrada, 


38 Uma rodovia Norte-Sul A € uma rodovis Leste- 
Oeste B se cruzam em um posto P. Às 10:00 hs 
da manhã, passa por P um automóvel cem derecho 
norte a $0 km/h. No mesmo instanse, um avião 
voando em direção leste a 320 km/h a uma 
altitude de 8.800 metros passa por wm ponto na 
rodovia B a 160 km a oeste de P. Se o automóvel 
e o avião mantêm constantes suas velocidades e 
direções, em que instante eles extaedo a uma 
distância mínima wea do outro? 


emitem partículas na fumaça que pobeem a área 
entre elas. Suponha que o número de partículas 
emitidas por cada fábrica seja diretamente pro- 
porcional ao cubo da distância da fábrica. Se a 
fábrica A emite duas vezes mais fumaça do que 


à fábrica B), em que posto entre A € E a poluição 
€ mínima? 


40 Um campo petrolifero tem 8 poços que produzem 
"uev total de 1.600 barris de petróleo por dia. Para 


cada pogo adicional perfurado a produção média 
por poço decresce de 10 basris diários. Quantos 
poços adicionais devem ser abertos para maximi. 
zat a peodocso? 


41 Deve-se construir wma barraca de lona em foema 


de uma pirámide de base quadrada. Um poste de 
aço fincado mo centro da barraca serve de apoio 
(veja a figura). Se dispomos de $ metros quadra- 
des de lona para os quatro lados, c se x é o 
comprimento de um des lados da base, mostre que 


(a) o volume da barraca É Va Vat 


(b) V toma ses valor máximo quasdo x € igual 
a V2 vezes o comprimento do poste. 


42 Um barco deve percortes 100 km são acima, 


contra uma comente com velocidade de 10 km/h. 
Quando a velocidade do barco é de v km/h, o 
número de galões de gasolina idos a cada 
hosa € disctamente proporcional a 


da) Mantida uma velocidade constante de 
v km/h, mosie que O número total y de 
galóes de p coessenidos é dado por 
y = 100 b^ (v — 10) para v > 10 c uma 
constante positiva &. 


(b) Determine a velocidade que mánimize o 
número de galões de gasolina consumidos 
durante a viagem. 


extensão. Cada carro tem 3,5 m de compeimesto 

e deve ficar a vena distância de d metros do carro 

imediatamente em frente (veja a figura). 

(a) Mostre que o malos námero de carros que 
podem estar sobre a ponte em em dado 
instante € ([1.500/13,5 — 4)]], onde [| ]) de- 
nota a função maior inteiro. 

(b) Se a velocidade de cada carro é de v km/h, 
mostre que a taxa máxima de fluxo de tráfego 
F (em carros/bora) é dada por 
F » [1.500 v (3,5+ d 


(c) A distância de parada (em metros) de um 
carro a v kmh é aproximadamente 0,015 47, 


Se d = 0,005 v7, determine a velocidade que 
maximiza o fluxo de tráfego na ponte, 


44 Prove que a menos distância de um posto 


Ux, y 1) 9o gráfico de uma função difesenciável E 
medida ao longo de uma normal ao gráfico = isto 
€, uma teta perpendicular à tangente. 


45 Deve-se coestroir uma linha de estrada de ferro 


da cidade A à cidade C, passando por B (veja a 
figura). Em razão das montanhas entre A e C, o 
posto de ramificação B deve ficas pelo menos a 
20 km a leste de A. Se o custo da construção É 
de $ 50.000,00 por km entre A e B e de 
$ 100.000,00 extre R e C, determine o Angulo 0 
de ramificação que minimize o custo da cons- 
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46 Deve-ser fazer uma calha de wma longa folha de 
meal de 030 m de largura, dobrando-se as 
extremidades de modo a formarem um ángulo de 
120 m em relação à folha. Quantos centimetros 
devem ser dobrados de modo que a calha tenha 
capacidade máxima? 


47 Com referência ao Exercício 12, determine o 
ángulo central do setor que maximize o volume 
da taça. 


48 Um quadro esa fonna de quadrado de 60 cm de 
lado está pendurado cm uma parede a uma alrura 
tal que sua base está a 1,80 m do solo. Se uma 
pessoa, cuja linha de visão está a 1,90 m do solo, 
olha para o quadro, e se O é o ángulo formado 
pelas linhas de visão do topo e da base do quadro, 
determine a distância a que a pessoa deve estar 
da parede para que O toene seu valor máximo. 


49 Deve-se fazer um cilindro a partir de um reiks- 
gulo de material elástico, unindo as bordas AD « 
BC (veja a figura). Para reborgar a estrebera, 
coloca-se um arame de comprimento fixo L so 
longo da diagonal do retângulo. Determine o 
Angulo O que permita construir em cilindro de 
volume máximo. 

bp c 
ToC - 


Qn 


$0 Quando uma pessoa zada, a magaitede F da força 
vestical de um pé sobre o solo (veja a figura) pode 
ser aproximada por F = A(cos br— a cos Jhe) para 
o instante 4 (em segundos), com A>0, b» 0, 
D<a<l, 


(3) Mostre que F=0' quando 1«-x(2b) e 
t= 22D), (O tempo r = -m(2b) corresponde 
0 instante em que o pé toca o solo « 0 peso 
do corpo recai todo sobre o outro pé.) 


(b) Mostre que a força máxima ocorre quando 
t= D 02 quando sen? br = (9a- 1122) 


(e) Se a = 1, expresse a força máxima em termos 
de A. 


(d) s, 0«as! expresse a fora máxima em 
lermos de A. 


$1 Uma bateria de voltagem fixa V c resistência 
interna fixa r está ligada a um ciecuito de resis- 
tência variável R (veja a figura). Pela Ici de Ohm, 
a corrente | no circuito é f = VAR + r). Se a força 


resoliante é dada poe P » PR, mostre que a força ` 


máxima ocone se R =r. 


$2 A potência I^ de uma batería de automóvel é dada 
pot P = VI - 1%, para uma voltagem V, corrente 
te resistência interna r da bateria. Que coneate 
conesponde à potência máxima? 


$3 Dois corredores de 1 m e 1,2 m, respectivamente, 
de largura, encontram-se em ángulo reto. Deter- 
mine o comprimento da maior vara rígida que 
pode ser transportada horizontalmente sa quina 
dos conedores, conforme mostrado na figura. 
(Ignorar a espessura da vara.) 


a 


E 54 A laz se propaga de um ponto a ovtro segundo 
7 si uma trajetória que requer tempo minimo. Supo- 
«1. nha que a luz tenha velocidade v3 no ar e v? na 


áges, onde vj > vz Se a luz vai de um posto P 
soar a um posto Q sa água (veja a figura), moe 


É: 1 que a trajetória exigirá tempo mínimo se 


LA 


+ 
LU 


I. 55 Um cilindro circular de raio R é encimado por 


um come (veja a figura), As extremidades de 


F «^ cilindro são abertas e o volume total do sólido 


deve ser uma constante especificada Y, 


(n) Mostre que a área total S da superficie é dada 
por 


av 2 
gi. Seg + (00 $e) 


^ (b) Mostre que S é minimizada quando 
: 8-482". 


Mr 


nomia, 


$6 No clássico problema da colmeia, um prisma 
hexagonal de raio (e lado) fixo é encimado por 
três trapézios idênticos que se encontram em um 
vértice comen (veja a figura). A base do prisma 
é aberta, e O volume total deve ser wma constante 
especificada V. Um argumento geométrico mais 
elaborado do que o do Exercício 55 estabelece 
que a área total da ssperfície é dada por 

AY 3 N3 a 

SI] e TR esc ü 
Mostre que $ é mínima quasdo B= 54,7". (É 
digno de nota o fato de as abelhas construísema 
suas colmeias de maneira que a quantidade de 
cera $ seja mínima.) 


$ 4.7 MOVIMENTO RETILÍNEO E OUTRAS APLICAÇÕES 


Nesta seção utilizaremos derivadas para descrever vásios tipos 
importastes de movimento que ocostem em situações físicas 
Veremos também como aplicar derivadas a problemas de ooo- 


Recordemos que se um ponto P se move ao longo de uma 
^ reta |, seu movimento é rerilíneo (veja a Seção 3.1). Além disso, 
se | é uma reta ordenada, e se a coordenada de P no instante 1 


Ba (Cleo cem Gevmeia Analia Cop d 


u 


Delinição (4.21) 


— w 


m M T MM ————————9— 


é s(t), conforme ilustrado na Figura 4.53, então s € a função 

posição de P, Pela Definição (3.3), a velocidade de P no instante 

= isso 6, daai r EA Aa —é a derivada 
yn. 


A aceleração ali) de P no instante t se define como a taxa 
de variação da velocidade em relação ao tempo: elt)  v'(r). 
Assim, a aceleração é a derivada segunda D, [5'(1)] = 5"(0), Tudo 
isto está resumido na próxima definição de módulo de velocidade 
(speed ) de P. 


R ILL —T 
¿Sa 4) a cotado de um poni Perk uma reta 
coordenada | no instante 1, M. 
Atiza 


A velocidade de Pév 0-60. . 


E O nódulo da velocidade de P é pt). Só 
(ii) “A aceleração de P € ato) = V) o0). 


Designaremos por v a função velocidade de P e por a a 
função aceleração de P. Costuma-se usar a notação 


vo S € as € 
dt di 


Se 1 € dado em segundos e x(f) em centímetros, então 
MO) € dada em cm/seg c a(r) em cm/seg? (centimetros por 
segundo por segundo). Se 1 é em horas e s(r) em quilômetros, 
então v(r) é em km/h e a(t) é em kmh? (quilômetros por hora 
por hora). 


Se vt) € positiva em um intervalo de tempo, '() » 0 e, — $ 


pelo Teorema (4,13), s(4) € crescente; isto €, o ponto P se move 
na direção positiva em À Se vt) É negativa, o movimento 
processa-se ma direção negativa, A velocidade € zero em um 
posto onde P muda de direção. Se a aceleração alt) = v'(1) € 
positiva, a velocidade é crescente. Se a(r) é negativa, a veloci- 
dade é decrescente. 


- 


EXEMPLO 1 


A função posição s de um posto P em uma reta coordenada é 
dada por 


s(t) « 1^ - 121? 4 36t- 20 


com rem segundos e s(f) em centimetros. Descreva o movimento 
de P durante o intervalo de tempo [-1, 9]. 


E 


m 
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SOLUÇÃO  Diferenciando, obtemos 
V) = s'(i) = 38-241 +36 = Ht- 2) 6) 
a(i) = V (1) = 61-24 = 6(t — 4) 


Delerminemos quando v(t) > O e quando v(t) < O, pois isto 
nos dirá quando P sc move para a direita e para a esquerda, 
respectivamente. Como v(t) = 0 em t = 2 e 16, examinaremos 
os seguintes subintervalos de tempo de [-1, 9): 


(-1,2), (2,6) € (6,9) 


Podemos determinar o sinal de v(1) utilizando valores de teste, 
conforme indicado na tabela (verifique cada dado): 


C TE NITET 
In ervalo de - tempo , 


HD B JR yen "Y 


obrar. 


E PE ds Zu 
Sinal de Ln dm dad E 


A próxima tabela retaciona os valores das funções posição, 
velocidade e aceleração nos extremos do intervalo de tempo 
[-1, 9] € os instantes em que a velocidade ou a aceleração é zeto. 


É conveniente representar esquemalicamente o movimento 
de P, como na Figura 4.54. A curva acima da reta coordenada 
nào é a trajetória do ponto, e sim um esquema para evidenciar 
a mancisa como P se move sobre a reta |. 


— u | | É e... 
— a 


eme 


44 o a UND 
-60 O «20 o 20 ta 60 


Figura 4.55 


Conforme indicado pelas tabelas e pela Figura 4,54, em 
t= -10 ponto está a 69 centímetros à esquerda da origem e está 
se movendo para a direita com uma velocidade de 63 cm/seg. 
A aceleração negativa -30 cm/seg? indica que a velocidade está 
diminuindo à razão de 30 cm cada segundo. O posto continua 
a $c mover para a direita, com velocidade cada vez menor 
tendendo para zero em r= 2,12 centimetros à direita da origem. 


O ponto P reverte a direção e se move até que, em t = 6, esteja ` 


a 20 centímetros à esquerda da origem. Reverte al novamente a 
direção c passa a se mover para a direita pelo restaetc do intervalo 
de tempo, com velocidade crescente. A direção do movimento 
€ indicada pelas setas na curva da Figura 4.54, 


I —————————— ÁN 


EXEMPLO 2 


Um projétil € lançado verticalmente para cima com uma velo- 
cidade de 120 m/seg. Pela física, sabemos que sua distância 
acima do solo após t segundos é s(1) «4,97 + 120%, 


(a) Determine em que instante c com que velocidade o projétil 
atinge o solo. 


(5) Determine a altura máxima alcangada pelo projétil. 
(e) Determine a aceleração em um instante arbitrário r. 


SOLUÇÃO 


(a) Representemos a trajetória do projétil em uma teta coor- 
denada vertical | com origem no solo e direção positiva 
para cima, conforme ilustrado na Figura 4.55, O projétil 
está no solo quando -497%+1201=0, ou 
(4,9% — 120) = 0, 0 que dá 1=0 ou 1=24,5. Logo, o 


projétil atinge o solo após 24,5 segundos. A velocidade no 
instante 1 é 


Wt) = $0) «9,81 + 120 


Em particular, para t = 24,5, temos a velocidade de impacto: 
124,5) e -9,8(24,5) + 120 = 120,1 m/s 
A velocidade negativa indica que o projétil está se movendo 
na direção negativa (para baixo) no instante em que toca 
o salo. O nódulo da velocidade (speed) nesse instante é 
424,5) | = 120,1 mseg 
(b) A altitude máxima ocorre quando a velocidade é zero — 
isto é, quando 5'(t) =-9,81 + 120=0, ou f= 12,24 m. A 
altinsde máxima é 
5(12,24) = —4,9(12,24 + 120(12,24) = 734,69 metros 
(c) A aceleração a(t) no instante ré 
e(t) = v(i) = -9,8 mseg? 


Esta aceleração constante é causada pela força da gravidade, 


O tipo seguinte de movimento envolve funções trigonomé- 


cos(iot 
bd RA 
OS NS 


O movimento harmônico simples pode também ser definido 
exigindo-se que a aceleração ali) satisfaga a condição 


e(t) = -«?'s(r) 


para todo t. Pode-se mostrar que esta condicio é equivalente à 
Definição (4.22). 


No movimento harmónico simples o ponto P oscila entre 
os pontos de | com coordenadas -k e k A amplitude do 
movimento é o deslocamento máximo | k| do ponto em relação 
à origem, O período € o tempo 2z/o» necessário para uma 
oscilação completa. A frequência o/2x é o número de oscilações 
por unidade de tempo. 


284 Cálculo com G E E 
» «om Geometría Amaltica Cap 4 E. 4 4 da deriredo 285 


p. 


O movimento harmônico simples ocorre em muitos tipos *% 3 A velocidade é O em 1-0, t=6 e t=12, poi 
" j x ^ a - pois 
diferentes de onda, tais como ondas de água, ondas sonoras, % E sen [(2/6)r] = O para estes valores de £. A aceleração é zero em 
ondas de rádio, ondas de luz e ondas de distorção presentes em E ud f=3 € (=9, pois, nestes casos, cos [(s/6)r] = 0, Os instantes em 
corpos em vibração, Funções do tipo definido em (4.22) também = e que a velocidade e a aceleração são O levam-nos a examinar os 
ocorrem na análise de circuitos elétricos que contêm uma força ENS intervalos de tempo (0, 3), (3, 6), (6,9) e (9, 12). A tabela que 
€ corrente eletromotriz alternada. D i segue exibe as principais características do movimento. Os sinais 
F é o de v(i) e als) nos intervalos podem ser determinados utilizando-se 
Como outro exemplo de movimento harmônico simples, MRE valores de teste (verifique cada dado). 
consideremos uma mola com um peso anexo, que oscila verti- E bu: 
calmente em relação a uma reta coordenada, conforme Figura 4 m E ^ R 
4.56. O número s(() representa a coordenada de um ponto fixo * E" “In o de 4 Sinal € Direção do ¿Sin 
P no peso; supomos que a amplitude |] do movimento seja Bes Ia n : sv d dai LN ap G ien 
constante. Neste caso, não há nenhuma força de atrito que retarde 1 A er : * 
9 movimento, Se houver atrito, a amplitude decresce com o + um 
tempo, e o movimento € amortecido. q E. 
A E: 
EXEMPLO 3 EB 
; Suponha que o peso exibido na Figura 4.56 esteja oscilando e que E E 
s(0) = 10 cos E NA : 
? eos c! | oos Note que se O<t<3,ra velocidade vt) é negativa e 
UM. decrescente; isto é, v(t) se toma mais negativa. Logo, o valor 
> onde 1 é expresso em segundos e s(f) em centímetros. Discuta o E - absoluto |w(f)|, o módulo da velocidade, € crescente, Se 
movimento do peso. E 8 3 «t < Ó, n velocidade é negativa e crescente (Mt) se torna menos 
THEE negativa); isto é, o módulo de velocidade de P é decrescente no 
R SOLUÇÃO ZEN 2 intervalo de tempo (3,6). Cabem observações semelhantes 
À | > E quanto 30s intervalos (6, 9) e (9, 12), 
B Comparando a equação dada com s(i) = É cos (wr + b) da Defi- R 
1) nição (4.22), obtemos k = 10, w = x/6 € b = 0. Isto nos dá: OE. Podemos resumir o movimento de P como segue: Em 
o lo. -1. PI t = 0, s(0) = 106 o ponto P está a 10 centimetros acima da origem 
EN O. P move-se então para baixo, ganhando velocidade até atingir 
amplitude: À = 10 em E a origem O em t= 3. P passa então a diminuir a velocidade até 
E 3 atingir um ponto a 10 centímetros abaixo de O 30 cabo de 6 
período: 95.28 . 12 seg E] segundos. A direção do movimento é aí revertida, c o peso se 
4 Ej move para cima, ganhando velocidade mé atingir O em te 9, 
Pa Ei após o que perde velocidade até retomar à posição original ao 
Vigura 4.56 frequência: 24 "7 17 OStilaçãoiseg WM fim de 12 segundos. A diregio do movimento é novamente 
"= L8 revertida, repetindo-se o mesmo padrão indefinidamente. 
Examinemos o movimento durante o intervalo de tempo 3 
[0, 12). As funções velocidade e acclesação são dadas por: Qv 
CO Rin Ss x E : O cálculo tornou-se um importante instrumento para a 
“a O em fc) Tu - Sn SH. resolução de problemas que ocorrem na economia. Se utilizamos 
E A uma função f para descrever certa entidade económica, empre- 
ati) = vtt = SE (55) - o mt 7 3 . ga-se o adjetivo marginal para especificar a derivada f". 
E B Sex é o número de unidades de um produto, os economistas 


costumam usar as funções C, c, R e P, que se definem como: 


Ae —_— 
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Função custo: C(x) = custo da produção de x 
unidades 


Função custo médio: c(x) = co) * custo médio da 
producto de uma unidade 


Função receita: R(x) = receita proveniente da venda 
de x unidades 


Função lucro: P(x) = Rix} = Cix) lucro na venda de 
x unidades 


Para aplicar as técnicas do cálculo, encaramos x como um 
número real, mesmo que esta variável só possa tomar valores 
inteiros. Supomos sempre que x x), pois a produção de um 
número negativo de unidades não tem significado prático. 


EXEMPLO 4 ` 

Um fabricante de toca-fitas tem uma despesa fixa mensal de 
$ 10.000,00, um custo de produção de $ 12 por unidade, e um 
preço de venda de $ 20 por unidade. 

(a) Determine Cix), (x), Rix) e Pix). 

(b) Ache as funções em (a) se x = 1.000, 


(c) Quantas umidades devem ser fabricadas para manter o 
equilibrio? 


SOLUCÁO 
(n) O custo de fabricação de x unidades é 12x. Como há 
também uma despesa fixa de $ 10.000, o custo total mensal 
de fabricação de x unidades é 
C(x) = 12x + 10.000 
As funções restantes são dadas por 


dx) = eu). 124 10.000 
x x 


R(x) = 20x 
P(x) = R(x) = C(x) = 8x — 10.000 
(b) Fazendo x = 1.000 em (a), temos: 
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(1.000) = 22000 (custo de fabricação de 1.000 unidades) 
«(1.000)» 22 (custo médio de uma unidade) 

R(1.000) = 20.000 (receita total da venda de 1.000 unidades) 
P(1.000) =-2.000 — (resultado da venda de 1.000 unidades) 


Note que o fabricante tem um prejuízo de $ 2.000 se produzir 
apenas 1.000 unidades. 


(c) O posto de equilibrio corresponde so bacro zero — isto é, 
quando tivermos &x — 10,000 = 0, ou x = 1.250. 


Desta forma, o fabricante deve produzir no mínimo 1.250 
unidades para não ter prejuízo. 


As derivadas C', €, R' e P” são chamadas custo marginal, 
custo médio marginal, recelta marginal e lucro marginal, 
respectivamente, O valor C'(x) é chamado custo marginal 
associado à produção de x unidades. Interpretando a derivada 
como wma taxa de variação, então C'(x) é a taxa na qual o custo 
varia em relação ao número x de unidades produzidas, O mesmo 
pode dizer-se de (x), R'(x) e Px). 


Se C é uma função custo e m um inteiro positivo, então, 
pela Definição (3.5), 


Cn) = lim Cash i la) 
i-o 


Logo, se h é pequeno 
Cn) = ln + cial 


Quando o número m de unidades fabricadas é grande, os 
economistas costumam fazer h=) na última fórmula para 
aproximar o custo marginal, obtendo 


C'(n) = C(n + 1)- C(n) 


Neste contexto, o custo marginal associado à produção de n 
unidades é (aproximaddmente) o custo da produção de mais nma 
unidade, 


Algumas empresas acham que o custo Clx) da produção 
de x unidades de um artigo deva ser dado por wma fórmula tal 
como: 


Cx) a + bx sado + de! 


A de ue Re e c 


— 
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BIBLIOTECA RA DME/UFC( 
ZELE 22 'TUROS 


ENTER SARTE E 


ENT REGANDU- -DS EN DIA 


A constante a representa uma sobrecarga fixa para atendes a % 
despesas administrativas (aluguel, luz, calefação etc.) que são 52 


indepesdentes do número de unidades produzidas. Se o custo da 
produção de uma unidade fosse b cruzeiros e não houvesse 
outros fatores a considerar, então o segundo termo da fórmula 
representaria o custo da produção de x unidades. Se x se toma 


muito grande, então os termos del e kx podem afetar significa. 
tivamente os custos da produção. 


EXEMPLO 5 
Uma empresa de eletrônica estima que o custo (em unidades 
mooetárias) da produção de x peças utilizadas em brinquedos 
elesrônicos é dado por 
Cix) = 200 + 0,05x + 0,0001 
(a) Determine o custo, o custo médio e o custo marginal de 
produção de 500 unidades, 1.000 unidades e 5.000 unida- 
des. 


(b) Compare 0 custo marginal da produção de 1.000 unidades 
com o custo da produção da 1.001* unidade. 


SOLUÇÃO 


(a) O custo médio da produção de x componentes é 
e) 22.22 005 + 0,0001% 


O custo marginal € 
C'(x) = 0405 + 0,0002x 


O leitor deve verificar os dados da tábula seguinte, onde os números 
nas três últimas colunas representam unidades monctárias. 
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(b) Aplicando a função custo, temos 
C(1.001) = 200 + 0,05(1.001) + (0,0001)( 1.001? == 350,25 
Logo, o custo da produção da 1.000* unidade é 
C(1.001) = C(1.000) ~ 350,25 — 350,00 = 0,25, 
que é aproximadamente o mesmo que o custo marginal C'(LOOO). 


EXEMPLO 6 


Um fabricante de móveis estima que o custo semanal da 
fabricação de x reproduções (manuais) de uma mesa colonial é 
dado por Cix) = x? - 3x? — 80x + 500. Cada mesa é vendida por 
2.800 unidades monetárias. Que produção semanal maximizará 
o lucro? Qual o máximo lucro semanal possível? 


SOLUÇÃO 


Como a receita obtida com a venda de x mesas é 2.800x, a função 
receita R é dada pos R(x) = 2.800x, A função lucro P é a diferença 
entre a função receita R e a função custo C - isto €, 


P(x) = R(x) — C(x) = 2.800x — (P - 3i? — 80x + 500), 
ou Mx) = 3? 4 2.880x = 500. 
Para achar o lucro máximo, diferenciamos, obtendo 
Px) =P 4 6x 4 2,850 = 31 — 2x — 960). 
Obtém-sc os números críticos de P resolvendo 
xà - 2x - 960 = 0, ou (x - 32)(x + 30) = 0, 


o que dá x = 32 ou x = —30. Como a solução negativa é estranha, 
basta verificar x = 32. 


A derivada segunda da função lucro P é 
PO --6 +6 
Conseqüentemente, 
P"(32) = -6(32) + 6 = -186 <0 


Assim, pelo teste da derivada segunda, obtém-se o lucro máximo 
se forem fabricadas e vendidas semanalmente 32 mesas. O lucro 
semanal máximo é 


P(32) = -(32) + 3(32y + 2.880(32) — 500 = 61.964. 


MAL | Cn Y 


Figura 4,57 


Muitos fatores devem ser levados em conta por uma 
empresa ao fixar o preço de venda de cada produto, Além do 
custo de produção e do lucro desejado, a empresa deve ter em 
costa a reação da demanda a eventuais aumentos de preço. Para 
certos produtos há uma procura constante, e as variações de 
preço pouco afetam as vendas. Para artigos não de primeira 
necessidade, entretanto, um aumento po preço provavelmente 
levará a uma diminuição nas vendas. Suponhamas que uma 
empresa saiba pela experiência anterior, que pode vender x 
unidades quando o preço unitário é dado por pix), para alguma 
função p. Costumamos dizer que p(x) é o preço unitário quando 
há uma procura de x unidades; chamamos então p de função 
procura para o produto, A receita total é o número de unidades 
vendidas maltiplicado pelo preço unitário, isto €, x - p(x). Assim, 


R(x) = xpi) 
A derivada p', é a função procura marginal, 


Se S = pix), então S é o preço de venda unitário associado a uma 
procura de x unidades. Como uma unidade de 5 em geral está 
associado a um sumento de x, uma fanção procura p é, em geral, 
decrescente; isto é, p'(x) «0 para todo x. As funções procura 
costumam ser definidas implicitamente por uma equação envol- 
vendo $ e x, como mo próximo exemplo. 


EXEMPLO 7 


A procera por x unidades de um produto está relacionada com 
um preço de venda $ pela equação 2x + 5?- 12.000 = D, 


(a) Ache a função procura, a função procura marginal, a função 
receita e a função receita marginal. 


(b) Ache o número de unidades e o prego unitário que pto- 
duzem receita máxima, 


(c) Ache a receita máxima. 


SOLUÇÃO 
(a) Como 5? = 12.000 - 2x e $ é positivo, vemos que a função 
procura p é dada por 
S = pix) = 12000 — 2x 
O domínio de p consiste em todos os valores de x tais que 


12.000—2x »0, ou, equivalentemente, 2x « 12000. Assim, 


0sx«6000. A Figura 4.57 é um esboço do gráfico de p. 
Teoricamente, não haverá vendas se o preço de venda for 


nal R: 


de 


EXERCÍCIOS 4.7 


Exercs. 1-8: Um poato em movimento sobre uma 
reta tem uma função posição s. Ache a velocidade e 
a aceleração no instante 1 e descreva o movimento 
do posto durame o imervaldo de tempo indicado. 
Dustre o movimento por um diagrama do tipo exibido 
na Figura 4,54, 


1 sf) 38-1269 13; [0, 5] 
Ida P «N-6 12,2) 
L 350-?-9«1 13,3) 
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VIZO, ou, aproximadamente, $ 109,54, e quando o preço de 
venda está próximo de O a procura está próxima de 6.000, 


A função procura margisal p' é dada por 


P- E 


O sinal negativo indica que uma redução no preço está associada 
- a um aumento na procura. 


A função receita R é dada por 


Rix) = xp(x) = VIZO -Ek 


Diferenciando e simplificando, obtemos a função receita margi- 


(b) Um número crítico para a função receita R é 
x= 12.0003 = 4.000, Como R'(x) € positiva se 
0xx <4/000 c negativa se 4,000 «x <6.000, a receita 
máxima ocorre quando se produzem e se vendem 4,000 
unidades. Isto corresponde a um preço unitário de venda 


p(4.000) = V 12:000 — 24.000) ~ $ 63,25 


(c) A receita máxima, obtida com a venda de 4000 unidades 
a $ 6325, é 


4.000(63,25) = $253.000,00 


4 s) «24 + 6100, 2,3) 
55()«-20 157-2006; — [0,5] 

6 at) 2/0 - 127 +6; [-1,6] 
Tag! -&*; 12.2) 
8 s) « 27 - 68; [1,1] 


Exercs. 9:10: Um wtomável desce uma ladeira 
percocrendo afr) metros em 1 segundos. (a) Ache a 


aum gglbcdjma-. mem 


J0) Cálculo com Geometria Anelinica Cop. 4 


vetocidade quando £ » 3, (b) Após quantos segundos 
a velocidade será de k mis? 


9 dies?  k=-28 


Mai W +47; k=88 


Puerca 11-12: Um projétil é lançado verticalmente 
para cima com uma velocidade inicial de vy/s, e suas 
alwa acima de solo (em metros) após é segundos € 
dula por sir). Ache (a) a velocidade c a aceleração 
sn (segundos, (b) A altara máxima atingida, e (c) 
a ibo do vôo, 


Hw 194; afe) e 1441 166 
LE vg 192; a(r) = 100 4 1921 162 


Faeres. 13-16: Uma partícula em movimento bar- 
mħnicon simples tem função posição s, e o tempo t é 
dado em segundos. Ache a amplisede, o periodo s € 


a hiequéaeia. 


n qe) Seus gt 14 di) 9 4 sen su 
15 10-650 e 16 sli) = 3 cos Y 


I7 A hurga cletromotiiz Y e a comente 7 em um 
cucuito de corrente altermada são dadas por 


V = 220 sem Mint 
120509360 -5) 


Ache xs taxas de variação de V e J em relação no 
tempo quando 1 T. 


IK A variação anual da temperabesa T (em *C) em 
Vancover (Canadá), pode ser aproximada pela 
[Ur 


r- usen [2 e- 2]. 


onde é É dado em meses, com t = O corresponden- 
do a 1º de janeiro, Aproxime a taxa em que à 
temperatera está variando quando 13 (1 de 
abril) e += 10 (1º de movembro). 


Em que momento do amo a temperatura vária 
mais rapidamente? 


19 0 gráfico de figura abaixo exibe a variação da 
maré na bala de Boston deraate certo período de 
74 horas, 


(a) Aproxime o nível da água y pos meio de uma i 


expressão da forma 
 yuaseníbis c) d, 
com t = O comespondendo À meia-noite, 


(b) Qual a velocidade aproximada da elevação 
do nível da água ao meio dia? 


Y (altura da áges em soctros) 


4 81248 
Meshã — Meio- Tarde PNE. 
D» 


20 Um tsunami é uma onda gigantesca causada por 
usa terremoto submarino. Essas ondas podem ter- 
mais de 30 metros de altura e caminhar a grandes 
velocidades. Os engenheiros costumam represen 
tar os tsunamis por uma equação da forma 
ya cos bi, Suponha que uma dessas ondas te- 
nha Bm de altura e período de 30 mismos, e esteja 
caminhando a 60 m/scg. 


(a) Se (x,y) é um ponto da onda representada na 
figura, expresse y como fuação de 1 se 
y= 8 m quando 1-0. 


(0) Com que velocidade a onda está sobindo (os 
descendo) quando y = 3 m? 


21 Uma rolha Musa ess um lago, movendo-se para 
cima e para baixo. A distância do fundo do lago 
xo centro da rolha no instame za 0 € dada por 
s(1) = cos nr + 12, onde s(1) É em centímetros € 4 
é em seguados (veja a figura). 


v» 


a 


a 


EI 
p. 
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(a) Ache a velocidade da rolha quando s= D, |, 8} Exercicios 27-28: Um ponto em movimesto sobre 


1102 


(b) Em quais intervalos de tempo a rolha está 
subiado? 


22 Uma partícula em uma mola vibrante move-se 
verticalmente, de modo que sua distância s(t) de 
um posto fixo na reta de vibração € dada por 
sr) e 4 + $ sen LOG, onde s(1) é em centimetros 
e t é em segundos. 

(a) Qual o tempo necessário para a particula 
completar uma vibração? 

(b) Determine a velocidade da partícula em 
19 1, 1,005, 1,01 e 1,015. 


Exeres. 23-24: Mostre que s"(1) = co stt). 

23 s(t) = k cos (eot + b) 

24 de) = k sen (101 + b} 

25 Um ponto Pix, y) se move a ema taxa Constante 
em volta do círculo x^ « y? «a^. Prove quc a 


projeção Qix, 0) de P sobre o eixo-x descreve um 
movimento barmóesco simples. 

26 Se um ponto P se move em ema reta coordenada 
de modo que 
a(i) ^ a cos ext + b sen wor 


mostre que P descreve um movimento harmônico 

simples, 

(a) usando a observação que segue a Defiaigho 
(4.22). 


(b) usando apenas métodos trigonométricos, 
(Sugestão: Mostre que s(1) = A cos (ut =e} 
para coestaetes A € c.) 


uma reta coordenada tem função posição s. (a) Grafo 
y= si) para 05155. (b) Aproxime a posição, a 
velocidade e a aceleração dos ponto em t « 0, 1, 2, 
3405. 


Ns) Mimo 


Pal 


setia 
28 a)-e Es 


Exercícios 29-32: Se C é a função custo de em 
determinado produto, delermine (a) o custo da pro- 
degho de 100 unidades e (b) xs funções custo médio, 
custo marginal e seus valores para x = 100, 


29 Clx) = 800 + 0,04x + 0,0002x* 
30 C(x) = 6400 46,5: + 0,0" 


31 Clx) = 290 4 100% + ODOLE 


32 Cl) « 200 + 0015 + O 


33 Um fabricante de pequenos motores estima que 
0 custo da produção de x motores por dia é dado 
por Cix) = 100 + 50x + (100/x). 


Compare o custo marginal da produção de cinco 
motores com o custo da produção do sexto motor. 


34 Uma compankia faz um teste piloto para a 
produção de um sowo solveste industrial e veri- 
fica que o custo da produção de x de cada teste 
€ dado pela fórmula C(x) «3 + x + (10/x). 


Compare o custo marginal da peodução de 10 
litros com o custo da produção do 11" litro. 


Exeres. 35-36: Para as funções procura e custo 
dadas, determine (a) a função peocura marginal, (b) 
a função receita, (c) a função ucro, (d) a função lucro 
marginal, (e) o laero máximo, e (f) o custo marginal 
quando a procura é de 10 unidades. 


35 plx)=S0-O, lr  Clx)=10+2x - 
36 plx)=80-Vx=1; Clx)=75x + 2Vx -1 


37 Uma agência de viagens estima que, para vem» 
der x pacotes de viagem, deve cobrar um preço, 
poe pacote, de 1.800 — 2x unidades moeetárias, 
para 1 sx x 100. Se o custo da agência para x 
pacotes é 1000 +x + DOL unidades: mooetá- 
1535, detemsme 
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(a) a função receita 
(b) a funcio lero 
(e) o número de pacotes que maximiza o lucro 
(d) o lucro máximo 


38 Um fabricante determina que x unidades de em 
peodeto sejam vendidas se o preço de venda é 
400 = 0,05x; cruzeiros por unidade. Se o custo de 
produção de x wsidades é 500 + JOx, determine 


(a) a fusção receita 
(bj a função lucro 
(c) o número de unidades que maximiza o bacro 
td) RN eta st 


4.8 MÉTODO DE NEWTON 


39 Uma loja de artigos para coziaha verifica que o 


custo de fabiicacko e embalagem de x moinhos 


de pimenta por dia é 500 + 0,02r + QOL. Se 
cada moinho é vendido por $ & determine 


(a) a produção que maximiza o lucro 
(b) o lucro diásio 


40 Uma companhia que promove excursões comitata 


que, quando o preço médio cra de $ 9 por pessoa, 
o número médio de clientes era de 1.000 por 
semana. Após redezir o preço para $ 7 por pessoa, 
o número médio de clientes susentou para 1.500 
por semana, Admitindo que a fosclo procura seja 
lineas, que progo deve ser cobrado para obser a 
receita semanal máxima? 


IA A 
"urs uma aproximação de um zero real de uma função diferencióvel 
; : : f. Para usar o método, começamos por fazer uma primeira 
e” v ' aproximação x,, do zero r. Como f(r) «0, o número r é um 
, "s imercepto-x do gráfico de f, a aproximação x, pode às vezes ser 
" i feita por inspeção do gráfico. Se consideramos a tangente | ao 
gráfico de f mo ponto (x, f(x,)) e se x, está suficientemente 
próximo de r, então, conforme ilustrado na Figura 458, o 

intercepto-x, x, de | deve ser uma melhor aproximação de r. 


tangente é 


que 


. Como o coeficiente angular de lé fixa senos de reta 


y-fi)- for -x) 


O interceptor.x x, de | corresponde so ponto (x, 0) se 1, de modo 


mue fe) = fiio, TX) 


Se f'(x,) 0, a equação precedente é equivalente a 


x 0. 
ES fi) 
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(x fx) 


' EXEMPLO 1 


Tomando x, como segunda aproximação de r, pode-se repetir o 
processo utilizando a tangente em (x, f(x). Se f'(x) a0, 
obiém-se wma terceira aproximação x, dada por 


fix 
ge.r- As 
Continua-se o processo até atingir o grau desejado de precisão, 


Esta técnica de aproximações sucessivas de zeros reais é cha- 
mada método de Newton, que pode ser enunciado como segue: 


“Seja foma função diferenciável, e seponhamos que r seja. 
um zero real de f. Se x, € uma aproximação de r, então a 
2 ropronimação segnis x, ,, £ dada por 


"mer Sa rie Pa d 
A be dam E 

RÉEL p^ 

desde que fx) nO. 


O método de Newton ndo garante que x. seja uma me- 
lhor aproximação de t do que x, para todo n. Em particulas, 
devemos ter cuidado na escolha da primeira aproximação x, Se 
x, não está suficientemente próximo de z, é passível que a 
segunda aproximação x, seja pior que x,, conforme ilustrado na 
Figura 4,59. É evidente que não devemos escolher um número 
“x, tal que fx) esteja próximo de 0, porque então a tangente / 
sería quase horizontal, 


Pode-se mostrar que se x er c se f" É contínua na 
vizinhança de r, e que se f'(r) 0, então as aproximações x,, 
Xy... tendem rapidamente para r, com a precisão quase que 
duplicando com cada aproximação successiva. Se f(x) tem um 
fotos (x-7)' com k>1 e se x ar para cada a, entbo as 
apeoximações tendem mais lentamente para z, porque f'(r) = 0. 


Usaremos a seguinte regra ao aplicar o método de Newton: 
Se se deseja uma aproximação com k decimais, aproximaremos 
cada um dos números x, Xy ..., at k decimais, continuando o 
processo até que duas aproximações consecutivas sejam igumis. 
read rt e Hustram este processo, 


" Usa o multado de Noman para obtr wma apresimácio de V7 
l; com cinco decimais. , 


- 
— 


pífzttt9202222222222272--— — 
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Higuera 4,61 


SOLUÇÃO 


O problema equivale ao da aproximação do zero real positivo A 


de f(x) «xà - 7. A Figura 4.60 é um esboço do gráfico de f. 
Como f(2) » —3 e f(3) = 2, decorre, da continuidade de f, que 
2<r<3, Além disso, como f € crescente, só pode haver um 
zero no intervalo aberto (2, 3). 


Se x, € uma aproximação de r, então, por (4.23), a $ 


aproximação seguinte x, ,  é dada por 
fix) 4-7 


hath Pad He 2x, y L 


Escolhamos x, = 2,5 como primeira aproximação. Aplican- 
do a fórmula de x. | , com n= 1, obtemos 


Q3?-7. 
205) "25900 


Aplicando novamente a fórmula (com a = 2), obtemos a aptori- 
mação seguinte, 


4:25- 


2 27 
2(2,65000) 22/495 


Repetindo do processo (com n = 3) vem 


x, = 2,65000 — 


Como dois valores consecutivos de x. são o mesmo (com o grau 


x,» 2,64575 = 


A dis Ea 


de precisão desejada), temos que VT = 2,64575. Pode-se mostrar | 


que, com 9 decimais, VT = 2,545751311. 


EXEMPLO 2 


Ache a maior raiz real positiva de x*-3x+ 1 = O com quatro 3 


decimais. 


SOLUÇÃO 


Fazendo f(x) =x? = 3x +43, o problema é equivalente a achar o 4 | 


maior zero real positivo de f. O gráfico de f acha-se esbogado 
na Figura 4.61. Note que f tem trés zeros reais. Desejamos 
determinar o zero que está entre 1 e 2. Como f'(x) - 30 -3, 2 
fórmula de x,,, no método de Newton é 


Figura 4.62 
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x -X cm e A 
.+.1 L] 3-3 


Referindo-nos so gráfico, tomamos x, = 1,5 como primeira 
aproximação e procedemos como segue: 


x, 1,5 PMI 393 


30,57 -3 
SIP MSI .. 
IA £e: C059 
(1,5521) - 3015321) + 1 
x, 153 A eausa 


Assim, a aproximação desejada é 1,5321. As duas raízes reais restantes 
podem ser aproximadas de maneira análoga (veja o Exercício 17). 


EXEMPLO 3 
Obtenha a raiz real aproximada de x.- cos x = 0 com três decimais. 


SOLUÇÃO 


Descjamos achar um valor de x tal que cos x = x. Isto coincide 
com a coordenada-x do ponto de interseção dos gráficos de 
y =cosx € y «x. Pela Figura 4,62, parece que x, = 0,8 € uma 
primeira aproximação razoável. (Note que a figura também 
indica que há apenas uma raiz real da equação dada.) 


Fazendo f(x) = x — cos x, então f(x) = 1 + sen xe a fórmula 
do método de Newton é 


X, — COS X, 
Aat l*senx, 
Seguindo o processo usual, obtemos 
«08-98-0008 | 
x,» 0,8 1 «sen 08 0,740 
0,740 — cos 0,740 
3,7 WMO = L+sen0,740 ^ 0,139 


0,739 = cos 0,739 — 
1 + sen 0,739 


Logo, 0,739 é a aproximação desejada. 


7" 0,739 a: 0,739 
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EXERCÍCIOS 4.8 


i] Use o método de Newton para os Exercícios 1-24, 


Exercs. 1-2: Obtenha uma aproximação com quatro 
decimais, 


1 Y 15 


Exercs. 3-6: Obeenha uma aproximação, com qeatro 
decimais, da raiz da equação que está no intervalo. 


30-10 (1,2) 
4 ste 25.0; [2.3] 
(2, -1) 
6 waxexcosxecos x — [0,1] 


Exercs. 7-8: Ottenha uma aproximagio, com quatro 
decimais, do maios zero de f(x). 


7 fi)ex* - nid 4-24 
8 f)ex!-34c-84 


Exercs. 9.12: Obcenha uma aproximação da raiz, 
com duas decimais. 


$ Pergel 


9 Anizdex «5-30 

10 A maior raiz de 20 = 4x) - 3x + 1«0 ^ 
11 A seiz positiva de 2r - 3 sen x = O 

12 A mir de cos e x42 


Exercs. 13-20: Obtenha uma aproximação com duas 


decimais de todas as raizes da equação. 

13 xº = 125 14 10-1=0.... 

15 i - -2«0 16-24 +40 
10-41-20  180+24-8r-3=0 


20 x! - cos 2r = 0 


Exercs. 21:24: Apeoxime, com duas casas decimais, 
às coordenadas dos pontos de intersecção dos gráfi- 


19 2x -5- sen x « 0 


cos das equações. 
n yes PESTE 0 
Mya; y-1-xX 


23 y» cos 1x; y=- 


2A y= sen 2x; y- 6-6 

25 Podem-se obter aproximações de n aplicando o 
método de Newton a f(x)esenx e fazendo 
x13. 


(a) Ache as cinco primeiras aproximações de a. 


(b) O que acontece com as apenximações de 
xp-6? 


16 Um exemplo dramático do fenômeno da resso- 
náncia ocore quando vm cantor ajusta a altura 
de sua voz para quebrar um copo, Feações dadas 
por f(x) = ax cos bx ocorrem na análise matemá- 
tica de tais vibrações, A figura exibe um gráfico 
de f(x) =x cos 2x. Use o método de Newton para 
aproximar, com três decimais, o mámero crítico 
de f que está entre 1 e 2. 


27 Segue-se o gráfico de uma função f. Explique 


por que o método de Newton falha ao tentarmos 


aproximar o zero de f se x1 = 0,5. 


fa) = 168-24 + 12x. 1 


28 Se f(x) xl”, mostre que o método de Newton 
falha para qualqeer primeira aproximação 
a, ^0. 


E Exeres. 29-30 As funções f e g têm um zero em 
xL (a) Faça x, 41,1 em (423) e determise 
Xy, Xy € x4 para cada foscio. (b) Por que razão as 
aproximações do zero de y são mais precisas do que 
as do zero de f? 


29 f(x) = (c - 18 - 3r 7 
q gir) e (x NÉ dx + T) 
b. 30 fiel- Vas. gde- Vi 7 


É O pyeres. 31:32: Se é dificil calcular f'(x), a fórmula 
E em(4.23) pode ser subsiinadda por 


PR | 


* 


cade men) noy 


Xa — Ya - 1 


49 EXERCÍCIOS DE REVISÁO 


Exerc, 1-2: Ache os extremos de f mo intervalo 
dado, 


1/0)=4r 6-8 (1,6) 

2 fi) 30 e; 1,0] 
Exercs. 3-4: Ache os sdmeros críticos de f. 
3 fix) e (c 2 - 1 

4 f(x) V7 T (x- 2) 


Exercs. 5-8: Use o ssie da priencira derivada para 
achas 05 extremos locais de f. Determine o5 interva- 
los em que f é crescente ou decrescente, e esboce o 
gráfico de f. 


5 f(x) - - A «9 + 12x 


6 fix) q 


Exigem-se dois valores iniciais xy e x2 para usar 
este método (chamado método da secante). Use 
0 método da secante para aproximar, com trés 
casas decimais, o zero de f que está em (0,1) 


31 f(x) = tg" cos? xx 025) - 0,5; 
x= 0,5, x1 = 0,55 


n fi)- —; 
cos 


SVT; xy e DA, xy 0,5 


-x 


El Exercs, 33-34: Grafe f € g nos mesmos eixos 
coordenados. (a) Estime, com uma decimal, a coor- 
denada-x xi do ponto de intersecção dos gráficos. (b) 
Use o método de Newton (4.23) para aproximar a 
coordenada-x em (a) com duas decimais. 


33 f()e!x «x-Y gir) asen? x 
M Jaje = rã i; 


de - =r 1,9 


7 fi) - (4 - x 
8 fi) Vo 


Exercs. 9.12: Use o teste da derivada segunda 
(quando aplicável) para achar os extremos locais de 
f. Determine os intervalos em que o gráfico f é côncavo 
para cima oa côncavo para baixo, e acha as cooedena: 
das-x dos pomos de inflexão. Esboce o gráfico de f. 


9) f) Vi 


10 fl) == + 4? -3x 


1 
+1 


12 10) = 4 É 


Á3 Se fü) = 2 sen x — cos 2x, ache os extremos bo- 
cais e esboce o gráfico de f pata O & x « la. 


11 fix) = 


> — 
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14 Se fla) - 2 sen x ^ €05 2a, ache as equações da 
bingrade e da nowmal so gráfico de f no ponto 
(out, 112). 


Vuerca. 15-16: Esboce o gráfico de uma função 
cominua f que satisfaça todas as condições indicadas. 


15 f(0) = 2; f(-2) = fQ) - 0 
Pi- = fA0) = f (2) = 0; 
Fo)»0se -2«x«0, 
FU) <0 se x<-—2 0 1» 0; 
BOLLETTE PESETA 
Jix)«0se -1«x«10u0z»2 
16 f(0) = 4; f(-3) = f(3) = 0; 
['C3)- 0; f'(0) € indefinida; 
f'G)»0se -34x«0; 
FG) «0se x «-300 x »0, 
F)»0sex «00g 0«x«2; 
fl) <0 se x>2 


Fueros 17-22; Ache 05 extremos e faga O gi- 
fico de | À 


x Pe 
ETE 18 fü)» 
ftu) 93.25 fü) "ES 
2 4 
19 jo) = 1128-2 2 guy = EA 
n o. 22 fa. 
m x «2x- 8 didi LAT 


23 Se fü) ead exl ax 1, ache om edescro que 
satisfaça a conchasão do valor médio no intervalo 
10,4) 


M A velocidade fixada para uma estrada dos EVA., 
ale 125 malhas de exicasão sujeita a pedágio, € de 
6% mih, Quando um automóvel chega so guichê 
ide pedágso, o motorista recebe um tiquete em que 
está impressa a hora exata, Se o motorista com- 
pieta o percurso em | hora e 40 minutos ou 
menes, ele € notificado 30 pagar o pedágio, Use 
o teoeema do valor médio para explicar por que 
so pestiica esta notificação. 


25 Um homem deseja cercar um campo retangulas 


e em seguida subdividido em três retlagulos A 


menores colocando deas cercas paralelas a um 
dos lados. Se ele só dispõe de 1.000 metros de 


cerca, que dimensões lhe darão a área máxima? . 


26 Deseja-se construir wea coberta retangular aberta 
de 1,50m de profundidade, ligada a uma estrutura 
já existente (veja a figura). O teto é festo de lata 
que cesta $ $ o metro quadrado. Os dois lados 
são feitos de compensado, ao preço de $ 2 0 meteo 
quadrado. Se dispomos de $ 400 para a consire: 
ção, que dimensões maxiesizaro o volume da 


27 Deve-se construir uma calha ce forma de V com 
duas folhas retangulares de metal de 25 em de 
largura cada. Determine o ângulo entre as folhas 
que maximizem a capacidade da calha, 


28 Determine a altura de um cilindro circalas reto 


com a árca da superficie curva máxima, que pode 
set inscrito em vena esfera de ralo a. 


29 O interior de uma pista de meia milha de com- 
primenio consiste em um retângulo com semicir- 
culos sas extremidades opostas. Determine as 
dimensões que maximizem a área do retiaguto. 


30 Uma companhia de televisão a cabo atende pre- 
sertemente a 5.000 lares, cobrando de cada um 
$ 20 por mês, Uma pesquisa de mercado indica 
que cada redução de $ 1 por més ma taxa 
individual acarretará em acréscimo de S500 novos. 
clientes. Determine a taxa measal que resulte na 
receita mensal máxima. 


M Um arame de 5 metros de comprimento deve set 
cortado em duas partes. Com uma faz-se um 
círculo, e com a outra um quadrado. Determine 
onde se deve costar o arame de modo que a soma 
das áreas do círculo e do quadrado seja 


(a) máxima 
(b) mínima 


32 Em bioquímica, a curva geral de resposta é dada 
pot R = kS^/(S" 4 a"), onde R € a resposta qui- 
mica que corresponde a usss concentração de $ 
de uma substincia, para constantes positivas K, 
n c.a. Um exemplo € a taxa R aa qual o figado 
remove o Álcool da corrente sasgiíaca quando a 
coscentração de álcool é $. Mostre que R é uma 
fencho crescente de Se que R = k € uma assintota 
horizontal da curva. 


33 A função posição de um posto em movissento 
sobre uma reta coordenada é dada poc 


di) (+ ay +1) 


Determine a velocidade e a aceleração no instante 
1, € descreva o movimento do ponto no intervalo 
de tempo [-2, 2]. 


34 A posição de um ponto em movimento sobre uma 
seta covedenada é 


Mi) = a sen (Et + m) + b cos (kt + m) 


para constantes a, b, E e m. Prove que a magaitude 
da aceleração € diretamente proporcional à dis- 
tlacia da origem, 


35 Um fabricante de foenos de microcadas constata 
que o custo da pendeção de x unidades é dado por 


C(x) = 4.000 à 100% + 0,0847 + 0/0002 


Compare o custo marginal de produção de 100 
fomos com o custo da peodocho do 101* forno. 


36 A função custo para fabricar wm componente de 
micropencessados é dada por 


Clx) = 1.000 + 2x « 0,005 
Se se fabricae 2.000 sádades, desermine o cesto, 


© custo médio, o custo marginal e o custo 
marginal médio. 
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37 Uma fábrica de equipamento eletrônico estima 


que o custo da produção de x calculadoras por 
dia é 


Clx) = 500 + Gr + 0,02? 

Se cada calculadora é vendida pos $ 18, determine 
(a) a função receita 

(b) a função lucro 

(c) a produção diária que maximiza o lucro 
(d) o lucro daírio máximo. 

38 Um pequeno escritório deve ter $0 m" de área 
útil. A figura é uma planta simplificada. Se as 
paredes cestam $ 100 por metro corrido, e sc se 
despreza a parte das paredes acima das portas. 
(2) mostre que o custo Cix} das paredes é 

Cix) = 100[3x == 2 + (1000/x)] 


(b) ache as assíntotas verticais e obliquas e faça 
o gráfico de C(x) para x > O. 


(c) determise a plasta que minimiza o custo. 


Ea 


E 39 Use o método de Newton para aproximar a raiz 


da equação sen x — x cos x = O cntie z e 30u2, com 
trés decimais. 


&] 40 Use o método de Newton para obter uma apro 


4 
ximação de V5 com trés decimais, 


Ma Capítulo 5 


ES INTEGRAIS 


cálculo sho a derivada, já considerada em 
capítulos anteriores, e a integral definida, 
estabelecida na Seção 5.4, A derivada foi 
motivada por problemas de determinação do 
coeficiente amgular de uma tangente e de 
definição de velocidade. A integral definida 
surge de modo natural quando consideramos 
o problema da determinação da área de uma 
regido do plano xy. Esta €, entretanto, apenas 
ma das aplicações Como veremos poste- 
tiormente, a etilização das integrais definidas 
é tão abundante e variada como a das deriva- 
das. O resultado principal estabelecido neste 
capítulo é o teorema fundamental do cálculo, 
demonstrado na Seção 5.6. Este relevante 
teorema possibilita achar valores exatos de 
integrais definidas utilizando uma antíderiva- 
de ou integral indefinida. Estes conceitos são 
definidos na Seção 5.1; o processo pode ser 
encarado como o inverso da determinação de 
derivada de uma função. Assim, além de 
constituir uns importante processo de cálculo, 
Olcosema fundamental mostra que existe uma 
relação entre derivadas e integrais - um 
resultado-chave para o cálculo. 


O capítulo se encerra com um estudo 
dos métodos de imegração numérica, utiliza- 
dos para aproximar integrais definidas que 
náo podem ser calculadas por meio do teore- 
ma fundamental. Tais métodos são facilmente 
programáveis para eso em calculadoras c 
computadores, e têm ampla aplicação mos 
mais diversos campos. 


| 
| 
| 
| 


| 
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5.1 ANTIDERIVADAS E INTEGRACÁO INDEFINIDA 


Delinigho (5. 1) 


Higara 54 


Em capitalos anteriores resolvemos peoblemas do poc Dada tema 
Junção f, determinar a derivada f", Estodareros agora um problema 
relacionado: Dada ums função f, achar uma função F tal que 
F' « $, Na próxima definição daremos a F um nome especial, 


Umi função F é ums antiderivada de f em um Intervalo” 
1 se F'(x) = f(x) para todo x em I. 
LANE 

Chamaremos também F(x) uma antiderivada de f(x). O 
processo de determinação de F, ou F(x), € chamado antidife- 
rencincáo. 


Para ilustrar, F(x) «x? é uma antiderivada de f(x) e 2x 
porque 


E) = D (x?) = 2x » f (x) 


Há muitas ostras antiderivadas de 2x, tais como x! + 2, 6? -? e 
x? + V3. De modo geral, se C é uma constante arbitrária, então 
x? « C é uma antiderivada de 2x, porque 

D (? « C) « 2x «0 2x 


Assim, há uma família de antiderivados de 2x da forma 
F(x) «x? + C, onde C € uma constante arbitrária, A Figura 5.1 
€ um esboço de vários membros desta família. 


A próxima ilustração contém outros exemplos de aetideri- 
vadas, C sendo uma constante arbitrária. 


ILUSTRAÇÃO 


16) ANTIDERIVADAS DE fix) 
ta? podre 
+ Ex) 2: 2: AI 
4 > 
* Cos x sca x, SEN & * o, sen x « C 


Tal como na ilustração precedente, se F(x) € uma antide- 
rivada de f(x) então também o € Fí(x)* C para qualquer 
constante C, O próximo teorema afirma que roda antiderivada é 
desta forma 


pet sud ir a a do x em 1 


DEMONSTRAÇÃO 


Se Fe G são antiderivadas de f, seja H a função definida por 
H(x) = G(x) = F(x), 


para todo x em 4. Mostraremos que H € uma função constante 
em I; isto é, G (x) > F(x) = C para algum C, ou, cquivalentemen- 
te, Glx) = Fx) + C. 


Sejam a e b números em J tais que a < b. Para mostrar que 
H é constante em 1, basta provar que AH (a) = H(b). Como F c G 
são antiderivadas de f, 
HQ) = G'i) = FG) = fi) = f(x) 0 


para todo x em 7. Como H (x) € diferenciável, H é continua, pelo 
"Teorema (3.11). Aplicando o teorema do valor médio (4.12) a 
H no intervalo [a, b], existe um n&mero c em (a, b) tal que 


H'(c)- KM: Hla) 


Como c está em 1, A (e) = 0, e assim 
H (b) — H(a) =0, ou H (a) = H(b), 


que é o que queríamos provar, 


Refestado-nos à constante C no Teorema (5:2) como uma 
constante arbitrária. Se F(x) é uma antiderivada de f (x), então 
todas as antiderivadas de f(x) podem ser obtidas de F(x) + C 
fazendo C percorrer o coejanto dos números reais. Empregaremos 
a seguinte notação para uma família de amtiderivadas deste tipo. 


—— ——— 


^ ddigio 


ffe) dc - FG) C, 


onde F'(x) = f(x) e C é uma constante arbitária, denota a 
família de todas as antiderivadas de f (x) em um intervalo /. 


m — — a — ———————— — 
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| Osiiribolo f usado na Definição (5.3) € o sinal de Integral. 


Chamamos f f (x) dx a integral indefinida de f (x). A expressão 
fix) éo integrando e C é a constante de integração. O processo 
de determinação de F(x) * C, quando ff(x)dx é dada, € 
designado como integração indefinida, ou integrar f (x). Usa- 
se o adjetivo indefinida porque f f (x) dx representa uma familia 
de antiderivadas, e nio uma função específica. Mais adiante, 
quando estudaremos as integrals definidas, daremos razões para 
o uso do sinal de integral e da diferencial dx que aparece à direita 
do integrando f(x). No momento não interpretaremos f (x) de 
como o produto de f(x) pela diferencial dr, encararemos dx 
simplesmente como um símbolo que especifica a variável 
independente x, que designamos como variável de integração. 


Utilizando uma variável de integração diferente, tal como +, 
escrevemos 


[104 - Fc, 
onde F'(A) = f (c). 


ILUSTRACÁO 


' 1 1 
SOLITI: porque D, (5 x!) «x* 


foa 1140 porque Dí- 11?) «(^ 


. f[eosudu- sen + O porque 
Note que, em geral, 
JIBIN de= f(x) € 
, porque f'() =D f (x). Isto permite usarmos qualquer fórmula 


de derivada para obter uma fórmula correspondente de integral 
indefinida, conforme ilustrado na próxima tabela. De acordo com 


a Fórmula (1), costuma-se abreviar ff 1 de por fdr. 


D sen u « cos mw 


testae | 


- Indefinidas (5.4) 


INTEGRAL INDEFINIDA 
SD AF) de= $(x) c 


(1) f14c- fax -x«c 


LE] 


a fed TA Conn 


"| Dr(sen x) = cos x (3) fcosx dx -senx «C 
D,(-cos x) = sen x (4) fsenxdx =-cos x «C 

| Delig x) = sec? x (5) fsec xd tgx C 
Di(-cot x) = esc? x (6) fes? x dx = -cotx «C 
D, (sec x) = sec x tg x m [secxipx dx - secx «c 
Di(-csc x) « escx ctx | (gy foso x cot dee -esex «C 


A Fórmula (2) é chamada regra da potência para a inregra- 
ção indefinida, Como se vé na ilustração a seguis, frequentemente 
é preciso modificar a forma de um integrando para aplicar a regra 
da potência ou uma das fórmulas trigonométricas. 


q ILUSTRAGÁO 


ES PE 
¿fa fade ga «C 


1 TEE a Y 
AE a aei ait 


freta f= dx Tm 58" +€ 


e GEL de- f cosa ER dem f sena de= -cosx + € 


É uma boa idéia verificar as integrações indefinidas (como 
as da ilustração precedente) diferenciando a expressão final para 


+ ver se obtém o integrando ou uma forma equivalente do mesmo. 


O próximo teorema indica que diferenciação e integração 
indefinida são processos inversos porque, de certo modo, um 
desfaz o outro. Em (i) admite-se que f seja diferenciável, c em 
Gi), que f tenha uma antiderivada em algum intervalo. 
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| 
| Teorema (5.5) 


Teorema (5,5) 


I e tae anie 
va en estinito A 
w, CAVON C 


e 
ETE 


ARO I pn 


- nee 


c) 


DEMONSTRAÇÃO 


(1) já foi demonstrada. Para demonstrar (ii), seja F uma antide- 
rivada de f € escrevamos 


D, [freas] =D, UF) «C ] = F'(x) «0» f(x) 
EXEMPLO 1 
Verifique o Teorema (5.5) para o caso especial f (x) » x?. 
SOLUÇÃO 
(1) Diferenciamos primeiro x? e, em seguida, integramos 
JD 6 - f 20d =x? + O 
(i) Primeiro integramos x? e então diferenciamos: 


+ 
D, fx! dx- D, [$*e)-? 


O próximo teorema € útil no cálculo de muitos tipos de $ 
integrais definidas. Supomos ali que f (x) e gix) tenham amide- l E. 


rivadas em em intervalo J. 


Gi) fest) de~ c f f(x) dx para qualquer constante c 
Va 4t; La 235813359 Mi j f- UA 
mp furto) + G0) deo f f(x) de v feto) dr, 
(8) SUE- 600] dx e f f (x) de- fet) d 


DEMONSTRAÇÃO 


Provaremos (ii). As demoastragóes de (1) e (sii) são análogas. Se 
Fe G são antiderivadas de f e g, respectivamente, 


DIFI) + Gd] = F'G)* G'Q) = fi) gt) 


———— O O 2» 
Logo, pela Definição (5.3), 

furto +2) dx - FO) + Gu) + C. 
onde C é uma constante arbitrária. Analogamente, 

[£00 des f eG) dx - FG) C, 4 GQ) C, 

para constantes arbitrárias C, e C,. Estas constantes nos dão a 
mesma família de antidesivadas, pois, para qualquer caso espe- 
cial, podemos escolher os valores das constantes tais que 
C « C, + C, Isto prova (ii). 
EXEMPLO 2 
Calcule f (5x? + 2 cos x) dr. 
SOLUÇÃO 


Utilizamos primeiro (ii) e (i) do Teorema (5.6) e, em seguida, 
fórmulas de (5.4): 


[ 65x? + 205 x) de= [Sw de + f 2 eos x d 
55 f dr 2 feos x dr 
x* 
-f5 +C, ez c) 
“ia 5C, ^ 2senx «2C, 


-2ix'42senx4C 


onde C = 5C, « 2C, 


No Exemplo 2 somarmos as duas constantes 5C, e 2C, para 
obier uma constante arbitrária C. Podemos sempre manipular 
constantes arbitrárias desta maneira, o que torna desnecessária 
introduzir uma constante para cada integração indefinida, como 
fizemos no Exemplo 2. Em vez disso, se wm integrando é uma 
soma, integramos cada termo da soma sem introduzir qualquer 
constante, e no final acrescentamos uma constante arbitrária, 
É costume também omitir o passo 


fef60 dx - c f fi) de, 


«omo no próximo exemplo. 
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EXEMPLO 3 
Catule f [at - r5 Jar 


SOLUÇÃO 


Primeiro achamos uma antiderivada parta cada um dos trés 
termos do integrando e em seguida acrescentamos uma constante 
arbitrária C. Escrevemos Ví como 11% e 1/17 como 1”? c 
aplicamos a regra da potência para integração: 


Je" a f - ona 
r t 


4 Ly] «2 
a8. 6 Le 
4 1-2 


225-4. Le 
pt 


EXEMPLO 4 | 


Calcule f e dx. 


SOLUÇÃO 
É necessário primeiro modificar a forma de integrando, porque 
o grau do numerador não é inferior ao grau do denominador. 


Achamos entáo uma antiderivada para cada termo e acrescen- 
tarmos uma constante arbitrária C após a última integração. 


2.442 4.541 
¡La [5-727512 


-f(x*-24x) dr 


EXEMPLO 5 


Cap 5 Integreis 311 
SOLUÇÃO 


Utilizamos identidades trigonométricas para modificar a forma do 
integrando e em seguida aplicansos a fórmula (7) da Tabela (5.4) 


1 
coru coru d $ secu tg edu 


-secu 0C 


Um problema aplicado pode ser enunciado em termos de 
uma equação diferencial — isto é, uma equação que envolve 
derivadas de uma função incógnita. Uma função f é uma solução 
de uma equação diferencial se verifica a equação — isto é, se a 
substituição da função incógnita por f resulta em uma afirmação 
verdadeira. Resolver uma equação diferencial significa achar 
todas as suas soluções. Em alguns casos, além da equação 
diferencial, podemos conhecer certos valores de f, chamados 
condições iniciais. 

As integrais indefinidas são úteis para a resolução de certas 
equações diferenciais, porque, dada uma derivada f(x) , pode- 
mos integrá-la e usar o Teorema (5.5. (1) para obter uma equação 
envolvendo a função incógnita f: 


Jid fü) c 


Dada uma condição inicial para f, é possível determinar f(x) 
explicitamente, como mo exemplo a seguir. 


EXEMPLO 6 
Resolva a equação diferencial 
flex 
sujeita à condição inicial (0) = 2. 
SOLUÇÃO |. 
Procedesnos como segue: 
f'G)- 6? e x- 5 
JE) des f (6x* + x- 5) dx 
fi) = 20 «1i! - eC 


4,4... acne 


ni e 
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para algum número C. (É desnecessário acrescentar uma cons. E 
tante de integração a cada membro da equação.) Fazendo x = 0 * 


e utilizando a condição inicial f (0) = 2, temos 
f(0)=04+0-04C002=C 


Logo, a solução f da equação diferencial, com a condição 
inicial f (0) = 2, é 


fi) e 2 «1x? - $62 


A equação dada pode também ser escrita em termos de 
diferenciais de y= f(x) 


E c i? x - 5,00 dy = (6? +x = S) di. 
Neste caso integramos como segue: 
fév - ft? + 1-5) de 
ya a 4 C 
Obiém-se a constante C fazendo x = O e usando y= f (0) = 2. 


- 


Se tivermos uma segunda derivada f" (x), devemos fazer 
duas integrações indefinidas sucessivas para achar f (x). Primeiro 
aplicamos o Teorema (5.547) como segue: 

[1700 de= [10,500 de =$") +C 
Achada f ' (x), procedemos como no Exemplo 6. 
EXEMPLO 7 
Resolva a equação diferencial 

f"ix)e5cos x +2 50m x 

sujeita ks condições iniciais f(0) «3 e f'(0) «4 
SOLUÇÃO 
Procedemos como segue: 


f(x) =5 005: +2 5enx 


SE") de» fis cosx + 2 sen 2) d 


f(x) =5senx- 2008: 4 C 


5 EH 


Fazendo x = 0 € usando a condição inicial f (0) = 4 temos: 
f'(0) 5sen0 - 2co50 4 C 
4=0-2.140 00 C^ 6 
Logo, f'(x) «5senx - 208 x46 
Integrando uma segunda vez: 
JE) dx = fis sen x- 2 cosx + 6) de 
f(x)» -5 cos x -2scnx + 6x + D 
Fazendo x = O e usando a condição inicial f (D) = 3, obtemos 
HO) = -5c050-2sen04 6.04 D 
3--5-0«0«D ou Dag 


Portanto, a solução da equação diferencial com as condições 
iniciais dadas é 


fG)- -5«co5x -2senx 4 Gx4 B 


Suponhamos um ponto P em movimento numa reta coordenada, 
com velocidade v(r) € aceleração e(t) no instante t. Pela 
Definição (4.21), alt) = v" (e) e dal 


Sato à frih dev + c 
para alguma constante C. 


Analogamente, conhecida v(r), então, como v(t) = s'(r), 
onde s é a função posição de P, podemos obter uma fórmula 
que envolva s(r), por integração indefinida: 


foto dem f 5'toar- sto «D 


para algumas condigdes D. No próximo exemplo usaremos esta 
técnica para achar a função posição para um objeto que se move 
soba influência da gravidade, A compreensão do problema exige 
o conhecimento de um fato da física. Sobre um objeto na 
superficie da terra ou próximo dela atua uma força — a gravidade 
- que produz uma aceleração constante, desolada por g. O valor 
aproximado de g, usado na maioria dos problemas, é 9,8 mys’, 
ou 980 cm/s?. 


——— — — - — — — Gen E 
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EXEMPLO 8 


Joga-se uma pedra verticalmente para cima de um posto situado 
a 45 m acima do solo e com velocidade inicial de 30 m/s, 
Desprezando a resistência do ar, determine 

(n) a distância da pedra ao solo após t segundos. 

ETIN (b) o intervalo de tempo darante o qual a pedra sobe. 


(c) o instante em que a pedra stinge o solo, e a velocidade 
nesse instante. 


PAS pu P Tou SOLUÇÃO 

UA a pi Dra tito 

pegas LEA O movimento da pedra pode ser representado por um posto numa 

Figura $2 coordenada vertical | com origem no solo e direção positiva para 
cima (veja a Figura 5.2). 


(a) Adistância da pedra ao solo no instante 1 € s(1) e as condições 
iniciais sho s(0)= 45 e v(0) = 30. Como a velocidade é 
decrescente, v'(1) < 0, isto é, a aceleração é negativa. Logo, 
pelas observações que precedem este exemplo, 


et) = v (0) = «9,8 
Sv dt f-98 dr 
vim) = -9,81 4 C 


para algum C. Substituindo t por O e em vista do fato de que 
v(0) = 30, vem 30 =0+C « C e, consequentemente, 


v(i) =-9,8 +30 
Como s' (1) = vir), obtemos 
3" (1) = -9,8t 4 30 
foto de= f(-9,81 + 30) di 


3 (1) 4,917 «304 D 


para algum D, Fazendo t=(), e como s(0)= 45, temos 


45 «0 « 0 « D, ou D « 45, Segue-se que a distância do solo à 
pedra no instante t é dada por 


s(1) « 4,91? + 30t 4 45 
(b) A pedra subirá até que v(t) = 0, isto E, até que 
29, 8r 30 0 00 fe 3. 


E 3 315 


(c) A pedra atingirá o solo quando s(1) = O, isto é, quando 
AD + 30t + 450 


4,91? - 301 - 45 - O 
donde 1 = -1,24 ou f= 7,36. A solução -1,24 é estranha, pois t 
ES é nho-negativo. Resta 1 = 7,36 s, que € o tempo após o qual a 
pedra stinge o solo. A velocidade messe instante é 


v(7,36) = -9,8(7,36) 30 = -42,13 m/s, 


Nas aplicações à economia, se se conhece uma função marginal 
então podemos usar a integração indefinida para achar a função, 
conforme ilustrado no próximo exemplo. 


EXEMPLO 9 


Um fabricante constata que o custo marginal (em cruzciros) da 
produção de x unidades de uma composente de copiadora é dado 
por 30 — 0,02x. Se o custo da produção de uma unidade é $ 35, 
determine a função custo e o custo de produção de 100 unidades. 


SOLUÇÃO 


Se C é a função custo, então o custo marginal é a taxa de variação 
de C em telação a x — isto é, 


C'(x) = 30 - 0,02x 
Logo 
feto dx - f (0 - 0,021) d 
e C(x) = 3x = - 0,017? + K 
para algum K, Com x= 1 c C(1) = 35, obtemos 
35 = 30 -001 + K, cu K = $01 
Conseqüentemente 
C(x) = 30x - 0,010? + 5,01 
Em particulas, o custo da produção de 100 unidades é 
C(100) = 3.000 — 100 + 5,01 = $2905,01 
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EXERCICH ES 

b seres 141: Calcule, 
I fiya 2 fidx?-8r+ ar 
NIIT (Ofu-"+:-na 

| 4 4 7 

L I^ s^ e eju 

' fé ' i J^ E] JW tu? «84 
L] [ (9 o I wdy 


1 fOr vule 


uj lyra 


n Jos BIEN is (Sas 


1 f(x - 1? de 


13 f (22 3) dx 


TY P. I m fla, xai 
w (103a x22 

- a o fE Ea 

n fi onud fn -o nudu 
nj tot 24 fas 

48 five nem dr 26 (i - sen 0) di 
n ("a n (a 

19 [iow von usec v) de 

ME fia o tag’ vhay EZ a 


wnw 


yu [mem a, y foot ponts q, 


Mp a 


“um É 


35 fo 784 de 


36 [DV 8 dx 37 f É (sem Vi) de 
3$ f É ig x) de 39 D, f 6? VETA) d 


A fco de 
42 LIAE 1 dix 


Exercs. 43.48: Calcule a integral para a e b cons- 
tantes. 


43 fa? 4x 44 fab de 
45 [(ar« b) dt « fis) 
47 fía + b) du 48 ['(b - a?) du 


Exercs. 49-56: Resolva a equação diferencial sujeita 
às condições dadas. . 


49 fiar di fs 


50 f(x) 9% 4x8; SA) +1 

si 9 cast y*21sez24 
as, y -= sex =-27 

53 f"(3) = 4x - 1; P= -2; K(1)=3 
54 [^ (x) - x - 4; f'-5 Mus 
ss EY 


«Ismx-dçosr  ye7Tey "2sex OU 


sef% 2 cosa - Seen 


y-3*6xcey'-3sex-m 
Exerc. 57-58: Se um posto se move em wma reta 
cosedenada com a aceleração a(r) e as condições 
iniciais dadas, determine s(r). 
$1a()-2-65r — v(--S; s(0)-4 


58 a() = 3; v(0)«20;  s(0)e 5 


AAA ES TEE PO DAN BC RAE.  . RR 


59 Um projétil € langado verticalmente para cima 
com usta velocidade de $00 m/s. Desprezando a 
resistência do ar, determine í 


(a) sua distância no instante é. 
(b) altura: máxima atingida. 


60 Deixa-se cais um objeto da altara de 300 m. 
Desprezando a resisténcia do ar, determine 


(a) a distância percorrida em f segundos. 
(b) a velocidade 30 cabo de 3 segundos. 
(c) quando o objeto atimge o solo. 


61 Joga-se uma pedra diretamente para baixo com 
uma velocidade inicial de 5 en/s. Determine 


(n) sua distância do solo após t segundos. 
(b) quando cla atizge o solo. 
(e) a velocidade com que stinge o solo. 


62 Uma constante gravitacional para objetos próxi- 
mos da sepeificie da Lua € 1,62 m/s. 


(a) Se um astronauta ma Lua joga uma pedra 
dirctamente para cima com uma velocidade 
inicial de 20 m/s. determine a altura máxima 
atin, pida le. 


(b) Se, após sua volta à Terra, o astronauta haga 
a mesma pedra diretamente para cima com 
a mesma velocidade inicial, determine a 
altura máxima atingida. 


63 Se um peojétsl € lançado dirctamente para cima 
de uma altura de s metros acima do solo, com 
uma velocidade v m/s, prove que, se a resistência 
do ar é desprezada, saa distância s(1) do solo apos 
t segundos é dada poe a(r) = igr? + vr + 5, onde 
g € uma Constame gravitacional. 


64 Uma bola sola por um plano inclisado com uma 
aceleração de 61 omh. 


(n) Se a bola não tem velocidade inicial, que 
distância percorrerá em é seguados? 


(b) Qual deve ser a velocidade inicial para que 
a bola percorta 30 metros em $ segundos? 


65 Se um automóvel parte do repouso, qual a acele- 
ração constante que lhe permitirá percorer 150 
menos ess 10 segundos? 


66 Se um carro anda a 96 km/h, que aceleração 
(negativa) constante permitirá que ele pare em 9 
segundos? 


67 Um país tem 100 bilhões de metros cúbicos de 
reserva de gás natural. Se A(r) denota o total de 
gis consemido após 1 anos, entio dA/dr € a taxa 
de consumo. Se a taxa de consumo é prevista em 
5 + 0,014 bilhões de metros cúbicos por ano, qual 
o tempo aproximado (em asos) em que as reser- 
vas estarão esgotadas? 


68 Veja o Exercício 67, Com base em estatisticas do 
Departamento de Energia dos EUA, a taxa de 
consumo de gasolina nos EUA (em bilhões de 
galões por amo) é de cerca de dA/dt = 
= 2,74 - 0,111 0,0117, com é = O corresposden- 
do ao ano de 1980. Estime o consumo de gaso- 
lina, em galões, entre 1980 e 1984. 


* 


69 Um fabricante de blusas de esporte determina que 
o custo marginal de fabricação de x unidades é 
dado pos 20 - 0,0151. Se o custo de fabricação 
de uma unidade € $ 25, determise a função custo 
€ o custo de produção de SO unidades, 


70 Se a função cesto marginal de um produto é dada 
por 2/1 e se o custo de produção de 8 unidades 
é $ 20, desermine a função custo e o custo de 
prodeção de 64 unidades. 


5.2 MUDANCA DE VARIÁVEIS EM INTEGRAIS INDEFINIDAS 


As fórmulas para integrais indefinidas da Tabela (5.4) têm 
objetivo limitado, porque não podemos usá-las diretamente para 
calcular integrais como 


[5871 dx ou f cos 4x dy 


-.- A o Á A 


— 
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Nesta seção desenvolveremos um método simples mas poderoso 
para mudas a variável de integração de modo que essas integrais 


(e muitas oulras) possam ser calculadas por meio das fórmulas 
da Tabela (5,4). 


Para justificar este método, aplicasemos a fórmula (i) do 
Teorema (5.5) e uma função composta. Pretendemos considerar 
diversas funções f,geF, de forma que nosso trabalho será 
simplificado $e eninciarmos a fórmula em termos de uma função 
h como segue: 


fio, ho] de= (x) + c 


Sejam F uma antiderivada de uma função f e g uma 
função diferenciável tal que g(x) está no domínio de F para 
todo x em algum intervalo. Denotando por h a função composta 
de Fe g, então Alx) = F(g(x)) e daí 


fr Fist) de= Flg(a)) + c 


Aplicando a regra da cadeia (3.33) ao integrando D F(g(x)) e 
lembrando que F' = f, obtemos 


D Fig = Elgg E) = f Gro) (x). 


Levando na integral indefinida precedente, temos 
©) Siehe de= Flglx)) + € 


Podemos utilizar o seguinte artificio para ajudar a rememorar 
esta fórmula: 


Sejam um gix) e du g'(x) de 


Note que, uma vez introduzida a variável u = g(x), a diferencial 


du de u fica determinada por (1i) da Definição (3,28). Swbstinrin- 
do formalmente na última fórmula de integração vem 


JE) du = Flu) + c 


Esta integral tem a mesma forma que a da Definição (5.3); 
todavia, m representa aqui uma fumcdo, e não uma variável 
i nie x, como anteriormente, Isto sugere que g'(x) dx 
em (*) pode ser encarado como o produto de g'(x) e dx. Como 
a variável x foi substituída por uma nova variável u, esta maneira 
de calcular integrais indefinidas é conhecida como mudança de 
variável, ou método de substituição. Podemos resumir nosso 
estudo como segue, cede supomos que f e g tenham as 
propriedades descritas previamente. 
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Método de substitulcáo (5.7) Se F é uma antiderivada de f, então , 
[fing Gode Feto) «c 


Se u = gix) e du = g' (x) de, então 
[1004 « Fys c3 


Após fazer a substituição u = g(x} conforme indicado em 
(5.7), pode ser necessário imserir um fator constante k no 


integrando pata obtermos uma forma adequada f f (u) du. Deve- 


mos então multiplicar por 1/k para manter a igualdade, conforme 
exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 
Calcular fv3x+Tar 


SOLUÇÃO 
Façamos u = Sx + 7 e calculemos du: 
u=Sx+7, du =5 dx 


Como du contém o fator 5, a integral nào está na forma 
$ f du exigida por (5:7). Entretanto, podemos introduzir o 
fator 5 no integrando, desde que multipliquemos por |, Fazendo 
isto e aplicando (i) do Teorema (5.6), temos 


[8697 dx = [NS FT (15 dx 
MILUISID. 


Fazemos agora substituição e usamos a regra da potência para 
integração: 


[5x87 dx - 1 f Vu du 
"det 
Jc 
-iuM.C 


FS C 
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Diretrizos para mudar 
vorióvols em integrais 
definidas (5.8) 


Daqui por diante, após inserir o fato k em um imegrando, 


como no Exemplo 1, simplesmente multiplicaremos a integral 
pot 1/k, omitindo o trabalho intermediário de escrever primeiro 


(1/K)k e trazer então 1/£ para fora — isto é, para a esquerda do 
sinal de integral. 


EXEMPLO 2 


Calcular f cos 4x dx 


SOLUÇÃO 
Façamos a substituição - 
um dx, due4dx 


Como du contém o fator 4, ajustamos o integrando multiplicando 
por 4 e, para compensar, multiplicamos a integral por ! antes de 
sobstituir: 
$ cos 4x dx = 1 f (cos 4x)4 d 
=} feos u du 
-isenusC 
=isendr+ C 


Nem sempre é fácil decidir a substituição u = g(x) noces- 


sária pasa transformar uma integral indefinida em uma forma 
que possa ser facilmente calculável. Às vezes é preciso tentar 
várias possibilidades diferentes até achar uma substituição ade- 
quada. Na maioria dos casos, nenhuma substituicio simplificará 
propriamente o integrando. Veja algumas diretrizes. 


1 Decidir por uma éubstitulclo Favorável x- g(x), 
^27 Gieitü dig (5) de 
PAS Etant I8. etsi 
3 Com auxílio de 1 e 2, transformar a integral em uma 
*'/ | forma que envolva apenas a variável w. Sc necessário, 
“introduzir um fator constante k no integrando, 
compensando com a multiplicagio de integral por 1/k. 


Sc qualquer parte do integrando resultante ainda | 
contiver a variável x, usar uma substituição diferente 
em 1, 


Calcular a agua obtida em 3, obtendo uma 
antiderivada envolvendo u, " 


Substituir u por g (x) na antiderivada obtida na diretriz ` 
-4, O resultado final deve contar apenas a variável x. 
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Os exemplos que seguem ilustram a utilização das diretrizes. 
EXEMPLO 3 


Calcular f(2x? + 1)? x? dx 


SOLUÇÃO 
Se o integrando envolve uma expressão elevada a uma potência 
como (2x?+ 1)”, costumamos substituir a expressão por m. 
Assim, 

um 2x «1, due Gr? de 
A comparação de du = Gx? de, com x? dx da integral supere a 


Introdução do fator 6 no integrando, compensada pela multipli- 
cação da integral por |: 


[Qo 18 den! f o 1)! 6? de 


«Roe ntc 


Freqüeatemente há mais de uma mancira de fazer uma 
substituição em uma integral indefinida. Para ilustrar, outro 
modo de clkculo de integral no Exemplo 3 consists em 
considerar 


u=21 41, due 6x? de por ! du e x? dx 
Sulbstitvimos então x? dx por | du, 

fez ray de fu’ du! fu? du, 
€ integramos como anteriormente. 
EXEMPLO 4 
Calcular f x VT G7 dx 
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SOLUGÁO 


Note que o integrando contém o termo x dr. Se o fator x estivesse 
ausente, oa elevado a uma potência mais alta, o problema seria 
mais complicado, Para integrandos que envolvem um radical, 
em geral substitulmos a expressão sob o sinal de radical. Assim, 


u=7-6x?, du = -12x de 
Em seguida introduzimos o fator -12 no bugani compen- 


sando com a muhiplicação da integral por = 5, e procedemos 
como segue: 


SANTE ax - - 3 [VI (-12) de 
"4 f Vi du - - h fu" du 
uas 6-73 
2i - eu) O 
Poderíamos também ter escrito 


u=7-6x! dus -12xdz, - 3 due x dx 


substituindo x de diretamente. Assim, 
f VT- Ge xd = [Vi (- 1) du, [Vi du 
Para o restante da resolução, procedemos exatamente como amies, 


EXEMPLO 5 
* 
Cakul f 5 zie 
SOLUÇÃO 
Façamos u=x?-3x +1, du « (3x? = 3) dx = 3(x? — 1) dx 
€ procedamos como segue: 
dii... 30-1) 
fi -3re 1) 4 "Mo A 


habeas 


EXEMPLO 6 


SOLUÇÃO 


Para usar a fórmula f cos u di = sen i + C, fazemos a substituição 


L| 
pr dee gde 


Introduzindo o fator | no integrando e compensando-o pela 
multiplicação da integral por 2, obtcremos 


[GÊ dena fente ae 


ue Vi 0x, due 


=2 fcosudu - 2senu« C 
22smnvVx +C 
A EXEMPLO 7 
Calcular f cos? Sx sen Sx dr 
SOLUÇÃO 


A forma do integrando sugere utilizarmos a regra da potência 
fu" dum iate Façamos pois 
umcos Sx, due -S sen Sx dx 
A forma de du indica que devemos introduzir o fator -$ no 
integrando, multiplicar a integral por = ! e integrar como segue: 
$ cos? 5x sen Sa dx = — } f cos? Sx(-S sem Sx) d 
mat fu’ du 


[Esc 


2-ies'Sx. C 


FESEZETSPSPSTe9999922----- —€— 
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EXERCÍCIOS 5,2 


Freres. 18; Calcule a integral por meio da substituição 


kibla, € expresse a resposta em termos de x. 


TOCE y 


Dia ts 
Ve Td 
^a 
“Ju q 

` 
sj" ee) de; 
aj , de 
(». - 4)" 
3 f om Ve? dy; 


N fuese" d; 


u-T21243 
u=xd+5 
u=30)47 
uwx]-3 
uela 
um 5-4 


noi” 


LII P] 


Ves 9.48; Calcule a integral; 


EA 2 dy 

REL TEL 

o fev ntu 

US LC bad 
4 

! f 

, Fr ni" 

iP fito ds 

n [19a 
y ` 


- 


as Es 


¡e 
(CRESE TEE) 


5 | ETENI 


n fendar = ats 


10 [VIAS de 
nf 

M f(22?-3)%2 de 

16 (v9 - 7 dv 

i$ fo - ih 
20 f(3 - 5)? sds 
mf) [i)e 


EN 
ao w- y 


26 fá cos! x dx 


28 fsen {1 + 6x) de 
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29 fvseniv?) dv v fS de 


3b fcos de vien dede 32 f e de 

33 f (sen x + cos x)? de 
(Sugestão: sen 20 = 2 sen 0 cos 0) 

“¡2 Sdr (Sugestão: sen 20 = 2 sen © cos 0) 


35 fscox(1 + cos x)? de 36 sem? x cos x de 


3» (RE de 38 f sen Ze sec* 2x de 
fa t 

40 f(2+ 50051)? sen t dr 

41 fsec? (3 4) de aja 

43 fsec* du tg du de indi 

M 


a1 f coti?) eset?) de sj) 


Exercs. 49-52: Resolva a equação diferencial sujeita 


às condições indicadas. 
a9f'()-VE 2;  [f()-9 
so Eus xº 45; y-125x»2 


51 f"(x) - 16 cos 21 - 3 sen x; 
10) --2; 


82 f7 (1) » 4 sen 2x + 16 cos dx; 
f(0) = 6 f'(0)=1 


FO) «4 


Exercs. 53.56: Calcule a istegral (a) pelo método 
de substituição e (b) desenvolvendo o integrando. 
Como diferem as constantes de integração? 


53 f(x + 4)? de 54 f(x? +4) xd 


1 
LY 4 
sef(r«1) KL 
57 Uma partícula carregada se move seguado uma 
reta coordenada em um casspo magnético tal que 
sua velocidade (em cm/s) no instante t é dada por 
v(i) = sen (3t - | a). Mostre que o movimento é 
harmônico simples (veja a Definição 4.22). 
58 A aceleração de wma partícula que se move em 
uma reta coordenada É dada por 
a(i) = k cos (ext + 4) para constantes k, w e qe o 
tempo f (em segundos). Mostre que o movimento 
€ harmônico simples (veja a Definição 4.22). 
59 Um reservatório fornece água para ema comuni» 
dade. No verbo, a demanda A de água (cm midia) 
vatia de acordo com a fórmula 
dAldt « 4,000 + 2.000 sen (È su) para o tempo 1 
(cm días), com t = O corresposdendo ao isácio do 


verão. Estimo o consumo total de água derante 
90 dias de veráo. 


60 O bombeamento do coração consiste da fase 
sistólica, na qual o sangue corre de ventrículo 
esquerdo para a aorta, e da fase diastólica, durante 
a qual o músculo cardiaco relaxa, O gráfico da 
figura costuma ser usado para modelar um ciclo 
completo do processo. Para um individuo em 
partículas, a fase sistólica dura À de segundo e 
tem uma taxa máxima de Duxo dV/dt de 8 Limin, 


onde Y é o volume de sangue no coração no 
instante r. 


ss E a 


(a) Mostre que dV/dt = 8 sen (24(hu) Limin. 


(b) Estime a quantidade total de sangue bombea- 
da para a aorta durante usma fase sistólica. 


5 Im 5 


E 11 (segundos) 
LI 1 
Faso * Pase ' Fest 
simólica distólica sistólica 


61 O processo rítmico da respiração consiste em 


períodos altersados de inalação e exalagio. Para 
um adulto, um ciclo completo ocorre normalmen- 
te a cada $ seguados. Se V denota o volume de 


ar nos polmões no instante t, então dVidt é a taxa 
de Muxo, 


(a) Se a taxa máxima de fluxo é 0,6 Liseg, 
estabeleça uma fórmula dV/dt = a sen br que 
corresponda à informação dada. 


(b) Use (a) para estimar a quastidade de ar 
inalada durante um ciclo. 


62 Muitas populações amimais flutuam por ciclos de 


10 anos, Suponha que a taxa de crescimento de 
uma população de coelhos seja dada por 
dNidi = 1.000 cos (111) coclhos/ano, onde N de- 
nota o púmero na popalação no instante ¢ (em 
anos) o 1 = O corresponde ao começo de um ciclo. 
Se a população apús $ asos é estimada em 3,000 
coelhos, determine uma fórmula para N no ias- 
tante f c estime a população máxima. 


63 Mostre, pos trés processos diferentes, que 


fsemxeosx d e 1sen? x + C 
-- 1005 14D 
-=- 100521 «E 


Como podem ser corretas as trés respostas? 
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5.3 NOTAÇÃO DE SOMAÇÃO E ÁREA 


Notação de somação (5.9) 


. 
e 


Nesta seção langaremos as bases para a definição da integral 
definida, De início, é virtualmente impossível vishembrar qual- 
quer relacionamento entre integrais defisidas e integrais indefi- 
nidas. Na Seção $.6, emretanto, mostraremos que existe um 
relacionamento bastante estreito: As integrais indefinidas podem 
ser utilizadas para calcular integrais definidas. 


No estabelecimento da integral definida utilizaremos 
somas de muitos números. Para expressar tais somas de 
maneira compacta, É conveniente utilizar a notação de 
somação. Dada uma coleção de múmeros (a, a,...,a,), o 


símbolo X" , a, representará a sua soma como segue. 


QR € Sap SINA quiam AR 

$ . Velas plan go eain! 
+ Of -=a + +a, 

q 5 pal IA SS tiia Mis) C 


——— e A mom 


A letra grega maiúscula E (sigma) indica uma soma, e a, 
representa o k*? termo da soma, A letra k é o Índice de somação, 


ou variáve! de somação, e toma valores inteiros sucessivos. Os 
“Enteiros 1 c n indicam os valores extremos da variável de 


^ cake Y ek- $a | 
181 ^" 
"MAD EE 
Comparando a soma com (5.9), vemos que a, =A*(A- Ye 
nsd, Pare achar af diei, Sobitiild £ pór 1, 2, 3Je4e 
semet 06 oido Assim 


Ent Jem 
4 


p» k'ik- I)e 100-3) 2*(2-3) 350 -3) « 4? (4 - 3) 


+=: 


-(-2) + (-4) +04 16 = 10 


Podem-se usar outras letras que não k para a variável do 
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+ 


4 + 
Y k-33- Y j0-3- Y PU-3)-10 
i=l 


ITI 1.1 
Se a, = c para todo k, estão 

1 1 

y ama Fam CH Cn = » c 
t-l 4-1 

3 » 
X ara tara e" CtCe Co = Ye 
i del 


Em geral, o resultado seguinte é válido para todo inteiro positivo n. 


O dominio da variável de somação não precisa começar 
sempre em 1, Por exemplo, 


A. ama ta va va va, 
-* 


3 
2* 
M 


2* E: 1 2 * 2) 
low (0+1) TEST Q«n* (341) 


-1+1+)+2u 


| 


FILIAR... = tai 


| 


Teorema (5.11) 


ps Ju 
x Te 
E paja RI ¡ani ei À do: ` 
Ud m DE e iS 


^ + 
AR aree y v ra nai 


Ee y ER K 


Y, (0,+b)=(0,+b)+(0,+b)+(2,+b)4 + (a, b) 
t-i 
Reagrepando os termos à direita, obtemos 


$6 +b)=(0,+a ¿+0,+...+0,)+(b,+b, +b,+...+b) 


Para (ii) 


2 (ca,) = ca, + ca, + ca, +... +00, 


=cla,+0,+0,+... *a)ec X + 


4-1 
Para demonstrar (iii), escrevemos a= 
aplicamos (1) e (ii). 


As fórmulas do teorema seguinte serão úleis mais adiante, 
c podem ser demonstradas por indução matemática (veja 


boa, + (=, 82 


: ; E e pe My, AE TRY 
NAO E, q 2 SE ça 
bina ueris viuo Bo ets mo 


f ani, ans Wa + 1) 


[PS a E 


AN 
2) y v» 
d) "e afit $4 
jb ond A ¿50 suga: 2100 
t m. ys Pit 
I2 pigs 


eee pesar i 
T 2 


EXEMPLO 3 
»» ES 
Calcular Y & e Y 4? 
=l het 


SOLUÇÃO 


Aplicando (i) e (ii) do Teorema (5,12), obtemos 


mo 
EO 1+2,. «+ 100 = 2900), 5,050 
++ 
€ 
» 
Y sanc 20º . 200000) 2 570 
ej 


—————— — — M 


EXEMPLO 4 

Expresse Y, (4? - ak 3) em termos de n. 
i 

SOLUÇÃO 


Aplicamos os Teoremas (5.11), (5.12) e (5.10): 


tt en yea ks 3 
y 


he? het [II] 


prm 
6 2 


lyp’ ety? 
-H pus 


Figura 5.3 Região sob o gráfico de f. 
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A definição de integral definida (a ser dada na Seção 5.4) 
está estreitamente relacionada com as áreas de certas regiões do 
plano coordenado. Podemos calcular facilmente à área se a 
região é delimitada por retas, Por exemplo, a área de um 
retângulo é o produto do seu comprimento pela sua altura. A 
área de um triângulo é o semiproduto de uma altura pela base 
correspondente. A área de qualquer polígono pode ser obtida 
subdividindo-o em triângulos. 

Para calcular áreas de regiões cujas fromtciras envolvam 
gráficos, entretanto, devemos utilizar um processo de limite e 
métodos do cálculo. Em particular, consideremos uma região R 
em um plano coordenado, delimitada por duas retas verticais 
xma e x=b c pelo gráfico de uma função f contínua e 
náo-negativa no intervalo fechado [a, b]. A Figura 5.3 ilustra 
uma regido deste tipo, Como f (x) = 0 para todo x em [a, 5], o 
gráfico não tem parte alguma abaixo do eixo-x. Por conveniência, 
teferir-nos-emos à região R como a região sob o gráfico de f 
de a e b. Queremos definir a área A de R. 


Figura 5,4 Um polígono retangulas iasciíto. 


Para chegarmos a uma definição satisfatória de A, consi- 
deraremos muitos retângulos de igual largura e tais que cada um 
esteja completamente abaixo do gráfico de f e intercepte o 
gráfico em pelo menos um ponto, conforme ilustrado na Figura 
5.4. A fronteira da região formada pela totalidade desses rerkn- 
golos é chamada um polígono retangular inscrito. Usaremos a 
seguinte notação: 


Ap 7 área de um polígono retangular inscrito, 
Se a largura dos retângulos na Figura 5.4 é pequena, então parece que 
Ay =A 


Isto sugere fazermos a largura dos ret&ngulos tender para zero 
e definir A como um valor limite da soma das áreas A, dos 


polígonos retangulares inscritos, A notacko apresentada a seguir 
nos permitirá levar avante o processo rigorosamente. 


a t i — 


— 
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Se n é um inteiro positivo arbitrário, dividamos o intervalo 
[a,b] em n subintervalos, todos de mesmo comprimento 
Ax-(b-aym. Podemos obier isto escolhendo números 
Xy Xp žy SX, Cm a ex, DX, € 


b-a 


xx - Ax 


para & = 1, 2, ..., n, conforme indicado na Figura 5.5, Note que 


Xx," a, x, "a * Ax, X =a tAr, x, "a 3Ax, ... 


x mask nx =a+ndr=b 


Figura 5.5 


A função f é continua em cada subintervalo [y, ,,x,], c 


daí, pelo teorema do valor extremo (4.3), f toma um valor 
mínimo para algum número u, em [x, p] Para cada A, 


construamos um retângulo de largura Ax = x, — x, _, c altura igual 
à distância mínima f (u,) do cixo=x 2o gráfico de f (veja a Figura 
5.5). A área de k^? retângulo é f (u,) Ax. A área A,, do poligono 
retangular inscrito é a soma das áreas dos n retângulos, isto é, 


Aj" Su) Ax + fu) Ax + ss + fn) Ax 
Com a notação de somação, podemos escrever 
An” Y, flu) Ax, 


hoi 
onde f (uj) é o valor mínimo de f em [x,_.,.x,) 


Se n é muito grande ou, equivalemtensente, se Ax é mito 
pequeno, então a soma A, das áreas retangulares deve apsoxi- 


marse da área da região R. Intuitivamente, sabemos que, se 


: 


a — 
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Delinigáo (5.13) 


“A como a área de R c escrever 


E 


E 


existe um número A tal que E fu) Ax se aproxima de À ` 1 
quando Ax se aproxima de O (mas Ax « 0), podemos considerar 


A= lim A n= lim Y fiae 


O significado deste limite de somas não é o mesmo que o do “a 


limite de uma função, introduzido no Capítulo 2. Para eliminar $ 
as palavras “se aproxima” e chegas a uma definição satisfatória 2% 
de A, adotemos um ponto de vista ligeiramente diferente. Se A — .3 


denota a área da região R, então a diferença 


A -5 fiu) Ax 


é a área da porção da Figura 5.5 que está sob o gráfico de fe 3 


acima do polígono retangular inscrito, Este número pode ser 5 
encarado como o erro decorrente da utilização da área do + 
polígono retangular inscrito para aproximar A. Devemos poder "4 
tornar este erro tão pequeno quanto possível, escolhendo a 3 
amplitude Ax dos retângulos suficientemente pequena. Esta é a - 
motivação para a definição seguinte da área A de R. sa 
€ a mesma que usamos na discussão precedente. 


nao l'en re € não-pegativa em [a, b]. Sejam A um- 
: Jul o) o wer mimo de m e n A A: 


der nt nnt Os 
ram, whip (UH Kits 


vignes mt onay pana > $ 
ý 4 ua Su) e " 
bipes vic in ' pis que 


a po 60 ct 001 qe st 
RU hae IR k 


4 Let 294 sS vui eR 


os sis 


"VT TET k-1 


Se A é o limite indicado e se fazemos t = 10, então a 3 
Definição (5.13) afirma que, utilizando retângulos suficiente- = 
mente pequenos com largura Ax, podemos tornas a diferença “4 
entre A € à área do polígono inscrito inferior a um bilionésimo 4% 
de uma unidade quadrada. Do mesmo modo, se e= E X 
podemos tomar esta diferença inferior a um tribionésimo de uma / 
unidade quadrada. De modo geral, a diferença pode ser tornada Y 
inferior a qualquer e prefixado. 


“18 


Se f Econtíeniá em a, b), mostra-se, em textos mais 
que existe efetivamente um número A que satisfaz a Definição (5.13). 
Chamnarémos A a área sob e gráfico de f deaa b, 


Pode-se obter a área A também por meio de retângulos 
circunseritos do tipo ilustrado na Figura 5.6. Neste casa, 
escolhemos o número v, em cada intervalo [x, arx] tal que 


flv) € o valor máximo de f em [x, x]. 


Ape * Área de um polígono retangular circunscrito. 
Utilizando notação de somação, temos 
An” A f(v) Ax, 
het 
onde f (v,) € o valor máximo de f em [x, ,,x,]. Note que 
y f(u) Ax «A x Y $) 
hoi 4-1 
Em (5.13) define-se o límite de A, quando Ax -* 0, A única 
modificação é que impomos 


3 fiv) Ax- A « e, 
=i 


já que queremos que esta diferença seja nho-pegativa. Pode-se 
mosirar que se obtém o mesmo número A, quer se utilizem 
retângulos inscritos ou circunscritos. 


o e o a a aa 
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EXEMPLO 5 


EXEMPLO 6 


Sejam f (x)= 16 - x?, e Ra região sob o gráfico de f de 0 a 3, 
Obtenha uma aproximação da área de R, utilizando 


(a) um polígono regular inscrito com Ax =! 


Se f (x) = 16- x?, determine a área da regido sob o gráfico de f 
de 093, 


SOLUÇÃO 


A região já foi considerada so Exemplo 5 e é representada na 
Figura 5.9. Dividindo-se o intervalo (0, 3] em n subimtervalos 
iguais, o comprimento de cada sobintervalo é 3/n. Empregando 
a notação usada na Figura 5.5 com a «0 e b = 3, temos 


X, 90, x, "Ax, x, "2A «o 4,0 RAR, uu x en Axo 3 


(b) um polígono regular circunscrito com Ax « i 
SOLUGÁO 


(a) A Figura 5.7 exibe o gráfico de f e o poligono retangular 
inscrito com Ax «1 (com escalas diferentes para os eixos 
x € y). Note que f é decrescente em [0,3], e, daí, o valor 
mínimo f (u,) eo k** subintervalo ocorre no extreno direito 


do subintervalo. Como há seis retângulos a considerar, a 
fórmula de A,, € 


. 
e 
o 
e 
^ 
” 
” 
, 
e 
La 
e 


Como Ax = 3n, x, kb 


Como f é decrescente em [0, 3), o número m, em fx, ,, x] em 


que f toma seu valor mínimo é sempre o ponto extremo direito 
x, do subintervalo; isto é, m = x, = 3k/n. Assim, 


fig 1C) e QE] -16-2 


€ o somatório na Definição (5.13) é 
ipe 
2549) 


1 i LT Ap Ay Y Spas 


Figura &7 ~ft fü)-1* f)-1 f().1 f) 1 fQ)-! 
LEAL 15.40 2.1 « 12.1 « 7.1 4 7.1 
- 36,625 i 
(b) A Figura $8 exibe o gráfico de f e o polígono retangular 


ciscunserão. Como f é decrescente em [0,3], o valor 
máximo f(v,) ocorre no extremo esquerdo do A" subin- 


16 tervalo. Logo EE 
m i onde a última igualdade decorre de (ii) do Teorema (5.11). (Note 
TAS ^ que Ju não contém a variável de somação A) Usamos cm 
ab" Ap Y, flv) ax seguida os Teoremas (5.11), (5.10) e (5.12) para obter 
pa E] 4 as ^ L] s 
Meis] = HO) Le (0-16 ORTS OE f(2)-1 US $al 16-2 Y i 
Tu - [LI] t-l 
qepa 71642-4015] 2 e 72-2] -Bfp 16- onere ) 
2 2 = mA 41,125 n n? é | 
LF TGS 9 (n4 1)(2n + 1) 
Figura 58 Segue-se que 36,25 <A < 41,125. No próximo exemplo mostra» dE: MEE xa 
remos que A = 39. 


Para achas a área da região, fazemos Ax-=0, Como 
Ax + Jin, basta fazermos n crescer sem limite. Conquanto nossa 
estudo de limites envolvendo infinito na Seção 2.4 diga respeito 
a uma variável real x, vale discussão análoga se a variável é um 
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pp  AÁ QA Ak 


Assim, a área da região É 39 unidades quadradas. 


inteiro n. Suposdo isto verdadeiro e admitindo que possamos 
substituir Ax — O por n — «, obtemos 


E a5 tes 9 (n+ 1)(2n 41 
Jim, Y Sugar tm fog ¿Mt Gee 


=48-1.2=39 


Pode-se obter a área no exemplo precedente utilizando 
polígonos retangulares circunscritos, Neste caso, escolhemos em 3 
cada subintervalo [x, |, x,] o número v, = (k= 1)(3/n) em que f 3 
toma seu valor máximo. 


O próximo exemplo ilustra a utilização de retângulos 
circunseritos para a determinação de uma área. uL 


EXEMPLO 7 


Se f(x) =x, determine a área sob o gráfico de f de O a b, para f- 
b > 0 arbitrário, F : 


SOLUÇÃO 


Subdividindo o intervalo [0, b] em n partes iguais (veja a Figura 4 
5.10), obtemos um polígono retangular circunscrito tal que 
Arn bín e x," kKAx. 


Como f é uma função crescente, o máximo f(v,) no 
intervalo [x, _,, x. ] ocorre no extremo direito; isto é 
wt tke kt o t 
A soma das áreas dos retângulos circunscritos é 


S ooa i (HS t 


n* 


DE nn + 1)? 
4” ; 


onde aplicamos o Teorema (5.12y(ii). Fazendo Ax — 0, então n 
cresce sem limite e a expressão envolvendo n tende para I. 
Segue-se que a área sob o gráfico é 

Nub bt 

I Ax — A 

: ice 2 fe) 4 

———————— 
EXEMPLO 8 


Se f(x) = x°, determine a área A da região sob o gráfico de f de 
122 


SOLUÇÃO 
A Figura 5.11 é um esboço do gráfico, 
Fazendo A, = área sob o gráfico de O a ! 
e A, = área do gráfico de O a 2 
a área A pode ser determinada subiraindo-se A, € Ay; 
AAA, 


No Exemplo 7 obtivemos o valor ! b* para a área, sob o gráfico 
de y» x? de 0a b. Portanto, tomando b = | com A, e b = 2 com 
A, obtermos 


a _———__— _—_— e TD ás TN E 
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EXERCÍCIOS 5.3 5.4 A INTEGRAL DEFINIDA e 
Exerc 1-8: Calcule a soma: didas E Na Seção 5.3 definimos a área sob o gráfico de uma função f E 

4 4 A einasi de a a b como um limite da forma 
101 2 y gen Exercs. 19-22: Seja A a área sob o gráfico da função s e 
1 i-i dada f de a a b, Obtenha uma speoximagio de A . Í 
6 " ado DH on cities da Tapa coma : me. 2 fon) Ax 
3 k(k - 1) 4 k- 204-3) mento Ax e usando (a) A yy € (b) Ape ` RE 
2 2, 19 f()=3=15 au- bal Arel > Em nosso estudo restringimos f e Ax como segue: 
1 4 R 20f()exe2;  a=-1, bas, Akol 1. A função f é continua no intervalo fechado (a, b] [22 
sy ncn] «y e») , e 
sol del 21 f)-x?*1; al,  b=3 Axe! 2. f(x) é não-negativa para todo x em (a, b]. 
so 100 22f0)e4-x5 a-0, bak Aro! i 3. Todos os subintervalos [x, _ ,, x,] têm o mesmo comprimen- [22 
15 10 E í : à o to Ax. e 
"m 4-1 8323 f(x)- Ve x; a-0, bels; Ar=015 
TEUER ses A 4. O número w, é escolhido de modo que f (w,) seja sempre e 
sta sce míveja 94 a 4-0,  b=3 Arca o míaimo (ou o máximo) de f em [x, x). eu 
a a Exeres. 25-30: Exemplos 6 e 7. Determine a deca : Há muitas aplicações, que envolvem este tipo de limite, em que 
9 Y 35) 1 Y Qu -268 1) sob o gráfico da função dada f de O a b usando nem todas as condições acima são satisfeitas. Assim, é conve- 
LEE EL ' (a) retângulos inscritos e (b) retlagulos circunscritos. niente introduzir as seguietes modificações em 1-4: 


25 f(x) *2x € 3; b=4 
EIU 
Exercs. 13-18: Expresse em notação de somação. 27 f()- 9 -x*; b=3 
13 1+5+9+13+17 28 f(x) -x*; bes 


1”, A função f pode ser descontínua em alguns pontos de 
|a, b} 


2*. f(x) pode ser negativa para algum r em fa, b). 


3, Os comprimentos dos subintervalus [x, _,,x,] podem ser 
diferentes. 


4. O número w, pode ser qualquer número em [x, ,,x,). 


" 5 (em -k+4) 12 y Qu +4) 
tel i-t 


42«5«8«11«14 [Gr dez 
MfüG)-4rex^ — b-2 


ISirisrlol s 
Exercs. 31-32: Veja o exemplo 7. Determine a área sob 


Note que, se 2' é verdadeira, parte do gráfico está abaixo do 


In m A jn ao intervalo (a) © eixo-x, e assim o limite não é mais a área sob o gráfico de f. 
3 Je a, b]. 

m ss ost "d PLE 5 : ii Introduzamos uma terminología c potagio novas. Uma 
ata tt 3 fG)-x | X fidez? partição P de um intervalo fechado fa, b] é qualquer decompo- 


rg E 0 000007 017711 o de fo, b] Em subistervalos da forma 

P box [exe [rex lr, ex] 

` para um inteiso positivo s e números x, tais que 

| LETT) ipm PERSA €x €x€.. €x bo 

“O comprimento k"? subimtervalo (x, x será denotado por 


E NE ow bios 4 420 1^4) 1 BT 7) qtos 


t 
, A - - Ar,; isto é, 
- me E ums tina A ur] eos Y inania nhu we TITE 
Pn es qi£ oit 2 O RU ot, uM mx xa 
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Dotinigáo (5.14) 


“números Ax,, Ax, ..., Ax, É a norma da partição P e se denota E. 


A Figura 5.12 ilustra uma posição pica de Lo, b]; O malor dos * 


por LP JI. 

Ax ån ds, Ax, Ax, 
AETS ic SERES p me. 
AHH + 

eh XX «S % ha L LE 
Figura 5.12 
EXEMPLO 1 


0s números (1; 1,7; 22; 3,3; 4,1; 4,5,5; 6) determinam uma 
partição P do intervalo [1,6]. Determine os comprimentos 
Ax,, Ax, ..., Ax, dos subintervalos em P e a norma da partição. 


SOLUCAO 
Obiém-se os comprimentos Ax, dos subintervalos subtraindo 
números sucessivos em P. Assim 


Ax, = 0,7, Ax,-05, Arst, An-08, 
Ax, = 04, Ax, 705, Ar,=10 
A norma P é o maior desses números: 
BP |» Axe 14. 


O conceito que segue, cuja designação é em homenagem 20 E 
matemático G. F. B. Riemann (1.826 -1.866), é fundamental PERE 
para a definição de integral definida, OMS 


T 


Seja f definida em um intervalo fechado [a, b], e seja P y 
uma partição de [a,b]. Uma soma de Riemann de f (os AX. 
$060) para P € qualquer expressão R da forma ~- E UN 


R,- y fiw) Ax, , 


omde w, está em [x, xo kw 1,2, nm 


Na Definição (5.14), f(w,) não é necessariamente um ^ 
máximo ou um mínimo de f em [x, 1}. Se construimos um 
retângulo de comprimento | f(w,)| e largura Ar, conforme ; 


T'on 5 


ilustrado na Figura 5.13, o retângulo pode não ser nem i IES 


nem circunscrito, Além disso, como f(x) se 
bém o podem sc Certo ems da suan de Mim A 


Conseqüentemente, R, nem sempre representa uma soma de 
árcas de retângulos, 


A soma de Riemann R, em (5.14) admite a seguinte 
interpectação geométrica, Para cada subintervalo [x, ,, x,], cons- 
truamos um segmento horizontal pelo ponto (w, f (w,)), obtendo 
assim uma coleção de retângulos, Se f (w,) é positiva, o retiaqulo 
está acima do eixo-x, conforme mostram os retângulos mais 
claros da Figura 5.14, € o produto f (w,) Ax, é a área deste 
retângulo, Se f (w.) negativa, o retângulo está abaixo do eixo-x, 
como os retângulos mais escuros da Figura 5,14, Neste caso, o 
produto f (w,) Ax, € o negativo da área do retângulo, Decorre 
que R, € a soma das áreas dos retângulos que estão acima do 
cixo-x e dos negativos das áreas dos retângulos que estão abaixo 
daquele eixo. 


Figura 5.14 


EXEMPLO 2 ` 


Sejam f(x) * 8 - 1x7, e P a partição de [0, 6] mos cinco subin- 
tervalos determinados por 


X70, x, "15, x, -25, x a7 45, 4,05, x, -6 
Determine a norma da partição e a soma de Riemann R, se 
m=i, w,-2, Ww, "3$, w,5, w,-0 5,5 
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Figera 5,15 


SOLUGÁO 


O gráfico de f está esbogado na Figura 5.15, code exibimos também 
os pontos que correspondem a w, e os setlagulos de comprimentos 
|f (w,) | para & = 1, 2,3, 4 e 5. Assim, 


Ax, * 1S, Ax, «1, Ac «2, Ax,» 05, Ax, el 

A norma [| P É da particáo € Ax, ou 2. 

Usando a Definição (5.14) com n = $, temos 

Rs y fiw) Ax, 
e fw.) Ax, + Sor) Ax, fo) Ax fv) Ax, + fuc) Ax, 
- f0)0,5) + FONO + (3,52) + f 50,5) + f(5,5)(1) 


= (7,51(1,5) + (6)(1) + (1,875)(2) + (74,5) (0,5) + (77,125) (1) 
-11625 


Nem sempre especificarenos o número ad bintervalos 
em uma partição P de (a, b]. Uma soma de Riemaan (5.14) se 
escreverá então 


R,- Y fiv) Ax, 
+ 
e admitiremos que os termos da forma f(m,) Ax, devem ser 
somados sobre todos os subintervalos [x, _,,1,] da partição P. 


Seguindo as mesmas tinhas da Definição (5.13), definimos 
a seguir 


lim. Y flw) Ax, =£ 


(depo 


para um número iéal L. ^ 
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Sejam f definida em um intervalo fechado [a, b] e £ um 
pémero real, A afirmação 


Aun 2 La ds DN 


significa que, para todo € > 0, existe um d > O tal que se P 
€ ursa partição de [a, b] com [P ] « à, emão 


È A | <e 


para qualquer escolha dos números w, nos subintervalos 
lx, , x] de P. O número L é vm limite de somas (de 


Para cada Ô > O existem infinitas partições P de (a, b] com 
[Fi <0. Além disso, para cada uma dessas partigóss P há 


infinitas maneiras de escolher o número w, em [x, ,.x]. 


Conseqbentemente, a cado partição P podemos associar um 
número infinito de somas de Ricmaan. Todavia, se o limite L 
existe, estão, para qualquer « > O cada soma de Riemann está a 
memos de « unidades de L, desde qee se escolha uma morma 
suficientemente pequena. Embora a Definição (5.15) difira da 
definição de limite de uma função, podemos dar uma demons- 
tração análoga à do teorema da unicidade no Apéndice Il, para 
mostrar que, se o limite L existe, é único. 


Definimos a seguir a imtegral definida como o limite de 
uma soma, code w, e Ax, têm os mesmos significados da 
Definição (5.15). 


Seja f definida em wm intervalo fechado [a, b]. A integral 
definida de f, de a a b, denotada por f? f(x) dx, é 


( > 
mj Ste) de m D, 100) A 


desde que o limite exista. 


Sc o limite ma Definição (5.16) existe, então f é integrável 
em (a, b], e dizemos que a integral definida f^ f(x) dx existe. O 
processo de determinação do limite é chamado cálculo da 
integral. Note que o valor de uma integral definida é um mámero 
real, e não uma família de antiderivadas, como ocorria com a 
integral indefinida. 


- 


| 


nt 


Mibi n es 
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O sinal de integral na Definição (5.16), que pode ser 
encarado como uma letra S alongada (a primeira letra da 
palavra soma) tem por finalidade indicar a conexão que existe 
entre as inicgrais definidas e as somas de Riemann. Os 
números a e b são os limites de integração, a é o limite 


inferior e b é o limite superior. Neste contexto, limite * 


refere-se ao menor ou ao maior número no intervalo (a, b] c 
náo está relacionado com as definióes de limite dadas ante- 
riormente. A expressão f (x) que aparece à direita do sinal de 
integral, é o integrando, tal como no caso das integrais 
indefinidas. O símbolo diferencial dx que segue f(x) está 


associado ao incremento Ax, de uma soma de Riemann de f. - : ^ 


Esta associação será útil em aplicações posteriores. 
EXEMPLO 3 


Expresse o seguinte limite de somas como uma integral definida 
no intervalo (3, 8]: 


E o ii 


onde w, e Ax, são os mesmos da Definição (5.15). 
, 
SOLUÇÃO 
O limite dado tem a forma constante da Definição (5.16), com 


f() Sx! «Vx -4 senx 


Logo, o limite pode ser expresso como a integral definida 


f She - tsena) de 


Podem-se usar outras letras que não x na notação da integral 
definida. Se f é integrável em [a, b], entào 


f1wd-J 50 dsn f fd etc. 


Por esta razão, a letra x na Definição (5.16) é chamada variável 
muda. 


Definição (5.17) 


tn SU 


Sempre que se utiliza um intervalo (a, b], supõe-se a < b, 
Conseqüentemente, a Definição (5.16) não leva em conta os 
casos em que o limite inferior de integração não é menor do que 
o limite superior. A definição pode ser ampliada de modo a 
incluir o caso em que o limite inferior € maior do que o limite 
superior, como segue: 


Se c»d, então f ft) de =- f f()de 


A Definição (5.17) pode ser enunciada como segue: A 
permuta dos limites de integração acarreta a mudança do sinal 
da integral. ER 


A próxima definição abrange o caso em que os limites 
inferior e superior são iguais. 


emma e 


'Se f(a) existe, então f^ flx) di = 0 


Se f é integrável, então o limite da Definição (5.16) existe 
para toda escolha de w, em [x, ,,x,). Isto permite particulari- 
zarmos w, se quisermos. Podemos, por exemplo, escolher sempre 
w, Cómo o menor número x, , no subintervalo, ou como o maior 
número x, ou como o ponto médio do subintervalo, ou como o 
número que sempre -då o.valor máximo oo mínimo em 
[x, ., x). Além disso, como o limite é independente da partição 
P de [a,b] (desde que || PÉ seja suficientemente pequena), 
podemos restringir nossas partições ao caso em que todos os 
subintervalos [x, ,,x,] têm o mesmo comprimento Ax. Uma 
partição deste tipo chama-se uma partição regular. 

Se uma pastição regular de [a, b] contém n subintervalos, 
então Ax = (b — a)/n. Neste caso, a simbologia | P f — 0 € equi- 
valeete a Ax — O ou n =» o, e a Definição (5.16), toma a forma 


+ Li 
J ideo tim Y fiw) 
. asa het 


O teorema que segue é uma primeira aplicação destas 
somas de Riemann especiais. Muitas outras aplicações serão , 
abordadas no Capítulo 6. 


REM a 
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Teorema (5.19) 


Se f é integrável e f(x) x O para todo x em (a, b], estão a 
área A da regiño sob o gráfico de f de a e b é 


Anf f) 


DEMONSTRACÁO 


Da seção precedente, sabemos que a área A é um limite de somas 
X. f (uj) Ax, oade f (uj) € o valor mínimo de f em [x, x). 


Como se trata de somas de Riemann, a conclusão decorre da 
Definição (5.16). 


O Teorema (5.19) está ilustrado na Figura 5.16, Tenha em 
mente que a área é nossa primeira aplicação da integral definida. 
Há muitas instâncias em que f* f(x) dx não representa a área 
de uma regido. De fato, se f (x) < 0 para algum x em fa, b), então 
a integral definida pode ser negativa ou zero, 


Se f é contínua e f(x) = Oem [a, b], então o Teorema (5.19) 
pode ser usado para calcular f^ f(x) dx, desde que possamos 
achar a área da região sob o gráfico de f de a a b, Isso é 
verdadeiro se o gráfico de f é uma reta ou parte de um círculo, 
como nos exemplos seguintes. (Consideraremos integrais defi- 
nidas mais complicadas adiante.) Ao calcular uma integral 
definida usando esta técnica empírica, tenha em mente que a 
área de uma região e o valor da integral são numericamente 
iguais, isto é, se a área é A unidades quadradas, então o valor 
da integral é o número A. 


EXEMPLO 4 
4 
Calcular f (1x+3)de 


SOLUÇÃO 


Se f(x) = 1x + 3, então o gráfico de f é a reta esbogada na Figura 
5.17. Pelo Teorema (5.19), o valor da integral é numericamente 
igual à área da região sob esta reta de x =-2 3x = 4. A região 
é um trapezóide com bases paralelas 2o cixo-y de comprimento 
2 € 5 c altura 6 no cixo-x. Aplicando a fórmula da área de um 
trapezóide, obtemos 


4 
f üx*34c-10456-21 
-2 


EXEMPLO 5 


Calcular [3 Vi6-x? de 


SOLUÇÃO 


Se f(x) - VIG x7, então o gráfico de f é o semicirculo da 
Figura 5.18, Pelo Teorema (5.19), o valor da integral é numeri- 
camente igual à área da região sob este semicírculo, de x = -4 
a x ^4. Logo, 


3 Vi6 -x? de = 1 .x(4)! = &x 
E 


EXEMPLO 6 
Calcular 


«4 4 
(a) f Mora o) f va 
4 4 


SOLUÇÃO 
(a) Usando a Definição (5.17) e o Exemplo 5, temos 
p Vi6-x7 den VÍ6 - x" dx = - 8x 
4 a 
(b) Pela Definição (5.18), 
f V16-x? dr = 0 
4 


O próximo teorema afirma que as funções contínuas em 
um intervalo fechado são imtegráveis, Este fato desempenha 
papel relevante na demonstração do teorema fundamental do 
cálculo na Seção 5.6. 


| Se f € contínoa em (a, b), então f € integrável em fo, b]. ] 


A demonstração do Teorema (5.20) pode ser encontrada 
em textos mais avangados de cálculo, 


As integrais definidas de funções descontinuas podem 
existir ou não, dependendo do tipo de descontinuidade, Em 
particular, funções que têm descontinuidades infinitas em um 
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ILLE] 


Figura 549 


Figura 5,20 


a 
A 


ÉK— — — —À —— — — 


intervalo fechado não são integráveis al. A título de ilustração, ' 39 
consideremos a função f definida por partes, com dominio -< 


(0. 2], tal que 


D sexe 
ft)* 1, 


^ e0<r22 
aa 


A Figura 5.19 é um esbogo de f. Note que im Pose Sc M 
€ qualquer número positivo (grande), então no primeiro subin- 
tervalo [x,, x,] de qualquer partição P de [a, b] podemos somar 
um número w, tal que f(w,)>M/Ax,, ou, equivalentemente, 
flow) Ax, 2 M. Segue-se que existem somas de Riemann 


ps Hvr) Ax, que são arbitrariamente grandes, e por isso o limite 


na Definição (5.16) não pode existir, Assim, f não é integrável. 
Argumento semelhante vale para qualquer função que tenha uma 
descontinuidade infinita em [a, b]. Coaseqüentemente, se uma 
fungdo $ é integrável em (a, b], então f € limitada em [a, b]; 
isto É existe um número real M tal que | f (x) | 5 M para todo x 
em [a, b]. 


Como exemplo de uma função descontínua que é integrá- 
vel, consideremos a função definida por parte f, com domínio 
[0, 2] tal que 

4 sex-0 
m-f 
A ERES] 


O gráfico de f está esbogado na Figura 5.20. Note que f tem 
uma descontinuidade tipo salto em x = 0. Pelo Exemplo 7 da 


Seção 5.3, a área sob o gráfico de y «x? de 0a262'M-4. 


Assim, pelo Teorema (5.19), ff x" dx « 4. Podemos também 
mostrar que f^ f (x) dx = 4. Logo, f é integrável. 


Acabamos de mostrar que uma função que é descontínua 
em um intervalo fechado pode ser ou não integrável aí, Entre- 
tanto, pelo Teorema (5.20), funções que são continuas em um 
intervalo fechado são sempre imegráveis aí. 
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Exeres. 1-4: Os números dados definem uma parti- 
cão P de um intervalo. (a) Determine o comprimento 
de cada subintervalo de P da particho. (b) Ache a 
norma B Pf da partição. 


1 40, 1,1; 2,6; 3,7, 4,1; 5) 

2 (2; 3, 3,7; 4,5; 2,6) 

3 (+3; -2,7; -1; 04; 0,9; 1) 

4 { 1; 1,6; 2; 3,5; 4) 

Exercs, 5-6: Seja P a partição de [1, 5) definida por 
(1, 3, 4, 5). Ache uma soma de Riemann R, para à 
função dada f. escolhendo, em cada subintervalo de 


P, (a) o poato extremo à direita, (b) o ponto extremo 
à esquerda e (c) o ponto médio, 


5 f()e 2x43 6 f()e3-4x 


78ef(x) -8-1x? ePé a partigio regular de 
10,6] em seis subintervalos, ache uma soma de 
Riemann R, de f escolhendo o ponto médio de 
cada imicrvalo. 


BSef(x)eB-1x! e P én putição de [0,6] 
definida por (0; 1,5, 3; 4,5: 6), determine wma 
soma de Ricmana R, dc f escolhendo os números 
1,2, 4 € 5 nos ssbintervalos de P. 


9 Se f(x) « x! e P ¿a partição de [-2; 4] defisida 
por (-2, 0, 1, 3, 4], ache uma soma de Riemann 
R, de f escolhendo os números -1, 1, 2 ¢ 4 nos 
subintervalos de P. 


10 Se f (x) - Vx e P é a partição de [1, 16] determi- 
mada por (1,3,5, 7, 9, 16), ache uma soma de 
Riemann R,def escolhendo os números 
1,4, 5,9 e 9 nos subintervalos de P. 


EM sc flx)=xNcosx e P € a partição regular de 
10, 1] em 10 subiatervalos, ache uma soma de 
Riemann R, de f escolhendo o ponto médio de 
cada subintervalo de P. 


£12 Sc f (x) « sen(cos x) e P é a partição de [-1, 1] 
determinada por, (=1; -0,65; -0,23; -0,51; 
0,85; 1), ache uma soma de Riemann R, de f 
escolhendo os números -0,75; -0,5; 0; 0,6; 0,9 
pos sabintervalos de P. 


Exeres. 13-16: Use a Definição (5.16) para expres- 
sar cada lienite como uma integral definida no in- 
tervalo dado [a,b]. 


13 Sow- 20, +5) 8x5 — [-1,2) 
pico LEN] E 
14 lm Y xin; 4) Ax: 2,3 
n "y Ar, 
15 Y ase + mA; 10, 4] 
T iu 
16 lim Ze Vw, + 400) Mts [-4, -3] 
iio E 
Exercs. 17-22: Dada fy VÆ dx=}, calcule a inte- 
gral. $ 
A 
nf vx dx wf vids 
A Lj 
if via 2 f, vs dee f x de 
4 A + 
mf vedesf ve mf veas 


Exercs. 23-26: Expresse a dica da região na figo- 
ra como sena integral definida. 
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E 
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Exeres. 27-36: Calcule a integral definida encarso- 
do-a como a área sob o gráfico de uma fenção. 


mf, 6d INED 
1 f Qe) »f. (1 - 3) de 
* 
» f ix- 11 nf |x| de 
8 f VE de H [VIE dea» 


sf (3 « Vx) de xf. (3 - V4) de 


5.5 PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA 


Teorema (5.21) 


Esta seção contém algumas propriedades fundamentais da inte- 
gral definida. As demonstrações são, em sua maioria, difíceis, e 
constam do Apêndice IT. 


Se e é um número real, então 


4 


f étcneo-a)" 


—À —- -—— —— 


DEMONSTRAÇÃO 


Seja fa função constante definida por f(x) = c para todo x em 
fa, b]. Se P é uma partição de [a, b], estão para toda soma de 
Riemann de f , 
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X fin) hs, e Y etn me Y As, =c(b-a) 
+ r] 1 


(A última igualdade é verdadeira porque a soma Y Ax, € a 
a 
amplitude do intervalo [a, b]. ) Conseqüentemente, 


I9) cob -4| Tide dist 
4 


que é menor do que qualquer número positivo e, indepen- 
dentemente do tamanho de PS. Assim, pela Definição (5.15), 
com L = c(b- a), 

im, 2, Storia, etn ce(b-a) 


Pela Definição (5.16), isto significa que 


L f(9) de» f edes elb-o) 


Note que se c> 0, então o Teorema (5.21) concorda com 
o Teorema (5.19). Conforme ilustrado na Figura 5.21, o gráfico 
de fé a reta horizontal y = c, e a região sob o gráfico de a a b é 
um retângulo com lados de comprimentos e e b — a. Logo, a área 
$ F(=} do retámgulo é e(b — a). 


EXEMPLO 1 


Calcular f 


SOLUÇÃO 
Aplicando o Teorema (5.21), 


L] 
f 74-20 - (02) -7(5) «35 
-2 


Sc c = 1 no Teorema (5.21), abreviamos o integrando como 


segue: 
Di de b-a 


hooremo (5.22) 


Teorema (5.23) 
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Sc uma função f é integrável em a, b] e c é um número 
real, então, pelo Teorema (5.11) (ii), podemos escrever uma 
soma de Riemann da função cf como 


i cji) dx, =< Y f(w)Ax, 


Pode-se provar que o limite das somas à esquerda da última 
equação € igual a c vezes o limite das somas à direita, Isto nos 


dá o próximo teorema, cuja demonstração se encostra no 
Apéndice IL 


Se fé integrável em fa, b] e c é um número real arbitrário, 
então cf é imegrável em [o, b] e 


f, fodae=ef ft) de 


Costuma-se enunciar o Teorema (5,22) como segue: Um 
fator constante c do integrando pode ser removido para fora do 
sinal de integração. Não é permitido remover para fora do sinal 
de integral expressões que envolvam variáveis. 


Se duas funções f e g sho definidas em [a, b], então, pelo 3 


Teorema (5.11) (1), pode-se escrever uma soma de Riemann de 
ftg como 


i Ln) + gw] Ax, = Y fw) Av, + Y giw) Av 
4 + 


Se fe g são integráveis, então o limite das somas à esquerda se 
obtém somando os limites das duas somas à direita, Esta 
propriedade é enunciada em forma de integral em (i) do próximo 
teorema. Para demonstração, ver Apéndice 1. Resultado análogo 
para diferenças consta de (ii) do teorema. 


Se f e g integráveis em [a, b], então "—— sio 
integráveis em [a, b] e 


MÍ UG) est de f fi) des f ghh 


b f^ W-st- fü)de- ff eta) de 


= 


O Teorema (5.23) (i) pode ser estendido a um número 3 
arbitrário, finito, de funções. Assim, se f, f. ... , f, sho inte 
gráveis em fa, b], então também o é a sua soma € 


MAU TE 
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b 
f, U G0 e fi s. f 00) as 


+ b + 
«f, f, des f fe) de v e f f i) d 
EXEMPLO 2 
Decorre dos resultados na Seção 5.6 que 


1 1 
3 -4 - 
J,x dx=4 e J «ae 2 
? 
Use estes resultados para calcular f (Sx? - 3x 6) dx. 


SOLUÇÃO 
Podemos proceder como segue: 


2 I 2 
f Go 3046) de= f has arde f 64 


-5f, i de- 3 f nde 6(2-0) 


= 5(4) - 3(2) 12 « 26 
—— —— 


Se f continua em fa, h] c f (x) x 0 paca todo x em (a, b]. 
então, pelo Teorema (5.19), a integral f^. f(x) de é a área sob o 
gráfico de f de a a b. Da mesma forma, se a < c < b, então as 
integrais f f(x) dx e f^. f(x) dx são as áreas sob o gráfico de 
J dca a c c de c a b, respectivamente, conforme ilustrado na 


Figura 5.22. Como a área de a a b € a soma das duas áreas 
menotes, temos 


f sae = f todos f stay do 


O próximo teorema mostra que a igualdade precedente é válida 
sob uma hipótese mais geral. A demonstragio encontra-se no 
Apéndice I. 


Teorema (5.24) 


Teorema (5.25) 


Sca«c«bese f é imegrável tanto em [o, c] como em 
fc, b), então f é integrável em fa, b] e 


f sto de= f f) des f sodas 


O resultado seguinte é uma generalização do Teorema 
(5.24) ao caso em que c não está necessariamente entre a e b, 


Se f é integrável em um intervalo fechado e se a, b, c são 
números arbitrários no intervalo, então 


f rude f fo) des f^ f). 


DEMONSTRAÇÃO 


Sc a, b, c são todos diferentes, então há scis maneiras possíveis 
de dispor esses números. O teorema deve ser verificado para 
cada caso e também para 0s casos em que dois ou todos os trés 
números são iguais. Verificaremos um caso. Suponhamos 
c<a<b. Pelo Teorema (5.24), 


Ji fo dem f. fuddes f ft)d« 
O que, por sua vez, pode ser escrito 
+ . 
ef. fe) - [rode o f 160) de 


A conclusão do teorema decorre agora do fato de que a 
permuta dos limites de imegragóo acarreta a troca de sinal da 
integral (veja a Definição (5.17). 


———————— RA 
TE 


Teorema (5.26) 


Corolário (5.27) 


yu x-1 


—* rs 


Figura 523 


EXEMPLO 3 
Expresse como uma integral 
, Uu 
f, tds - f, fade 
SOLUÇÃO 


Em primeiro lugar permutamos os límites da segunda integral, 
utilizando a Definição (5.17), em seguida aplicamos o Teorema 
(5.25) com a =2,b= 5 cc» 7: 


, ' 1 
f fide f sto de=, fades f ft) 


- J tod 


Se f e g são continuas em fa, bj e f (x) = g(x) = 0 para todo 
x em fa, b), catio a área sob o gráfico de f de a a bé no mínimo 
igual à área sob o gráfico de g de a a b. O corolário do próximo 
tcoreza é uma generalização deste fato para funções arbitrárias 
integráveis. A demonstração está no Apéndice 11. 


Se f € integrável em [a,b] e f(x) x0 para todo x em 
(a, b], então 


MET 


LÁ ——— — M A mm 


Se f e g são integráveis em fa, b] e f(x) = g(x) para todo 
x em [a, b), catio 


# 


"100 dea f! ete) de 


DEMONSTRAÇÃO 
Pelo Teorema (5.23), f =g € integrável. Além disso, como 
$6) 2 260, f(x), - giha 0 para todo x em (a, b). Logo, Pelo 
Teorema (5.26). 

fuo -gi)] dx 2 0 


Aplicando o Teorema (5.23) (ii) chegamos à conclusão desejada. 


: 
: 
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Vooremi do valor médio para 
integrals definidas (5.28) 


Figura 5,24 


y= Ra) 
M 
LL 
a "b b 


EXEMPLO 4 


Mastre que f (dae f (x - 1) dx 


SOLUGÁO 


A Figura 5.23 exibe os gráficos de y=x*+2 e de y =x- 1 
Como 


x'522 x-1 


para todo x em [=1, 2], a conclusão decorre do Corolário (5.27). 


Suponhamos, no Teorema (5.26), que f seja contínua e que, além 
da condição f(x)=0, tenhamos f(c)» 0 para algum c em 
la, b]. Neste caso, lim, __, f(x) > 0, c, pelo Teorema (2.6), existe 
um subintervalo [a*, b'] de [a, b] no qual f(x) € positiva. Se 
f (wu) € o mínimo de f em ja”, b°) (veja a Figura 5.24), então a 
área sob o gráfico de f de a a b € no mínimo tho grande como 
a área f (u) (b' = a") do resángulo figurado. Conseqüentemente, 
Jt f(x) dx > 0, Segue-se agora, como na demonstração de (5.27), 
que se f e g sho contínuas em la, b], se f (x) = g(x) em todo o 
[a,b], ese f(x) »g(x) para algum x em [a,b], então 
f£ fe) dx» f! g(x) de. Utilizaremos este fato na demonstração 
do próximo teorema. 


Se f é contínua em um intervalo fechado [a, b], então existe 
um némero z no intervalo aberto (a, b) tal que 


f fo) ce ft - o) 


DEMONSTRAÇÃO 


Se f € uma função constante, então f (x) = e para algum número 
c, € pelo Teorema (5.21), 


b + 
f, std de= f. cde e elo -a)= fi) - a) 


para todo número z em (o, b). 


Suponhamos em seguida que f não seja uma função constante “$ 
e que m e M sejam os valores minimo e máximo de fem 7 
fa, b]. Sejam f(u) = me f(v)=A para u e v em ob) (veja 
Figura 5.25 para o caso em que f(x) é positiva em todo o 2 
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fa, b]. Como f não é uma função constante, m < f (x) < M para 
algum x em [a, b]. Logo, pela observação que precede este teorema, 


[mace f! face f Mas 
Aplicando o Teorema (5.21), observa-se 
mib- a) <f fü) dx «M(b - a) 
Dividindo por b = a e lembrando que m = f (u) e M = f (v), temos 
ft) « f Fx) de < ftv) 


Como [lb - a)] f* f(x) de é um número entre f(u) e f(v), 


decorre do teorema do valor intermediário (2.26), que existe um 
número z, com n <z < v, tal que 


"ue 
t-z, (x) dx 


Multiplicando ambos os membros por b=a chegaremos à 
conclusáo do teorema. 


O número z no Teorema (5.28) não é necessariamente 
único; o que o Icorema garante, entretanto, é que existe ao menos 
um número que dá o resultado desejado, 


O teorema do valor médio admite uma interpretação 
geométrica interessante, se f(x)2=0 em [a,b]. Neste caso, 
J? ft) dx € a área sob o gráfico de f de a a b. Se tragarmos 
uma reta horizontal pelo ponto P(z, f (23), conforme Figura 5.26, 
ento a área da regido retangular dclimitada por esta reta, o cixo-x 
cas retas x= a ex = b é f(z) (b — a), tal área, de acordo com o 
Teorema (5.28), é a mesma área sob o gráfico de f de a a b. 


EXEMPLO 5 


Decorre dos resultados da Seção 5.6 que f? x? dx = 9. Ache um 


número z que satisfaça a conclusão do teorema do valor médio 
(5.28) para esta integral definida. 
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Figura $.27 


SOLUÇÃO 
O gráfico de f (x) =x? para 0 « x < 3 está esboçado na Figura 527. 
Pelo teorema do valor médio, existe em nümero z entre ( e 3 tal que 
f¿2a-sos-0-2*0) 
Isto implica 
9-32 ou z* «3 


As soluções da última equação são z= s VJ mas -VÍnio está 
em [0, 3]. O número z = V3 satisfaz a conchasio do teorema, 


Se considerarmos a reta horizontal por P(VÍ, 3), então a 
área do retângulo delimitado por esta reta, o eixo-x e as retas 
x=0D6x=3 será igual a área sob o gráfico de f de x-0a 
x= 3 (veja a Figura 5.27). 


Já é bastante conhecido o significado da expressão média 
aritmética usada em estatística para representar um conjunto de 
números. Assim, a média aritmética de dois súmeros a e b é 
(a+ b2, a médis aritmética de tés mümeros a, bec é 
(a + b + cy3 etc, Para evidenciar a relação entre médias aritemé- 
ticas e a palavra média usada no teorema do valor médio, 
escrevamos a conclusão de (5.28) como 


feh- z} f fede 


€ expressemos a integral definida comso um limite de somas, Se 
particularizarmos a Definição (5.16) usando uma partição regular 
P com n subintervalos, então 


Se- 


PLDA [reo i5 


para qualquer número w, no A“ subintervalo de P e 
Ax = (b = an. Como Arib — a) = 1/n, obtemos 


f) lim 3 ror |- À [e 


dm [220210 e) estepe e] 


|. Definigáo (5:29) 


É Exeres. 7-10: Decorre dos resultados na Seção $6 
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Isto mostra que podemos encarar o número f(z) no teorema do 
valor médio (5.28) como um limite de médias aritméticas dos 


valores funcionais f(w,), f(w,), ..., f(x), quando n aumenta 
sem limite. Esta É a motivação para a próxima definição. 


Seja f contínua em a, b . O valor médio f, de f em 
fa, bj é 


f sos f, fen 


Note que, pelo teorema do valor médio para imtegrais 
definidas, se f é continua em (a, b], então 


f. = f(z) para algum z em ja, b]. 
EXEMPLO 6 
Dado fx" dr «5, determine o valor médio de f em [0, 3), 
L] 


SOLUÇÃO 
Pela Definição (5.29), com a =0,b=3 e f(x) «x? 


a lis :4.19-3 
f. js na 3 


No intervalo [0, 3), os valores funcionais f(x) x? variam de 
f(0) =0a f (3) = 9. Note que a função f toma seu valor médio 
3 para o número z = v3. 


EXERCÍCIOS 5.5 
Exercs, 1-6: Calcule a integral. 


4 2 4 
n di «21 e f, xd 


» A 
: f, se. f, - Use isto para calestar a integral 


4 4 
5 f 6 f 04 f, Ges) S f, denn 


4 4% 
sS, (2 = 9x = 4x7) de to f, (du à 2)! d 


—— O A A. ERE E DR 


a A 
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Exeres, 11-16: Verifique a desigualdade sem calcu» 
lar as integrais. 


"nf Qu? + 4) dx > atras 
12 f Qr 2)de < f Qe) 
DD 
n fien 1) de 20 

I 
15 f, 0 eseox)de = 0 


ms 
to f — (seex-2)drs O 
E 
Exeres. 17-22: Expresse como uena integral. 


v f, fides f^. fü) 
i f, fe) deo ff fla) de 
1 f 10) ff) da 
20 J feas f 50d 
n f ppa f! gta) de 


22 f fdr- ff ft da 


Exeres. 23-20: Pode-se verificar a integral 
^ 
| H6) dx usando os resultados da Seção 5.6, 


(a) Ache um número z que verifique a coachs- 


IET 


são do teorema do valor médio (5,28). (b) Ache o 3 


valor médio de f em [e b]. 
-1 
n ata uf. A ar? 
1 
? - 
25 f 6 + dee 6 
b, - 
26 f tu Zu + 3)dc- 32 


n f EFT dresi sf E demos 


D f ao- dcn 30 f. (2434 dean. 


EE Exeres. 31-32: Pode-se verificar a integral dada P 
esando os resultados da Seção 5.6. Use o método de 3 


Newtom para aproximar, com tés decimais, em 
tásmero z que satisfaça a conclusio do teorema do 
valor médio (5.28). 


Ui f, (Br? + Ju - 1) dx = 132,5 


x f^ aga EE 


Y) Seja f e g itegráveis em fo, b]. Se ce dso XE 


reais arbitrários, prove que 
É testo + dete) deo e f fü) de e df eo) de 
M Se f € cominua em fa, 6], peove que 
n sf utat 


(Sugesto: =| fial s fix) s 1601) 
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5.6 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO : 


£X t 
A V ENE 
i [s 4 


Figura 8.19 


Esta seção contém um dos mais importantes teoremas do cálculo. 
Além de ser útil mo cálculo de integrais definidas, ele evidencia 
a relação entre derivadas e integrais definidas. Este teorema, 
apropriadamente chamado teorema fundamental do cálculo, foi 
descoberto independentemente por Sir Isaac Newton (1642- 
1727) na Inglaterra e por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) 
na Alemanha. É em razão dessa descoberta simultánea que se 
atribui a ambos a invenção do cálculo. 


Para evitar confusão no que segue, usaremos 1 como 
variável independente e denotaremos a integral definida de f de 
a b por f* f (i) di. Se f € continua em [a,b] e a xx s b, então 
f € continua em [a, x]; portanto, pelo Teorema (5.20), f € 
imegrável em [a, x]. Conseqüentemente, a fórmula 


| Go-f ra 


define uma função G com dominio fa, b), pois, cada x em 
la, b], corresponde um único número G (x). 

Para obter uma interpretação geométrica de G (x), suponha- 
mos que f (t) = O para todo / em fa, b]. Vê-se, mesie caso, pelo 
Teorema (5,19), que G(x) é a área da região sob o gráfico de 
f de a a x (veja a Figura 5.28). 


Como ilustração especifica, consideremos f(t) = t? com 
a cb» (veja a Figura 5.29). No Exemplo 7 da Seção 5.3 
mostramos que a área sob o gráfico de f de ( a b € 1 b*, Logo, 
aárcadeDaxé 


Gwaj Pdea 


Isto nos dá uma forma explícita para a função G se f(r) =t’, 
Note que, nesta ilustração, 


G'(x) * D, (1x*) «x? = f(x) 


Assim, pela Definigio (5.1), G é uma antiderivada de f. Este 
resultado não é acidental. A parte 1 do próximo teorema 
evidencia o fato notável que, se fé qualquer função contínua è 


Gi)» f f(0 di, então G € uma antiderivada de f. A parte IH 

do teorema mostra como utilizar qualquer amiderivada para 
b 

achar o valor de f fiar. 
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Teorema fundamenta! do 
cálculo (5.30) 


y 


G(x* h) -G ys AN 


ippeubanos f contes em um intervalo fechado fa, b]. 


Parte I Se a função G é definida por 


Gt) - f ft d 


para todo x em [a, b], então G é uma antiderivada de f em 
[a, 5]. x 


Parte II Se F é qualquer amtiderivada de f em [a, b], então 


É Stade F0) - Fla) 


DEMONSTRAÇÃO 


Para estabelecer a Parte I, devemos mostrar que se x está em 
[a, b], então G” (x) = f(x); isto é, 


lim G(x 3 :5-90. - f(x) 


LE] 


Antes de darmos uma demonstração formal, consideremos 
alguns aspectos geométricos deste limite, Se f (x) x 0 em todo 
la, b), então G(x) é a área sob o gráfico de f de a a x, conforme 
ilustrado na Figura 5.30. Sc h»0, então a diferença 
G(x * h) - G(x) é a área sob o gráfico de f de x a x+h, co 
número h é a amplitude do intervalo [x, x + ^]. Mostraremos que 


Gerd) Ga. $) 
para algum número z enbe x c x+h, Aparentemente, se 
h — 0, então z — xe f(2) -» f (x), que é o que queremos provar. 

Daremos agora uma prova rigorosa de que G'(x) = f (x). 


Sex e x+h estão em [a,b], então, usando a definição de G 
juntamente com a Definição (5.17) e o Teorema (5.24), temos 


GG) -Gt)- f^^ pdf rod 
s.A “ 
fo side 104 


«f “ga 


he. 


Conseqüentemente, se A & 0, 
[Z1] 
Get) - Cu) » i fü) di 


Se h > 0, então, pelo teorema do valor médio (5.28) existe um 
número z no intervalo aberto (x, x + h) tal que 


f roa ro 
€ portanto Senci - fiz) 


Como x « z « x + h, decorre da continuidade de f que 
lim f(x) = lim f(z) = f (x) 
ho pat 1 
EU tim GU * ) - GG) tim $12) = f(x) 
mn h mn 
Se h « 0, pode-se provar de mancira análoga que 
lim Git à) - GG) ,, pi 
m. h 


Os dois limites unilaterais precedentes implicam que 
Gta) = lim 6 * 9-660, pç 
4-0 


Isto completa a prova da Parte 1. 


Para provar a Parte IT, seja F uma antiderivada de f e seja 
G a antiderivada especifica definida na Parte À. Pelo Teorema 
(5.2) sabemos que existe uma constante C tal que 


Glx) = Fix) + 0 
para todo x em [a, b]. Logo, pela definição de G, 


f 104=Fw+C 


para todo x em [a,b] Fazendo x= «a è considerando que 
E FU) de = O, obtemos 0=F(a) « C, ou C--Fla) Conse 
qüentemente, 


f fa - FO)- Fla) 
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Como isto é uma identidade para todo x em |a, b) podemos $ m SOLUÇÃO 
substituir x por b, obtendo X 
ji AE Uma antiderivada de &x?-5 é F(x)-2x"-Sx. Aplicando o 
f He) di = F(b) - Fla) ` 2 Corolário (5.31), obtemos 
E E , 
Substituindo a variável 1 por x, temos a conclusio da Parte Ill 3 sa e $ E (6x? — 5) dx = [or - sy 
Panem denotar a diferença F(b) - Fla) por F(x)]? ou a [23-56] - (2(-2)* - 5(-2)] 
por [FG)]? A paste 11 do teorema fundamental pode então | í 
enunciar-se como segue, v E q = [54 - 15] - [-16 +10] = 45 
Corolário (5.31) Se f € continua em [a,b] e F é uma antiderivada de f, L E 
— XE Note que, usando F(x) + C em lugar de F(x) no Corolário 
P, 5.31), che Hado, pois 
f 16) de= F= Fb) - Ft) i. (5.31), chegamos ao mesmo resultado, poi 
———— E: [ro cy = F(b) + C] - IF(2) + C] 
A fórmula do Corolário (5.31) também é válida se aa b. Y M : 
ei A CAR A sa = E(b) = Fla) = [Ft]. 
É hadem- ff sas 3 | 3 Em particular, como 
= = {F(a} = F(6)] BF ffe) x - F) +C, 
= F(b) - Fla) A em que F'(1) « f(x), obtemos o seguinte teorema. 
Se a = b, então, pela Definição (5.18), EU G 


É. P Teorema (5.32) n gr 
f sta dem 0 - Ft) - Flo) AE [sonar roa 


O corolário (5.31) permite cakcularmos facilmente uma integral -AS 


fo) pa O Teorema (5.32) afirma que uma integral definida pode 
definida, desde que saibamos achar uma antiderivada do integrando. “SR”: 


ser calculada por meio do cálculo da integral indefinida corres- 


Pot exemplo, como uma astiderivada de x’ é ! x* temos Y Me pondente, Tal como em casos anteriores, 30 utilizamos o 
a ^ E Teorema (5.32) é desmecessásio acrescentar a constante de 
» E b integração C da integral indefinida 
Jum a T Morta dps Rs a 
Ju dem! 4» -40 “4” - E7 E 
Ad. EXEMPLO 2 
Os que ainda duvidem da impostância do teorema fundamental 288 : . . 
devem comparar este cálculo assaz simples com o cálculo do edis Determine a área A da região entre o gráfico de y =senx eo 
limite de somas no Exemplo 7 da Seção 5.3. E a DM cixo-x de x «0a x «m. 
t 
EXEMPLO 1 


SOLUÇÃO 


A região está delineada na Figura 5.31. Aplicando os Teoremas 
(5.19) e (5.32) vem: 


, 
Calcular f (6x*-S)de 
E 
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A ef, nnde [f senxa], SOLUGÁO 
Começamos por modificar a forma do integrando, de modo que 
= [-cos x]; possamos aplicar a cada termo a regra da potência, Assim 


= —005 1t — (-cos 0) 
--(-1)*1-2 


Pelo Teorema (5.32), podemos utilizar qualquer fórmula 
de integração indefinida para obter uma fórmula para integrais 
definidas. Como ilustração, utilizando a Tabela (5.4), obtensos 


f; 6-202 aaee (2-2 (52) e 


4 
$1 416 
B: j^ o), 


5 4 16 
-| (rá aya - ail- 


-B-57 


TEE ENS S Sa 


O método da substituição estabelecido para integrais inde- 
EXEMPLO 3 finidas pode também ser usado para calcular uma integral 
definida. Poderíamos aplicar (5.7) para achar uma integral 
indefinida (isto é, uma antiderivada) e em seguida o tcorema 
fundamental do cálculo. Outro método, às vezes mais rápido, 
consiste em mudar os limites de integração. Utilizando (5.7) 
juntamente com ó teorema fundamental, oblemos a seguinte 
fórmula, com F” = f: 


1 
Calcular Sta de 


SOLUÇÃO 


Desenvolvemos primeiro o quadrado do integrando e, em segui- 
da, aplicamos a'cada termo a regra da potência: 


b LI 
fima f etn nas f. fete o) de Ft), 


1 


à O número à direita pode ser escrito 
«(E «2. Ge] 
a 


4 "E 
F(g(b)) = Fig(a)) = F(u)) - 5 Fu) du 
[2.2.2.2]. (-0*,5€0* e) 

? 4 Isto nos dá o resultado seguinte, desde que f c g^ sejam integráveis. 


Se u= gl), então f" fst)g'() dr = E m 


a. O Teorema (5.33) afirma que, após fazer a substituição 
u s g(x) e du = g'(x) de, podemos utilizar os valores de y que 
correspondem a x = 6 € x = b, respectivamente, como limites da 
integral que envolve u. É, pois, desnecessário voltas à variável 
original x após integrar. O próximo exemplo ilustra esta técnica. 


Calcular f 51-242 +2 | de 
1 z” 
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EXEMPLO 5 

M 
Calcular f, y 4 
SOLUÇÃO 


Comecemos escrevendo a integral como 
10 
us 
3), Té 
A expressão VŠT — T. na integral sugere a seguinte substituição 
um Sel, desS dr 
A forma de du sugere introduzirmos o fator 5 no integrando, 
compensando pela multiplicação da integral por !, como segue: 
"m. Gem | 
A orit 


Calculamos em seguida os valores de u = Sx - 1 que correspon- 
dem aos limites de integração x = 2 e x = 10; 


(i) Se x= 2, então u= 5(2) - 1-9 
(li) Se x= 10, então ar = S(10) -1 = 49 


Substituindo na integral e mudando os limites de integração 
conforme Teorema (5.33), vem 


3,71 Ys 
- sl, da dm Sf, du 


ae)? 6, ou ou. 24 
-[(s) sa], «Sus CTS 


EXEMPLO 6 


As 
Calcular À (1 + sen 2x) * cos 2x de 


SOLUÇÃO 
O integrando sugere a regra da potência [epe 
Fazemos assim o 

u»=l+sen2x, — due2cos2x dx 
A forma de du indica que devemos introduzir o fator 2 no 
integrando e multiplicar a integral por ! + como segue: 

^ 

So esen za es ze de t f (1 + sen 2x)? 2 cos 2x dx 


Calculamos em seguida os valores de u = 1 + sen 2x que corres- 
pondem aos limites de integração x = 0 e x = 1/4: 


OD) Se x «0, entho we 1«sen0 140-1 
(i) Sexe% então us Le sen Da 14122 
Substituindo no integrando e mudando os limites de integração, 
obtemos: 
3 
SA + sen 26)? cos 2 de «1 f. u? du 
L] 1 
MI 
2|4 é 


=I[16-1] =! 


O teorema seguinte ilustra uma técnica útil para o cálculo 
de certas integrais definidas. 


y= fa) 


Figura 5.32 
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Teorema (5.34) 


Seja f contínua em [-«, a] 
(i) Se f é uma função par, 
f 160 ace 2 f ft s 


(11) Se f é uma funcio ímpar, 


D  rá— e ae 


DEMONSTRAÇÃO 

Demoastraremos (1) Se f é uma função par, então o gráfico de 
f € simétrico em relação ao cixo-y. Como caso especial, se 
$(x) a 0 para todo x em [0, a), temos uma siteação análoga à 
Figura 5.32, e daí, a área sob o gráfico de x = -g a x «a é duas 
vezes a área de x = 0 a x = a. Isto nos dá a fórmula de (i). 


Para mostrar que a fórmula é válida se f(x) < O para algum 
x, procederemos como segue. Usando sucessivamente o Teorema 
(5.24), a Definição (5,17) e o Teorema (5.22), temos 


NO f fede 
== f; foie f ft) 
-S ft) ca) fi sia 
Como f é pas, f (-x) = f (x), e a última igualdade pode ser escrita 
f reyac- [7 169 C490 «f suas 


Se, na primeira integral à direita, fazemos u = =x, du = de e 
observamos que w = a quando x = -a, obtemos 


J e f f) dus ff fs 


As duas últimas integrais à direita são iguais, pois as variáveis 
são variáveis mudas, e assim, 


f 004-2 f. 14 


E 


"ei 


E! 


< Cop. 5 Integrais 371 


EXEMPLO 7 Calcular 

(a) f oth nas (b) f hae ex) de 
» 1 

(c) IN 


SOLUÇÃO 


(a) Como o integrando é uma função par, podemos aplicar o 
Teorema (5.34) (My 


f (i363 1) de 2 f (e! ih 41) de 
zl a 
MES ; ' 2 
- "P ER. det» 
pens 
(b) O integrando é impar e, assim, aplicamos o Teceema (5.34) (ii 
f o3 ex) deo 
E 


(€) A função dada por 2x? + 7x é impar, mas a função 3x? é 
par; aplicamos pois o Teorema (5.34) (ii) e (1): 


3 
foe uh e1)deo f Qe Te) de f eds 
-042f cds 


ajli- 


A técnica de definição de uma função por melo de uma 
integral definida, como na Parte | do teorema fundamental do 
cálculo (5.30), terá uma aplicação muito importante no Capítulo 
7, quando estudarmos funções logarítmicas, Recordemos, de 
(5.30), que se f é coetícma em [a,b] e G(x) « f. [Maui quen 
asxxb, então G é uma antiderivada de f; io €, 
D, Glx)= f(x). Este fato pode ser emanciado sob forma de 
integral como segue: 


D, f FO dra sta 


i 
i 
' 
( 
' 
4 
4 
. 
4 
a 
a 
e 
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A fórmula precedente é generalizada po teorema seguinte. H SOLUÇÃO 
Hooroma (5.35) Seja f contínua em [a,b]. Se a x c « b, então, para todo Pela Definição (5.29), com f = v, 
x em[e, b] E 1 
D, [104-500 3 Se s É a função posição de P, então s" (f) = v(t); ou seja, s(f) é uma 
m EE antiderivada de v(1). Logo, pelo teorema fundamental do cálculo, 
DEMONSTRACAO E E 
Se F é uma antiderivada de f, então f, vii dt = fe di = ol = s(b) - s(a) 


D, ff f(di- D, IF) -Pie Substituindo na fórmula de v, oblemos 


=D, F(x) - D, F(c) À > stl- a) 
-$)-0= f(x) E que € a velocidade média de P em (a, b] (veja (3.2) 


EXEMPLO 8 


Resultados análogos ao do Exemplo 9 ocorrem no estudo da 


Se GG) = f 2 dre x» 0, calcule G* (9) 
st aceleração média, do custo marginal médio, da renda marginal média, 


SOLUÇÃO € muitas outras aplicações da derivada (veja os Exercícios 45-40), 
Aplicaremos o Teorema (5.35) com c = 1 e f(x) = Mx. Se esco- EXERCÍCIOS 5.6 
lhermos a e b tais que O «ax 1 sb, então f será continua em : i 
fa, b). Logo, pelo Teorema (5.35), para todo x em [a, b), Exeres. 1-36: Calcule a integral. nf mesa TA 
^ 
c'on, f La. ana af Gene pia 
TAE” 28 -Ad.5 1 
i if —^ « um (i-e 
o——— (€ sf, (R? «X - 1)dr 4 f (6-20) e q 
^ * 
Em (5.29) definimos o valor médio f, de uma fuegio f sf'a TT NL mf n-3|4d | 
em [a, b} como: , > f — fr | 
E $ 4 23 f VSTE de M f Vx-1dc | 
I. gj, Six) dx JE sf, Vie dr ' " P | 
s e el i 25 À m i de eras dv 
O próximo exemplo indica por que esta terminologia é adequada »f Ua iof Ta J -w hoz | 
em aplicações. f D - eo, ! 
EXEMPLO 9 nf 2 «24 i f 285 VE) ads 2h, na” J, > vm 
Suponha que um ponto P em movimento sobre uma reta > PRA , i a 
coordenada tenha uma função velocidade contínua v. Mostre que nf, Qro 3 de uf (ac^ $e) de »f vii + 1P »fo ¿Yodo 


o valor médio de v (a, b] é igual à velocidade média durante o 
intervalo de tempo [a, b] 


7 6.8 


o 142 


16 dx 


3 a cos (3 x) de 


nf" 3 sen (1 x) de 
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A 
sf, LI DE 4 6 00 10 dO 


Mf (1-04 d 35% tes sen Seje 


na 


Exercs, 37-1 (a) Ache sem nomero s que satisfaça 

a conclendo do teseeña de valor midia (5 23) para 
"n 

a integral dada f f(x) dr. (b) Determine o valor 
. 

média de f em [a b]. 


nj gia NEL 


F -— 
3 f Virik af virar 
a E 
Exercicios 41-1: Ache a derivada sem integrar 


an ¡ia anf aia 
"A hi 


L] q : 
an f un a D, f Et [n] e t 


35 Um ponto se move em ema reis coordenada eam 
Foação aceleração comisia a, Se v é a velocidade, 
enhn à aceleração sels cca um intervalo de 
termo fr, 41] É 


Mal = vin) 


H-H 


Mostre que a sorderacio média é igual so valor 
média de a em [t e]. 


46 Sc uma função f iem derivada cominus ces 
[a, 6], meure que a taxa média de variação de 
fx), em relação a x em (a, 5] (veja a Definição 
(3.4) € [gal so valor médio de f" em Jo, b]. 


AT A distribuscko vertical da velocidade da Agra em 
um são pode ser aproximada pos v = cd — pp, 
onde vé a velocidade (em nis) a uma profundi- 
dude de y metros abaixo da weperflcie, dd a 
profundidade de (ão e e É mess constando positiva, 


lah Estabeleça uma errada para a velocidade 
india ra ern dermea de de e, 


(bh) Se v, é a velecidade aa seperficie, more 
que v, ey 

48 Mo circulto elétrico exibido na figura, a corrente 
alternada / & dada por | «f, sens, onde 1 £ o 
tempo e di É a corrente minima. À xa P na qual 
o calor é produzido no eesistcu de R ohms é dada 
por P «FR. Calcule a taxa média de produção 
de calor sobre um ciclo completo (de 10 a 
ds Teles), (segete Ls a fórmula de metade do 
Angulo para o sena.) 


45 Deixando-se cair ema bola de uma altura de 3, 
emere acima do solo, o desprezando-se a rexis- 
kencan de ar, exco a diviocia que a bola percorse 
em r segundos é de 49 r! e Uhe a Definição 
(5,29) para mostrar que a velocidade media pará 
6 percursa da bola até o solo & de 4 Vt. ex 

50 Uns meteologiita estabeloco que a temperatura 
T (em *F) em tm dia de invemo é dada pos 
Teiltir-lZkr-24] onde r € e tempo (em 
horas] € f =D conepondo h mela:natie. Ache a 
temperatura midia entre G h da ranhli e medis 


51 Se g é diferencióvel e J € contizua par iode x, 
prove que 
h 
n, (^ SU dt lg) 
52 Enenda a fórmula do Exercicis 51 a 


Di fr^ fide Ft) - SUCEDA 


Esteros, 53-56: Use ns Exercócios 51 6 52 para 
achar a derivada. 


a , 
F 3 
So) e 
SL ypa so, f Vilela 


i 
ss p, f (Penta se, [^ Vii ed a de 


ÍáúII—cop3 femp i 


" 5.7 INTEGRAÇÃO NUMÉRICA 


Pam calcular uma integral deficida È [Ux d per melo da 
borra Fundamental dà cielo, nccessitamos de wma arilidéri- 
vada de f. Se nho pudermos achar essa antiderivada, devemos 
emia recorrer a mélodos muméricos pam aproximar à integral 
com à precisão desejada. Por exemplo, se a norma de uma 
parido de o, b] € pequena, então, pela Denbo (5.16) a 
integral definida pode ser aproximada por qualquer soma de 
Riemann de f, Es particular, com uma panicko segular com 
Ax (br, então 


[fidem Y, Sr) hs 


onde w, é um número arbitrisio no 4 sobamiervado [x, _ x. da 
partição. Matoralmente, a precisão de apeoximagdo depende da 
malurcza de f e da magnitude de Ax. Pode ser necessário fazer 
Ax muito pequeno para obter o grau desejado de precisko. Esto, pos 
sua vez, signibea quen é grande e que a sori precedente conténs 
um grande número de termos, A Figura 35 ilustra o caso em que 
Jw) & o valor minimo de em f em [x ,, x], Neste caso o emo 
envolvido sa aproximação É rramciicimerse 0 mesmo que a árra 
da regido sob o gráfica de f c acima dos retângulos inscritos, 
Fazendo maija (pan é se Pé calculada ma pano 
exquerda extremo de cada subintervalo [x , x, T), ento 


Spore Y fs s 


bei 


Pazendo m, =x, (isto €, se f ¿calculada no ponto direito estrena 
de [x, ox) então | 


f fax - X fits 
x i-1 


Pode-2e obier guira aproximação em geral mais precisa uiiliran 
de-se a média das duas últimas aproximações — ista é, 


EOS fis Ace V fü) n 
TT! mr] 


Com exceção de bx Ve f(x Y, cada valor fancional f(x, aparece 
duas vezes o assim podemos escrever a dhima ex pecisdo como 


RP 


E Cálculo com Geometría Analítica _ Cop. $ é 


Hogra do trapézio (5.36) 


Lig] 1 UR 
eos Zaer] - Y 


Como Ax = (b - an, temos a seguinte regra. 


Seja f contínua em [a,b]. Definindo-se uma partição 
regular de fa, b] por a =x, x, ... x, = b então 


^ A I 
f, fede e Tt Lb + 280) 2 f) e 2f, y + 
€f) 


O termo trapezoidal provém do caso em que f(x) é * 


n$o-negativa em [a, b]. Conforme ilustrado na Figura 5.33, se 
P, € o ponto com coordenada-x x, no gráfico de y = f (x), então, 


para cada k= 1,2, ..., 4, os pontos do eixo-x com coordena» 


das-x x, €x, juntamente com P, , eP, , são vértices de um 3 


trapezóide 


^5 fis. d+ f(x) 


A soma das árcas desses trapezóides É a mesma que a soma na, ` 
Regra (5.36). Logo, em termos geométricos, a regra do trapézio BM 
nos dá uma aproximação da área sob o gráfico de f de a e bpor 5 
meio de trapezóides em lugar de retângulos associados às somas 4 


de Riemana. 


O próximo resultado nos informa sobre o erro máximo que 3 
pode ocorrer ao utilizarmos a regra do trapézio para aproximar 4 


uma integral definida. Omitimos a demonstração. 


ore T 


e oe einem ro deo 
ect o 
3 Mr: 
15d Vallis A efte ^ M(b-a)* à 
pava ol a trs ots MER 


X? 


EXEMPLO 1 
Use a regra do trapézio com n = 10 para obter uma aproximação 
df la. Estime o erro máximo na aproximação. 


SOLUÇÃO 


Convém dispor nosso trabalho como segue. Cada f(x,) foi obtido 
com uma calculadora c a precisão € de nove casas decimais. A 
coluna m contém o coeficiente de f(x.) na regra do trapézio 


(5.36). Assim, m = 1 para f(x ) ou f(x.) c mi = 2 para os restantes 
Fic) 


1818181818 
1,666666666 
1,535461538 
1,428571428 
1,333333334 
1,250000000 
1,176470588 
1,111111112 
1,052631578 
0,500000000 


05332333333 
0,769230769 
0,714285714 
0,6666566667 
0,625000000 
0,588215294 


ó a Ías à v tw e 6| » 
- MOM OM o Wo NON ON € 


- 
=> 


A soma dos números na última coluna é 13,875428052. 
Como , 
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Regra de Simpson (5.38) 


A 


deconte de (5.36) que 
1 1 
f . d = 35 (13875428062) ~ 0,693771403 


Pode-se estimar o erro na aproximação por meio de (5.37). 
Como f (x) = Ux, temos f'(x) = -t/z e f" (x) = 2/x?. O máximo 
de f" (x) no intervalo [1, 2] ocorre em x = 1, porque f" é uma 
função decrescente. Logo 


d. 
a» 


Aplicando (5.37) com M - 2, vemos que o erro máximo 
não supera 


ls 3-2 


22-1) 1 
200) "600 * 99? 


No Capítulo 7 veremos que a integral no Exemplo 1 é igual 
a0 logaritmo natural de 2, demotado por [n2, que é igual a 
0,693147181 com 9 decimais. Para obtermos esta aproximação 
pela regra do trapézio, necessitamos de um valor muito grande 
de n, 


A regra seguinte costuma ser mais precisa do que a regra 
do trapézio. 


Sejam f continwa em [a,b] e m um inteiro par. Definida 
uma partição regular por a =X ,X,, s , X, = b, então 


f: fix) drm 3 Ua) + Af) 42460) + flo) +. 
+ 2f Gy Af Qin) fixa] 


A idéia por trás da prova da regra de Simpsoa é que, em 
lugar de utilizar trapezóldes para aproximar o gráfico de f, 
utilizamos porções de gráficos de equações da forma 
y-cx! «dee, com c dee constantes; ou seja, utilizamos 
porções de parábolas ou retas. Se Pix, y), PG y) € 
P (x,, y) são pontos da parábola tais que Xy <x, €x, então 
levando em conta as coordenadas de P, P, e P, respecti- 
vamente, na equação y = cx? + dx + c, obtemos trés equações 
que podem ser resolvidas em relação a c,d ee. Como caso 
especial, suponhamos A, y,, y, € y, positivos, e consideremos os 
pontos P ih, y), PÃO, y,), € P (h, y,), conforme ilustrado na 


Figura 5,34, ~ 


l 


A área A sob o gráfico da equação, de -ha h, é 


A ` >. 4 s 
3 3 40f er desde [oe] = Saa o 


Como as coordenadas de P, (-h, y), P, (0, ye PU, y,) são 
soluções de y = cx? + dx + e, temos, por substituição 
Yor ch? -dhse 


y "e 


y," ch! «dhae 


y, + Ay, * y," Deh? + Ge 


h 
e A=30,+ ^r, * ») 


Transladando borizontalmente os pontos P, P, e P, coa- 
forme ilustrado na Figura 5.35, a área sob o gráfico permanece 
a mesma. Conseqüentemente, a fórmula precedente para A é 
verdadeira para quaisquer postos P,P, eP, desde que 
A" n 


Se f (x) x 0 em [a, b], então a regra de Simpson se obtén 
considerando a integral definida como a área sob o gráfico de 
f dea a b. Seja, pois, n um inteiro par, €  » (b — a/a. Dividamos 
(a, b] em n subintervalos, cada um de amplitude h, escolhendo 
números a =x, x,, ..., x, «b. Seja P (x, y,) o ponto do gráfico 
de f com coordenada —x, x, conforme ilustrado na Figura 5.36 


RANA» T a - —-- 
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Estimativa do erro para a 
regra de Simpson (5.39) 


HEP 

Se o arco por PP, e P, é aproximado pelo gráfico de uma “GR 

equação y = ex? + dx + e, então, como vimos, a área sob o gráfico " 
de f de x, a x, é aproximada por E wu 
h ; E B 

3 09* 4r, *»9 EM 

Se utilizarmos o arco por P, P, P,, então a área sob o gráfico E. É 
de f de x, a x, será aproximadamente OE. 

h A 
hotan) Eog 


Continuamos o processo até atingirmos o último terno de pontos Ñ E 
P, yP, P, € a aproximação correspondente da área sob o EE. 
gráfico: S 


WM 

h X Y 

304034 Det) ES ¿3 
Somando estas aproximagóes, vem 3 s 


^ t E: ] 
h En; EN 
f, f() dee A y nay Rd PRP o) E 5 


que é o mesmo que a soma em (5.38). Se é negativa para algum 3 E 
x em [a,b], então podem-se utilizar negativos de áreas para EMT. 
estabelecer a regra de Simpson, E A 

O resultado seguinte é análogo a (5.37). r yl 


Se $% é contínua e se M é um número real positivo tal 
que [f (x) | &M. para todo x em [a,b], então o emo 
decorrente da utilização da regra de Simpson não supera 


Mb = a)* 
1805 * 


EXEMPLO 2 


Use a regra de Simpson com n = 10 para obter uma aproximação -4 3 
1 e 
de A 3a. Estime o erro máximo da aproximação. | cia 


SOLUÇÃO 


Esta integral É a mesma considerada no Exemplo 1. Disponha- 
mos nosso trabalho como segue. A coluna m contém o coch. 2 
ciente de f(x,) na regra de Simpson (5.38). 


0,533333333 
0,769230769 
0,714285714 


1,250000000 
2357941176 
0,555555556 1111111112 
0,526315789 2,105263156 
0,500000000 0,500000000 


0 
1 
2 
3 
E 
5 
6 
7 
8 
9 


A soma dos números da última coluna é 20,794506918, Como 


b-a 2-1 
30 


decorre de (5.38) que 
f gf s) (20,794506918) ~ 0,693150231 
Ix 30 


Aplicaremos (5.39) para estimar o erro na aproximação. Se 
f(x) = lx, pode-se verificar que f(x) = 24/x*. O máximo de 
f(x) em [1, 2] ocorre em x = 1, e dal 


Us a 
Aplicando (5.39) com M «24, vemos que o erro máximo na 
aproximação não supera. 
242-1! . 2 < 00002 
180(10)* " 150000 * 
Note que este erro estimado é muito menor do que o obtido com 
a aplicação da regra do trapézio. 


Um aspecto importante da integração numérica é que ela 
pode ser usada para aproximar a integral definida de uma função 
descrita por meio de uma tabela ou um gráfico. A título de 
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Mustragho, suponhamos que deas quantidades físicas x e y este 
jam relacionadas conforme a tabela seguinte: 


1,5 20 25 30 35 40 
40 42 38 29 28 27 
A Figura 5.37 € o gráfico dos pontos (x, y). Considerando y cono 
função de x, digamos y = f(x) com f continua, então a integral 
definida f^ f(x) de pode representar uma quantidade física. 
Neste exemplo, a integral pode ser aproximada sem se conhecer 


wma forma explícita de f(x). Em particulas, pela regra do 
trapézio (5.36) com n = 6 e (b = a)(2n) = (4 - 1)12 0,25, en- 
uo 


* 
f, f) d 0,25 [3,1 25/0)  2(4,2) + 2(3,8) + 22,9)  2(2,8) + 2,7] 


eu f, fedi 103 


O námero de subdivisões é par, de modo que poderíamos 
aproximar a integral também por mejo da regra de Simpson, 


EXERCÍCIOS 5.7 
Exerc. 1-12: Obtesha uma aproximação da integral 1 
definida para o valor indicado de n, wtilizando (a) a 97 Japa dr gat 
regra de trapézio e (b) a regra de Simpson. (Use 
quatro decimais para aproximar cada f(x,) e arre- 
donde as respostas para duas casas decimais, sempre BIS f Vir dis aut 
que apropeiado), 
2 
! 
1 fe nas n-4 di f, PE id vs 
M d 
i: 10 de; - 
2 f 24 ned gef = we 
14 
3 f Qin neb mu f^ Vien de n=6 
“a 
4 f Qx*l)de n-6 ga f sa Vi dr, nag 
Es fias n=-6 Exercs. 13-16: Estime o esto máximo na aproxima- 
ção da integral definida para o valor indicado de a, 
ü pi usando (a) a regra do trapézio e (b) a regra de 
6 Dr nag Simpson. 


nf RU ETE nmd 
«fx Ex EE nes 
asf Zen ast 
wf iot. - 


Exerts. 17-20: Determise o menor inteiro n tal que 
o emo na aproximação da integral definida seja 
menos do que E (a) pela regra do trapézio e (b) pela 
regra de Simpnoa. 


17 f auto as E = 0,001 
LI 
E E ui 
18 f, es de E - 0001 
wf La E «0,0001 
mi 
Sr mn 
m f, Las E = 00 


Exercs. 21-24; Suponha que a tabela de valores de 
M. x c y tenha sido obtida . Supondo 
$° yef(ix)e f uma fusqáo contínaa, aproxime 


fd Hx) de por meio (a) da regra do trapézio e (b) 
d pela regra de Simpson. 
21 x.|20 25 3,5 

$ 3 3 


[8125 Use a regra do trapézio com (b -a)n = 0,1 para 
sostrar que 


P: TZ 


1926 Decore do que vimos no Capítulo 8 que 
Tar = ELS 
f oet 


Use este fato e a regra de simpson com a= $ para 

obter ama aproximação do valor de x com 4 decimais 

27 Se f(x) é um polinômio de grau inferior a 4, 
geove que a regra de Simpsoa dá o valor exato 
de f, fx) dx. 


mi E dlcalo com Circe la Analítico Cop. 5 


EN pandas f continua e f e $” ambas nko-negativas 


E E 
-———————————— dM TE ME. 


eo eno La, do] Prove que ff f(x) di € inferior à 
Sposi do dada pela regra do trapézio. 


DO 0 pablis alo Figura Foi registrado por um instru- 
mento elo pasa medir uma quastidade fisica. 
Foi m coordenadas y dos pontos do gráfico e 
aquestes a área de regido sombreada usando 


Loves nin fi) La) a negra do trapézio e (b) a regra 
LORD 


18 Um ligo artificial tem a forma da figura, com 
me nios eyuidistanies de 6 m. Use a regra 


IET, 


(veja a Definigio 5.29). Com o método dor seis 
pontos, fazem-se leituras da velocidade na super. 
ficie, nas profesdidades de 0,24, 0,44, 0,6k c 0,84; 
€ próximo no leito do rio, Usa-se então a regra 
do trapézio para estimar Y, Coes os dados da 


yim) -| 0 02x 04 0,6% ORE. k 
vmis) [0,28 023 0,19 0,17 0,13 0,02 


L mmi 


des trapério para estimar a área da superficie do EM Com refertacia ao Exercício 31, o fluxo de 


JM Um aspecto importante na adssinistracso da égua 
$8 bres de dados confiáveis sobre o fluso 
de comrente, que é o edencro de metros cúbicos 
“O qom pos uma seção braasversa da corrente 
e ne *? primero passo nesse cálculo é a 
determinação de velocidade média a ems dania- 
Ela dde a menos da ensepem do rio, Se k é à 
prolumbuleade de comente em um ponto a x metros 
¡ba margen e (y) é a velocidade (em m/s) a uma 
prolumindede de y metros (veja a figura), estão 


corrente F (em m"/ s) pode ser aproximado pela 
fóemula 


Fo, FM) de 


onde Mx) é a profundidade da comente a uma 
distância x metros da margem e L É o compel- 
mento da seção transversa, Com os dados da 
tabela abaixo, use a regra de Simpson para 
estimar F, 


3 6 9 .. 12 
0,51 073 161 211 
009 0,18 021 036 


ElExercs, 33-34: Use a regra de Simpson com n « 8 
para aproximar o valor médio de f no iatervalo dado, 


cam 
RU fede A [0, 4) 
M f(x) = Vcos x; 1, 1] 


GlExeres. 35-36: Se f € determinada pela equação 
diferencial dada e pela condição inicial J(0), apeo- 


xime f(1) utilizando a regra do trapézio com 
n» 10. 


3 f) En FO) = 1 


3 fl) vies: M0) =2 


A in 


5.8 EXERCÍCIOS DE REVISÁO 
Exeres. 1-42: Calcule 
JL m 2 f (+20 -ajde 
3 f 1004« 4 f $9? Qx - 1) de 
5 f (es 1 de 6 f itas 
La vip 
? f ü -20y x s [Uy de 
ce 

CA 10 f (P «4 de 
HfQG-2-5^)à& far Pa 
13 f (Ax + ya? 4 2c = TP de 

UT ' 
iu pm q, 15 (2x? - 38) de 


16 f (9? 4 x79) ae 17 f. VR de 


gd -x-6 we o 
i f 1,2 4 JE 
2 f! Vice Ts nf A 

EA À T rim 
nf Ela D f ENIT d 
uj Ac! Ve a 25 ff (ee 38i 1)de 


' 4 2 
af (rna 27 $, VS (x + VT) de 
E ê 
28 f (x Dx 2e 3) die 
-1 
29 f sen (3 - 52) de 30 fx cos (20) dx 
31 f cos 3 sen dx de ata a, 
à 
33 f S d 
M f 3.005 Zu — 5 sen 4n) di 
as f^ cosaVS ESTES de 
> 
36 f | (sen + cos xy de 
31 f sen 2e cob! x de 
38 f^^ (exe tga) sena) de 
3 f D, V 337 91 d 
40 f^ D, (cse) de 


41 DJ, Wer - 7) dr 


& p, f^ (P «di 
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Exercs. 43-44: Resolva a equação diferencial sajeita (b) Determine a velocidade após $ segundos. 
> (c) Determine quando a pedra atinge o solo. 


dy 
— e Át = 4; -4 ^. - 4 
Hu por $2 Dado (7. (É + 2x 5) dx, determine 


“Ps O HM = -8 A Ca e SA di 
Exercs. 45-46: Seja f(x) «9? para 25153, € teoresa do valor médio para integrais (5.28). 
pna Sekaan agamn m (b) o valor médio de x? + 2x - $ em [1, 4). 
45 Determine a soma de Riemann R, se f é avaliada 553 Calcule f VT XT de 

no ponto médio de cada sobimervalo de P. e 


46 Determine (2) Ap, e (b) Ape (a) a regra do trapézio com m = 5. 
Exercícios 47-48: Verifique a desipealdade sem (b) a regra de Simpson com m = $ 
calcular as integrais. (Use aproximações com quatro decimais pata 
NO CR M E D RA a 
xf S4 [va anf Pas fae decimis) 
e o 1 i 


154 Para controlas a polsição térmica de um são, um 
biólogo registra a temperatura (em *E) a cada 
bora, de 9 horas da manhã às $ da tarde, Os dados 

of fide « $ fe de- $ fajde- f, sudo coestam da tabela abaixo, 


Exercícios 49.50: Expresse como wena integral. 


sf ode- f fajde- f feos 


«f irae f. no 


me ^ |2 3 "E 
——— C E 
altera de 300 metros com velocidade inicial de  [Tompormtura 054 81,1 786 751 


10 m/s. 
Use a regra de Simpson e a Deficição (5.29) para 
(a) Determine a distkacia da pedra ao solo após estimar a temperatura médis da água entro 9 da 
t seguedos. manhã e $ da tarde, 


A f, Capítulo 6 
E- Zn. APLICACOES 
* ^"  DAINTEGRAL DEFINIDA 


INTRODUÇÃO 


Neste capítulo abordaremos algumas aplica- 
ções da integral definida. Começaremos re- 
considerando a aplicação que motivou a 
definição deste conceito matemático — à 
determinação da área de uma região do plano 
xy. Em seguida, usaremos imegrais definidas 


realizado por uma força variável, momentos 
€ centro de massa (ponto de equilíbrio) de 
wma chapa plana. A razão da aplicabilidade 
da integral definida é que cada uma dessas 
quantidades é expressável como um limite de 
somas. Além disso, diante do grande número 
de oulras quantidades que podem expressar- 
se desta maneira, não há um fim para os tipos 
de aplicação. Na última seção ilustraremos a 
versatilidade da integral definida, consideran- 
do uma diversidade de aplicações que in- 
cluem: determinação da força exercida pelo 
petróleo sobre a parede de um tanque, avalia- 
ção do desempenho cardíaco e fluxo samgúl- 
nco nas artérias, estimação do patrimônio 
futuro de uma empresa, cálculo da espessura 
da camada de ozônio, determinação da quan- 
tidade de gás radon em uma casa e determi- 
nação do consumo de calorias em um 
exercício em bicicleta, 


À medida que avança neste capítulo, e 
sempre que o leitor encontrar integrais defi- 
nidas em cursos aplicados, deve ter em mente 
as nove palavras: limite de somas, limite de 


somas, limite de somas, 
—— 


l———— 
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Figura 6.1 


Se uma função f € contínua e f(x)» 0 em [a,b], então, pelo 


a área da região sob o gráfico de f de a a b é 
dada pela integral definida f f(x) dx. Nesta seção, coasiderare- 
mos à região que está entre os gráficos de duas fuegúes. 


Se f e g sio continuas e f (x) » gix) > aged à 
então a área A da região R, limitada pelos gráficos 
Í,8,x = a € xu b (veja a Figura 6.1), pode ser calculada sobirain- 
do-se a krea da região sob o gráfico de y (fronteira inferior de R ) 
da área da região sob o gráfico de f (fronteira superior de R), como 
segue: 


Am f F6) dc- f etdin f fi) gta) 


Esta fórmula para A também é válida se f ou g é negativa para 
algum x em [a,b]. Para verificar, cscolhamos um número 
genetivo d inferior so valor mínimo de g em. [a, b), conforme 

lustrado na Figura 6.2(i). Em seguida, consideremos as funções 
Í, € gw definidas como segue: 


f, - fe) - d « fi) +14] 
gU) = gl) -du g() « [4| 


Os gráficos de f, e g, podem ser obtidos deslocando-se vet- 
licalmente os gráficos de f e g de uma distância |d| Se A é à 
área da região na Figura 6.2 (ii), então 


A» f 0) - n, ds 
-f e-d- isto d) 


` 


Teorema (6.1) 
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h = fito elo] da 


Podemos resumir nossa discussão como segue, 


Sc feg são continuas e f (x) = g(x) para todo x em [a, b]. 
então à Área A da região delimitada pelos gráficos de 
SAS | 


Yirpa see 


A f UGD-rtl)de es 


br 


pu in 


A fórmula de A no Teorema (6.1) pode ser interpretada 
como um limite de somas. Fazendo A(x) = f(x) - g(x) e se w 
está em fa, b], então fr (w) é a distância vertical entre os gráficos 
de f c g para x ^w (veja a Figura 6.3). Tal como em nosso 
estudo das somas de Riemann no Capítulo 5, seja P uma partição 
de [a, b] determinada por a = x, x,, ..., x, = b. Para cada k, seja 
Ax, mN, A, p Seja w, um número arbitrário no &** subinter- 
valo [x, _,,x,] de P. Pela definição de A, 


h(w, ) Ax, = iwp- gov] Ax, 


que é a área A do retângulo de comprimento fív,) - g(w,) e 
largura Ax, exibido na Figura 6.4. 


Figura 6.4 


A soma de Riemamn 


i hiw ) Ax, = Y Len, ) = ew, )] Ax, 
L] 
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€ a soma das áreas dos retângulos na Figura 6.4 e é, assim, uma 
aproximação da área da região entre os gráficos de f e gde a a 
b. Pela definição de integral definida, 


lim Y (tw) Ax, -f hx) d 


11. £ 


Como Alx) = f (x) — g(x), obtensos o seguinte corolário do 
Teorema (6.1). 


S slim.) AA f uo = g(x)) dx 
— è t q e e 


Podemos utilizar o seguinte método intuitivo para lembrar 
esta fórmula de limite de somas (veja a Figura 6.5). 


1. Use de para a largura Ax, de um retângulo vertical típico. 

2. Use f(x)- gix) para o comprimento f(w,) - g(w,) do 
retângulo. 

3, Encare o símbolo f' como um operador que toma um limite 
de somas das áreas retangulares [f (x) = g(x)] dx. 


Este método pos permite interpretar a fórmula da área no 
Teorema (6.1) como segue: 


limite comprimento de Largura de 
de somas um retângulo um retângulo 


Ao usar esta técnica, visualizamos a somação de áreas de 
retângulos verticais, percorrendo a região da esquerda para a 
direita, Mais adiame nesta seção consideraremos tipos diferentes 
de regiões, 20 determinarmos áreas utilizando retângulos Moi- 
zontaís e integrando em relação a y. 


Designemos por região R, uma região (para insegração em 
relação a x) que esteja entre os gráficos de duas 
y = f(x) e y = g(x), com f e g contínuas e f(x) » g(x) para todo 
x em [a, b], onde a e b são, respectivamente, a menor e a maior 
coordenada-x dos pontos (x, y) na região. As regiões exibidas 
nas Figuras 6,1 a 6.5 são regiões R. Várias outras regiões estão 
esbogadas na Figura 6.6. Note que os gráficos de y = f(x) e 
y = g(x) podem interceptar-se uma ou mais vezes; entretasto, 
f(x) = gx) em todo o intervalo. 


Figura 6.6 Regiões Ri- 


As seguintes diretrizes podem auxiliar a resolução de 
problemas. : 


Diretrizes para achar a área 


a a região, designando por y = f(x) a fronteira 
de uma rogláo Rx (6.3) 


e ya g(x) a fronteira inferior. Achar o 
X jd É o valor x = b dos pontos (x, y) na 


3º speed” à área e do retângulo da diretriz 2 como 
OO 
b Manstu speal Jur é 
PE Y Aplicar o “ope ee limite de somas f à expressão na 
18 pel in okue db» m 


riz 3 e calcular a in M 


UN 


EXEMPLO 1 

Achar a dica da regido delimitada pelos gráficos das equações 
y-dey-vx. 

SOLUÇÃO 

Seguindo as diretrizes 1-3, esboçamos o gráfico, soqulando à 


região, e exibimos em retângulo vertical típico (veja a Figura 
6.7). Os pontos (0, 0) e (1, 1) em que os gráficos se interceptam 


Figura 6X 


podem ser achados resolvendo-se simultaneamente as equações ^ E; 


yx cy» Vx. Referindo-se à figura, obtemos: 


fronteira superior: y = Vx 
fronteira inferior: y = x? 
largura do retângulo: dx 
comprimento do retângulo: Vx - x? 
área do retângulo: (Vx — x?) dx 


Recorremos em seguida à ae 4 com a-0cb=1, 


lembrando que a aplicação de f à expressão (VT - ea 


significa tomar o limite de somas de áreas de retângulos vertical." 
Esto mos dá 


A» [| (9) dco f Q9 i) dn 


EXEMPLO 2 


Achar a área da região delimitada pelos gráficos de E 


y*x -6ey*2x-3- 0. 


SOLUÇÃO 


A Figura 6.8 representa a região e um retângulo típico. Os pontos E 
de imterseção (-1,5) e (3, -3) dos dois gráficos podem ser ` 

Obtidos resolvendo-se simultaneamente as duas equações dadas. 2 
Para aplicar a diretriz 1, designansos por y = fla) e y = g(x) as 7 


Fronteiras superior e inferior, respectivamente. Resolvemos então 


cada equação em relação a y em termos de x, conforme Figura Ja 


6.8, Isto pos dá: 


fronteira superior: y «6 - x 
fronteira inferior: y «3 — 2x 
largura do retángulo: dx 
comprimento do retângulo: (6-7) - (3 - 2x) 
área do retângulo: [(6 x^) = (3 = 2x)] de 


Aplicamos em seguida a diretriz 4 com a«-1eb3, 


admítindo f?, como um operador que toma um limite de somas $ 


de áreas de retángulos. Assim 


a E LM 


Figura 6.10 


A» f. 16-)-G-20]á% 
-f 09-2294 
E 3 
-fe- 3 + 3 


-[9-T«9]-1-3-C D 1] 22 


O exemplo a seguir mostra que às vezes é mecessário 
subdividir uma região em várias sub-regióes R, e utilizar então 
mais de uma integral definida para achar a área, 


EXEMPLO 3 


Achar a área da região R delimitada pelos gráficos de 
y-x*46,y-x -0c2y*x- 0. 


SOLUÇÃO 


A Figura 6.9 exibe os gráficos e a região. Cada equação foi 
resolvida cm relação a y em termos de x, e as fronteiras foram 
sotuladas de acordo com a dirptriz 1. São observados retângulos 
verticais típicos estendendo-se da fronteira inferior à fronteira 
superior de R. Como a fronteira inferior consiste em porções de 
dois gráficos diferentes, não se pode obter a área utilizando 
apenas uma integral definida. Todavia, dividindo R em duas 
sub-regióes R, R, c R, conforme Figura 6.10, é possível deler- 
minar a área de cada uma c somá-las. Disponhamos nosso 
trabalho como segue. 


REGIÃO R, REGIÃO R, 
fronteisa superio: y=x+6 yex+6 
frosteira inferior: y = x ye 

largura do 
retângulo: dx dx 
comprimesto do 
retângulo: (x46) - (71x) (x6) -x? 


área do retângulo: [(x + 6) - (- !x)] dx [lx +6) - x*| dx 
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Figura 6.11 


Figura 6.12 


Aplicando a diretriz 4, oblemos as áreas A, e A, de R, e Ry 


A, eff 9) (tu) de 


o 
Saf) ad 
- 0) - (12-724) = 12 
A frc 6) dde 
2 
[7-5] 


-(2412-4)-0- 10 
A área A de toda a região R é 
A=A,+A,=124 10422 


Agora que já calculamos muitas integrais semelhantes às 
do Exemplo 3, poderemos algumas vezes apenas estabelecer a 
integral, isto é, expressá-la na forma adequada sem determinar 
sea valor numérico, 


Ao considerarmos uma equação da forma x = f(y),coetinaa 
para c s y < d, estamos na realidade invertendo os papéis de x € 
y, admitindo y como a variável independente e x como a variável 
dependente. A Figura 6.11 exibe um gráfico típico de x = f (y) 
Note que, se se atribui um valor w a y, então f(w) é uma 
coordenada-x do ponto correspondente do gráfico 


Uma região R, é uma região que está compreendida entre 
os gráficos de duas equações da forma x = fly) e x= g(y), com 
J € g contínuas, e f (y) = g(y) para todo y em fc, d], onde c € 
d sho, respectivamente, a menor e a major coordenada-y dos 
pontos da região. A Figura 6,12 ilustra ema tal região. O gráfico 
de f é a fronteira direita da regido, e o gráfico de g é a fronteira 
esquerda, Para qualquer y o número f(y) - g(y) é a distância 
horizontal entre essas fronteiras, conforme Figura 6,12. 


Podemos utilizar limites de somas para achar a área A de 
uma região R . Começamos por escolher pontos do cixo-y com 
coordenadas.y c «y, Y, -- y, "d, obtendo uma patição do 
intervalo [e, d] em subintervalos de amplitede Ay, = y, — y, , 
Para cada k escolhemos um número w, em [y, ,, y] e conside 


UJ 
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ramos retângulos horizontais de áreas [f (w,) - g(w,)] Ay,, con 
forme ilustrado na Figura 6.13. Isto conduz a 


A tia SU tv) - eiw) y, = f 110) - 0) dy 
-. 1 * 


A última igualdade decorre da definição de integral definida, 


Figara 6.13 


Utilizando notação análoga à das regiões R, representamos 
a largura Ay, de um retângulo horizontal pot dy e o comprimento 


É fw) - glw,) do retângulo por f(y) - sy) nas diretrizes seguintes 


r^ Esbogar a região, designando por x = f (y) a fronteira 
direita e por x = g(y) a fronteira esquerda, Determinar 
uL b menor valor y«c e o maior valor y «d entre os 


pontos (x, y) da região. 

2.. Desenhar um ap CRTR a NÉ 

* sua kargura por dy. 

3^ a área do retângulo me diretta 2: como 
< 10-801 dy 


4 ES td lie enc É à expressão na 
diretriz 3 e calcular a integral, 


q Na diretriz 4 visualizamos a somacio de áreas de retângulos 
horizontais movendo-se do ponto mais baixo da região para o 
ponto mais alto 


i 
E ^y 
E 
q . 
Q ~ 
: 
E À 
E é 
- 
I 
' 
" t 
+ o 
Lj - x 
" ivan cais r E 
m: ALIAS J: E A dla 
ro E ai VII > dd TW 
I EN E e 
? j 
> ' 
. 
i 


erre. 
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Pigura 6.14 


Figura 6,15 


EXEMPLO 4 .; 


Achar a área da região delimitada pelos gráficos das equações $ 
2y -x «4e yl e x. ; 


SOLUÇÃO " 


A região está ilustrada nas Figuras 6.14 e 6,15, A Figura 6,14 4 
ilustra o uso de retângulos verticais (integração em relação a x), $ 
€ a Figura 6.15 ilustra o uso de retângulos horizontais (integração 
em relação a y). Com relação à Figura 6.14, vemos que são 
necessárias várias integragbes em relação a x para calcular a área. % 
Todavia, pela Figura 6.15, necessitamos de apenas uma integra. - $ 
ção em relação a y. Aplicamos assim as diretrizes (6.4) e` 
resolvemos cada equação em relação a x em termos de y, = 
Referindo-nos à Figura 6.15, obtemos: 


fronteira direita: x = y? 
fronteira esquerda: x = 2y* - 4 
largura do tetángulo: dy 
comprimento do retângulo: y? - (2y? - 4) 

área do retângulo: [y? - (2? - 4)] dy 
Poderiamos agora usar a diretriz 4 com c= -2e d= 2, obtendo * 
A pela aplicação do operador f a-o- Outro 3 
método consiste em utilizar a simetria da região em relação ao 4 


cixox e achar A duplicando a árca da parte situada acima do 4 
eixo-x; 


sf 1 Q9 - 914 


-2f 8-54 


1 
-2 y 


-2(8- 9). 9 


Em toda esta seção admitimos que os gráficos das funções 7 
(ou equações) não se interceptam no istervalo considerado. Se 3 
os gráficos de feg se cortam em um posto P(c, d), com 2 
a<e<b, e se desejamos achar a órea- delimitada pelos gráficos E 
de x-aax«b, então os métodos estabelecidos nesta seção 3 
ainda podem ser utilizados, mas serão necessárias duas integra: 4 
ções — uma correspondente ao intervalo [9,c] € a outra 36 


A Aplicsifer de inegrel definida 297 
y intervalo (c,b]. A Figura 6.16 ilustra este fato, com 
— f(x) » g(x) em fo, c] e g(x) x f (x) em (c,b) A área A é dada 
AO MNA is 
AP NUMAE AA Ay f UG) - rt] de f fe) $00 ás 
: 1 Se os gráficos sc cruzam mais de uma vez, podem ser necessárias 
E io várias intcgracócs. Problemas em que os gráficos se interceptam 


“” 


A o oa 
Esforço (percestual) 


Figura 6.17 Diagrama tessio-coforjo 
para material elástico. 


aparecem nos Exercícios 31-36. 


Em pesquisas científicas, uma quantidade física costuma 
ser interpretada como uma área. Um exemplo disto ocorre na 
teoria da elasticidade, Para testar a resistência de um material, 
o pesquisador registra os valores da tensão que correspondem a 
diferentes cargas (esforços). O esboço da Figura 6.17 é um 
diagrama típico tensáo-carga para uma amostra de um material 
elástico como borracha vulcanizada. (Note que os valores da 
tensão estão na direção vertical.) Atentando para a figura, vemos 
que, à medida que a carga aplicada ao material zumenta, a tensão 
(indicada pelas setas na parte pontilhada) aumenta até que a 
distensão do material atinja seis vezes o seu tamanho. À medida 
que a carga decresce, o material elástico volta ao seu compti- 
mento original, mas náo percorre novamente o gráfico original, 
obtendo-se, cm seu lugar, o gráfico de linha contínua, Este 
fenómeno € chamado histerese elástica. (Fenómeno análogo 
ocorre po estudo de materiais magnéticos, onde é chamado 
histerese magnética.) As duas curvas da figura constituem um 
lago de histerese para o material. A área da região delimitada 
por este laco é mumericamente igual à energia dissipada dentro 
do material elástico (ou magnético) durante o teste. No caso da 
borracha vulcanizada, quanto maior é a Área, melhor é o material 
para absorver vibrações. 
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EXERCÍCIOS 6.1 


Exercs, 1-4; Estabeleça uma imegral que possa 
ser usada para determinar a área da regido sombecada. 


Exerex, 5-22: Esboce a região delimitada pelos gráficos das equações e calculo sua área. 


5 yo; 
6 x+y-3 
Ty de: 


8 y24- xh 


LI 


ys Vue; 
10 yn 
"u P a-i 


a x" y; 


y-s=% 
, 


y - dr 
yer 3 
y=5 
y- 


yá: xf 2-2. 
yan 


1-y=4; y=-l; y=2 


ya- y=3 


13 


yesos 
sy; 

x dy - y, 
xy 

yer -x 
peroba, 
zey ty -3y, 
1% - y; 


y «x22 


x-y-2 


£ 23y-x€3 
b any; 


F G) yain; y-0 


n ys 9; y-0 15 


Exercs, 23.24: Ache a dica da região entre os 
gráficos des duas equações de x = Ô a x = x. 


TOL y=l+cos]a 


My-4 ecos y=3sen)x 


Exerc, 25-26: Estabeleça somas de integrais que 
sirvam para achar » área da região sombreada, 
imegrando em relação a: (a) x e (b) y. 


Exeres, 27-30: Estabeleça somas de integrais para 
achar a área da cegião delimitada pelos gráficos des 


b equações, integrando em relação a: (a) x € (b) y. 


27 y = Vx; E xl; xed 


4 28 y«1 - x yex-l 


1) +3 
z= -4 


Cop 6 de 3 


Exeres. 31-16: Ache a íeea de regilo come os 
gráficos de f € g para x resurito so intervalo dado. 


A gde E 


Rod gr 11,4) 

Dad A [-1,3) 
M fi) «€; su); (-1,2] 
A$fü)esemz; gajecon — [02x] 
36 f(x) = sen x. si) =); [0, 2/2] 


Exeres, 37-38: Seja R a regido delimitada pelo 
gráfico de fe o cixo-x de x ea a 1 e b. Estabeleça 
uma soma de integrais, que não contcsha o simbolo 
de valor aibyoleto, para calcular a área de R. 


9 fak- árts > aT bo? 
(S83) flo) - i e 2 + ae, b=4 


39 A figura exibe sm diagrama específico carga-ten- 
são (veja o último parágrafo desta seção). 


(esfosço) 


Estime as cocedenadas-y c aproxime a deca da 
tegiko delimitada pelo laço de histerese, usando, 
com n - 6, 


(a) a regra do trapézio 
(b) a regra de Simpson 

40 Supoaha que os valores funcionais de f e y de 
tabela abaixo tesham sido obtidos empisicamen 
te. Admiindo f c y camisas, obtesha uma 


aproximação da deta entre seus próficos de 
q X^ Y a x e, usando, com n = 8, 


ESTELLE nano ooo ---- 
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la) a regra do trapézio Eat Faça o gráfico de f(x) =| - 012 -08x 4 131% 
$i em [-1,5; 1,5]. Estabeleça uma soma de integrais, $ 
Wis segon de Blan que não contenha o símbolo de valor absoluto, é 74 
que permita aproximar a área da região delimita, ¿3 
da pelo gráfico de f, pelo eixo-x e pelas retas 13 
x--15exe1,. US 


R4? Grafe, nos mesmos tixos f(x) = se x NS 
gi) - x -x402 para -2x:22. 
uma soma de integrais que permita lies uma 1% 
aproximação da área da região delimitada pelos “É 
gráficos. m 


6.2 SÓLIDOS DE REVOLUÇÃO 


O volume de um objeto desempenha papel importante em muitos -r 
problemas nas ciências físicas, tais como determinação de E, 
centros de massa e de momentos de inércia. (Estes conceitos "25 
sesão estudados mais adiante.) Como é dificil determinar o Y 
volume de um sólido de forma irregular, começaremos com '* 
objetos que apresentam formas simples. Incluídos nesta categoria > 
estão os sólidos de revolução, estudados aqui e na próxima seção. 4 


Se uma região revolve em tomo de uma reta no plano, o 8 
sólido resultante é um sólido de revolução; dizemos que o sólido 7m 
€ gerado pela região. A reta é um eixo de revolução. Em 4 
particular, se a região R exibida na Figura 6.18(i) revolve em E 
torno do eixo-x, obtemos o sólido ilustrado em (ii) da figura. $ 
Como caso especial, se f € uma função constante, digamos 4 
f(x) = k, entho a região é retangular e o sólido gerado é um “HR 
cilindro circular reto. Se o gráfico de f é um semicírculo com 
extremidades de um diámetro nos pontos (a, 0) e (b, 0), entáo o. ` 
sólido de revolução € uma esfera. Se a região é um triângulo 
retângulo com base no cixo-x e dois vértices nos pontos 4 
(a, 0) e (b, 0), com o Angulo reto em um desses pontos, o sólido $ 
gerado é um cone circular reto, i ; 


Se um plano perpendicular ao cixo-x intercepta o sólido da 
Figura 6.18(ii), obtém-se uma seção transversa circular. Se, 
conforme indicado na figura, o plano passa pelo ponto do eixos 
com coordenada w, entáo o raio de círculo é f(w) e daí a sua 
área é n[f (w)]". Chegaremos a uma definição do volume de um 
tal sólido de revolução utilizando somas de Riemann. 


Panticiomemos o intervalo fa, b], como fizemos para áreas $ 
na seção precedente, e consideremos os retângulos ma Figura 2 
6.19(i). O sólido de revolução gerado por esses retângulos tem - 


Dofinição (6.5) 


a forma indicada em (ii) da figura. Começando com a Figura 
6.23, removeremos partes dos sólidos de revolução para auxiliar 
na visualização de porções geradas por retângulos típicos. Com 
respeito a essas figuras, é bom lembrar que o sólido se obtém 
pos uma revolução completa em torno de um eixo, e não por 
uma revolução parcial. 


Note que o k% retângulo gera um disco circular (um 
cilindro circular) com raio da base f (w)) e altura (espessura) 
Ax, 9 x, —x,. ,. O volume desse disco é a área da base vezes a 
altura — isto é, n[f(w,)J Ax, O volume do sólido exibido na 
Figura 6.19(ii) € a soma dos volumes de todos esses discos. 


X ACAENA 


Esta soma pode ser vista como uma soma de Riemann para 


* nif (x). Se a norma [| P ds partição está próxima de zero, 


entáo a soma deve estar próxima do volume do sólido. Assim, 
€ natural definirmos o volume do sólido de revolução como um 
limite de tais somas. 


Seja f continua cm [a, b], c seja R a região delimitada pelo 
gráfico de f pelo cixo-x e pelas retas verticais x «a € x = b, 
O volume V do sólido de revolução gerado pela revolução de 
R em tomb do eixo-x é . 


IA EL + 


Vim Y ir agf aff (OP dx 


a ii MÀ e — 


O fato de que o limite de somas mesta definição é igual a 
ni a[f (OJ dx decorre da definição de integral definida. De modo 
geni, não especificaremos as unidades de medida de volume. 
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Figura 6.20 


Definição (6.6) 


Se a medida linear é polegada, o volume será dado em polegadas 
cúbicas. Se x é medido em centímetros, então V será expresso 
em centímetros cúbicos (cm?) elc. 


A exigência f(x)z O foi omitida intencionalmente na 
Definição (6.5), Se f é negativo para alguns valores de x, como 
na Figura 6.201), c se a região delimitada pelos gráficos de 
f,x=aex=b, eo cixo-x revolve em torno desse cixo, obtemos 
o sólido exibido em (ii) da figura. Este sólido é o mesmo que o 
sólido gerado pela revolução, em tomo do eixo«r, da região sob 
o gráfico de y = f(x) de a a b. Como |f(x)P = (f(x), o limite 
da Definição (6.5) nos dá o volume, 


Invertamos agora os papéis de rey e façamos a região 
R, da Figura 6.21(i) girar em torno do cixo»y, gerando o sólido 
ilustrado em (ii) da figura. Pasticionando o intervalo-y [c, d] e: 
usando retângulos horizonrgis de largura Ay , e comprimento 
&g(w,), o mesmo tipo de raciocínio que originou (6.5) conduz-nos 
à seguinte definição. 


NR 


ar (006 pv 


DEUS 


! 4 e limo; 
A gi TS 
Como podemos fazer uma região girar em torno do eixo-x, 
do eixo-y ou de qualquer outra reta, não é aconselhável memo- 
rizar simplesmente as fórmulas de (6.5) e (6.6). É preferível 


memosizar a seguinte regra geral para achar o volume de um 
disco circular (veja a Figura 6.22). 


Volume V de um 
disco circular (6.7) 


Diretrizes para achar o 
volume de um sólido de 
revolugáo utilizando discos 
(6.8). 


Figura 6.22 


Ao lidarmos com problemas, aplicaremos o metodo intui- 
tivo desenvolvido na Seção 6.1, substituindo Ax, ou Ay, por dx 


ou dy etc. São úteis as seguintes diretrizes. 


Esbogar a região R a ser revolvida e rotular as 
fronteiras. Exibir um retângulo típico vertical de 
largura dx ou um retângulo horizontal de largura dy. 
Esboçar o sólido gerado por R € o disco gerado pelo 
Erg io dod 
es are 

mo cid dede 

4 a Usar (6.7) D para pa te uma da yara o volumne do 

TÁ ta) Efe 

S "Aplicar" d "oper 


RAN alo ds os EUN 
expressão pa diretriz 4 c calcular a integral. 


EXEMPLO 1 


A região delimitada pelo eixo-x, pelo gráfico da equação 
y =x +1 e pelas retas xe =] e x=1 gira em tomo do cixo-x. 
Dandia d veleros do nilo resultante. 


SOLUÇÃO 

Conforme a diretriz 1, esboçamos a região c exibimos um 
retângulo vertical de largura dx (veja a Figura 6.234i)). De acordo 
com a diretriz 2, esbocamos o sólido gerado por R e o disco 
gerado pelo retângulo (veja a Figura 6.23(ii). De acordo com as 
diretrizes 3 e 4, observamos o seguinte: 


espessura do disco: «de 
raio do disco: x!« 1 
volume do disco: m(x? + 1)! de 


— 0 
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Figura 6.24 


Figura &24 


Poderíamos em seguida aplicar a diretriz $ com a = -1 e be be], 
y 

para obter o volume V considerando f um operador que toma um 
-t 


limite de somas de volumes de discos. Outro método consiste em 
usar a simetria da região em relação ao cixo-y e achar V aplicando 


f amb? 1) de e duglicando o reido. Asim, 
V» f ste yin 
-2 f x65 «22 + 1) de 
0 
ÓN Y 
64 
"2n 1e 1) Eme 107 


EXEMPLO 2 


A região delimitada pelo eixo-x e pelos gráficos de 
yd, y - 10 y - 8 gira em tomo do cixo-y, Determine o volume 


. do sólido resultante. 


` SOLUÇÃO 


A Figura 6.24 € um esboço da regio e do sólido, apresentando 
também um disco gerado por um retásgulo horizontal típico. 
Como desejamos integrar em relação a y, resolvemos a equação 
y «X! em relação a x em termos de y, obtendo x = y". Note os 
seguintes fatos (veja as dirctrizes 3 e 4): 


espessura do disco: dy 
saio do disco: y"? 
volame do disco: aly} dy 


Finalmente, aplicamos a diretriz 5 com c = 1 e d = 8, considerando 
fi um operador que toma um limite de somas de discos: 


v-f sy) dy en f dran a 


” 
! 
+ 


£ 
t iod LA at ad ad 1-7 n m 58,4 
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Consideremos em seguida uma regiño R do tipo ilustrado 
na Figura 6.25(i). Se esta região gira em torno do cixo-x, obtemos 
o sólido ilustrado em (ii) da figura. Note que, se g(x) > 0 para 
ra todo x em [a, b], há uma abertura através do sólido. 


O volume V do sólido pode ser obtido subtraindo-se o 


volume do sólido gerado pela menor regido do volume do sólido 
gerado pela maior região, A Definição (6.5) nos dá 


5 va f K de fx into deu f GT - e) de 


A última integral admite uma interpeciação interessante como um 
limite de somas. Conforme ilustrado na Figura 6 25(ui), um retângulo 
vertical que se estende do gráfico de g ao gráfico de f, pelos pontos 
com coordenada-x w,, gera um anc] sólido cujo volume é 


nif iw) Ax, - me) Av, = (LU v)F = leon) A, 


Somando os volumes de todos estes anéis e tomando o limite, 
obtemos a integral definida desejada. Ao resolver problensas 
deste tipo, é conveniente usar à seguinte regra geral: 


o e d | V -aj(raio exterior - (alo interior? - (espessura) | 


Um erro comum na aplicação de (6.9) consiste em tomar 
o quadrado da diferença dos raios em lugar da diferença dos 
quadrados. Note que 


volume de um anel » n[(raio ext.) = (raio int.)]" - (espessura) 
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Figura 6.26 


Podem-se estabelecer diretrizes semelhantes a (6.8) para 
problemas que envolvem anéis. As principais diferenças são que 
ma diretriz 3 determinamos expressões para o raio exterior e o 
saio interior de um anel típico, e na diretriz 4 utilizamos (6.9) 
para achar uma fórmula para o volume do anel, 


EXEMPLO 3 


A regiáo delimitada pelos gráficos das equações, =y-2e 
2y =x = 20 e pelas retas verticais x =D cx = 1, gira em tomo 
do ebxo-x. Determine o volume do sólido resultante. 


SOLUÇÃO 


A Figura 6.26(i) € um esboço da região c exibe um retângulo 
vertical típico, Como desejamos integrar em relação a x, resol- 
vemos as duas primeiras equações em relação a y em termos de 
x obtendo y «x! +2 € y = 1x + 1. O sólido e um anel gerado pelo 


retângulo estho ilustrados em (iH) da figura. Aplicando (6.9), 
obtemos o seguinte: 


espessura do anel: dx 
raio exterior: x! + 2 
mio interior: lx+1 


volume: ni +2) - (Lx + 17] de 
Usamos um límite de somas de volumes de anéis apli- 
1 


cando f : 


Ve f lié «29 - x 1?) dx 


nf 6613 3) de 
ü LI 


esp af 2] 79x 
-afs 3 (5)- 2 "| - 20 7124 


EXEMPLO 4 


Calcular o volume do sólido gerado pela rotação da região 
descrita no Exemplo 3 em torno da reta y= 3, 


SOLUCÁO 


A regido e um retângulo vertical típico estão reesboçados na 
Figura 6.27(i), juntamente com o cixo de revolução y= 3. O 
sólido e um aec] gerado pelo retángulo estão ilustrados em (i) 
da figura. Notamos o seguinte: 
espessura do anel: dx 
rajo exterior: 3 - (+ 1)= 2-1! x 
raio interior: 3- (2 «2)- 1-2 
volume: x [(2 = 1x - (1 - Y] dx 


10) (ii) 


=3 
yulxs p 3-042) 


E 


3 (dx + 1) 


Figura 6.27 


Aplicando o operador liie de somas f" , obtemos o volume: 
v- f «(2-139 - 1 8))4e 


saf (3-2 +38 it) de 


9(x x] sta 
Did RR E) $ |- 20 - 8,01 


EXEMPLO 5 


A região do primeiro quadrante delimitada pelos gráficos de 
y=} ey=2x gira em tomo do cixo-y. Determine o volume 
do sólido resultante. 


..eensannannannnana =... 


B" A A uuw-———————— A 9 c—X 


w SOLUÇÃO ; 


A Figura 6.28(1) exibe a região e um retângulo horizontal típico. = 
Desejamos integrar em relação a y e assim resolvemos as D 
equações em relação a x em termos de y, obtendo E 


x=ly e x=2y" 


gerado pelo retângulo. Temos: 
espessura do anel: dy 
sado exterior: — 2y'^ 
raio interior: 1 y 


volume: (2797 -Qxy]dr- ty À 


Aplicando o operador limite de somas y obtemos o volume: b 
Figura 628 Ve fL sa? - 1)4y 


a E ido proa 


EXERCICIOS 6.2 


laeres, 1-4: Estabeleça uma integral que possa ser 
tela para calcular o volume do sólido obtido pela 


votas de dla área sombreada em tomo do eixo indica- 
ihe 


A Figura 6.28(ii) ilustra o volume gerado pela região e o anel E 


Exercs. 5-24: Esboce a região delimitada pelos 
gráficos das equações e calcule o volume do sólido 
gerado pela revolução de R em tomo do eixo 
indicado. 


5 y= lr, x], 1-3, y «0; tixo-x 


6y- Vr 4-4,  y=-0; eixo-x 
Ty-Xx-4An y=0 eixos 
Bye, 1-2, y= eivor 
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Iyad, © yel eixo-y 
10 y = ix, y*l ye3 1x0, cixo-y 
BM xedy-yl 1 cixo-y 
12 yex, ye3 x-0; tixo-y 
Dyk, y-4- al . eixo-x 
M xe y, a à ' eixo-x 
J5 y «x; x+yuád, x«Q eixo-x 
16y-(x-1P «1, per 1P+% eixo-x 
yer yen eixo-y 
18 y= 2x, yes? eixo-y 
19 x - y, 1-y-2 cixo-y 
20x*y-1,  x-ye--l 122 cixo-y 


28 y5en2x, x «0, Kem, pol; eixo«x 
(Sugestão, Use a fórmula da metade do ángulo.) 
22 y-1+0053%, xml, 


xe-2n, i y-0; cixo-x 
4 

(Sugestão: Use a fórmula da metade do Angulo.) 
23 y « sen x, y-c05x, 

x-Ü, xn eixo-x 

(Sugestão: Usc a fórmula do kngalo deplo.) 
24 y = sec x, y=sax, x «0, 

x=; elxo-x 


Exercs. 25-26: Esboce a regido delimitada pelos 
gráficos das equações c ache o volume do sólido 
perado pela revolução de R em tomo da reta dada, 


25 y €, y-4 
(a) y=4 w) y= 
()x-2 (0d) 1-3 

26 y-vx, y-0, x-4 
(ax-4 — (xe6 
(Qy-2  (Dye-4 
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Exeres, 27-28: Estabeleça uma integral que per- 
mita achar o volume do sólido gerado pela 
revolução da área sombecada em tomo da reta 
la) y * -2, (b) y= 5, (c) x ^7 € (d) x *- 4. 


x 


Exeres. 29-34; Esboce a região R delimitada pelos 
gráficos das equações e estabeleça integrais que 
permitam calcular o volume do sólido gerado pela 
revolução de R em torno da reta dada. 


29 y- 5), y-4x y-8 
M y-», y-4x x=4 
3) x+y=3, pare; x42 
3 y-1-2, x-y-l y-3 
Bety «1 x-5 
M y- x^, y-x, y=-1 


Exercs. 35-40: Use wena istegral definida para esta. 
belecer uma fórmula do volume do sólido indicado, 


35 Um cilindro cisculas reto de altura À e raio r. 


36 Um anel cilíndrico de altura À, raio exterior R e 
sado interior r 


37 Um cone circular reto de altura h e cabo da 
base r. 


38 Uma esfera de raio r 


39 Um troeco de cone circular de altura h, raio da 
base inferior A e raio da base superior r. 


40 Um segmento esférico de altura h em uma esfera 
de mior. 


41 Se a região exibáda na figura gira em toeno do 
cixo-x, use a regra do trapézio com n =Ó para 
obier ema aproximação do volume do sólido 
resultante. 


f SA 
ERRA it 
REI 
[e 


Fax. 


42 Se a região exibida oa figsra gira em torno do 
cixo-x, use a regra de Simpson coen a= 8 para 
obter uma aproximação do volume do sólido 
resultante, 


” + 


T gExercs. 43-44: Grale f e g nos mesmos eixos 


coordenados, para O s x s x. (a) Estime as coordena- 
das-x dos postos de interseccho dos gráficos. (b) Se 
a regido delimitada pelos gráficos de f e g gira em 
torno do eivo-r, ese a regra de Simpson coss n = 4 
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para obter uma aproximação do volume do sálido 
resultante, 


45 pt) = E 


44 f(x)» Vj sen x [; 


sm) - 0,3 


gx) = 02x «0,7 


6.3 VOLUMES POR ANÉIS CILÍNDRICOS 


| x | 


H 1 
pes 


Volume V de um anol 
cilíndrico (5.10) 


Na seção precedente calculamos volumes de sólidos de tevolu- 
ção usando discos circulares, ou anéis. Para certos tipos de 
sólidos é conveniente utilizar cilindros circulares ocos, isto é, 
finos anéis cilíndricos do tipo ilustrado na Figura 6.29, onde 
r, € 0 reio exterior, r, É o raio interior, h € a altura e 


Ar=r,—-—r, é à espessura do anel. O ralo médio do anel é 
rr, +r) Podemos achar o volume do anel subtraindo o 
volume uh do cilindro interior do volume arlk do cilindro 


exterior. Fazendo isto e mudando a forma da expressio resul- 
tante, obtemos 


ar nih unti - 
dr, +r) lir - rh 
en Dir, er) hr, =r) 
(0 e2nh hr, 
0 que nos dá a seguinte regra geral: 


Se fizermos a regiño R, da Figura 630 (i) girar em torno 
do eixo-y, obtemos o sólido ilustrado em (ii) desta figura, 

Seja P uma partição de (a, b) e consideremos o retângulo 
vertical típico ma Figura 6.30(iii), onde w, é o ponto médio de 
[x,. p %,) Se fizermos esse retêngulo girar em tomo do eixo-y, 
obteremos um anel cilíndrico de rado médio w,, altura f(w,) e 
espessura Ar, Logo, de acordo com (6.10), o volume do asel é 

" ^ LI 


22, fn) As, 


mom em m qm 


"mm 


uos ovy yy rp ppp ppp E 


Dolinição (6.11) 


NE MULTAS 


ENT h GANDO-OS EM DIA 


Fazendo girar o polígono retangular formado por todos os ; 
retângulos determinados por P, obtemos o sólido ilustrado ma . 
Figura 6.30(1v). O volume deste sólido é uma soma de Riemana ' 


2 Paw, f (w)) Ax, 


Quanto menor for a norma ||P |] da partição, mais a soma E 
aproximará o volume V do sólido exibido na Figura 6.30 (ii). 
Esto é o que motiva a definição seguinte, 


Seja j seb e suponhamos f(x)=0 em [a,b], onde: E 
Ox a x b. Seja R a região sob o gráfico de f de o a bu O i 

rop VAR as eo pod ph ride s 4 
em joino do eixo- é Mio: pe. 


gn & aniani? E 


5; y Ys lim ,22m109) a = ipu 


Pode-se provar que, se os métodos da Seção 6.2 também < 
forem aplicáveis, entào ambos os métodos conduzem à mesma 
resposta. Podemos também considerar sólidos obtidos pela “$ 
revolução de wma região em tomo do eixo-y ou de outra reta. 3 

lem as seguintes diretrizes. k 


4: > Expressar ^a “anel em termos cd x e x o; 
à Hopes) sept slo dcin rcp acidi 
S Aplicar. {6.1 uma fórmula para'o volume ~ 

cree Ya EN ET ¿Ne ERA 
eise on a tsi £A 
E qui operados ipio des ef. dependo 
~ É na dit 5 e calcular à integral. — Aera 


———À — A. 


EXEMPLO 1 


A região delimitada pelo gráfico de y 2x — x? e pelo cixo-x gira 
em torno do eixo-y, Determine o volume do sólido resultante. 


SOLUÇÃO 


A região está esbogada na Figura 6.31 (i), juntamente com um 
retângulo vertical típico de kargura de. A Figura 6.31 (ii) exibe 
o anel cilíndrico gerado pela revolução do retângulo em tomo 
do cixo-y. Note que x é a distância do cixo-y ao posto médio do 
retângulo (o raio médio do anel). Referindo-nos à figura e 
aplicando (6.10), obtemos o seguinte: 


espessura do anc: dx 
raio médio: x 
altura: 21- xP 
volumes  2x(2x = x?) dx 


Figura 631 


fa n2 
fi Edd 


Para somar todos esses anéis cilíndricos, caminhamos da esquer- 
da para a direita através de região, de a = 0 a b= 2 (não somar 
de -2 a 2). Portanto, o limite de somas é 


Vaf dalr- de 22 f (22 - i9) de 


p pte 


O volume V pode ser obtido também utilizando-se anéis; mas os 
cálculos seram muito mais complicados, pois a equação 
y = 2x —- x! teria de ser resolvida em relação a x em termos de y. 


EXEMPLO 2 


Faz-se revolver em torno da reta x 3 a região delimitada pelos 
gráficos de: y= x'e y» x & 2. Estabeleça uma integral para o 
volume do sólido resultante. 


SOLUÇÃO 


A região está csboçada ma Figura 6.321), juntamente com um 
retângulo vertical típico, estendendo-se da fronteira inferior y =x? 
à fronteira superior y =x 42, A figura exibe também o cixo de 
revolução x = 3, Em (ii) da figura ibastramos não só o anel cilindrico 
como o sólido gerado pela revolução do retângulo e da regido em 
tomo da seta x = 3. Ê importante notar que, como x é a distáncia 


« do eixo-y ao retângulo, o raio do anel cilíndrico € 3 — x. Reportan- 


do-nos à Figura 6.32 e aplicando (6.10), obtemos: 
espessura do anel cilíndrico; dx 
rado médio: 3-x 
altura: (x«2)-» 


€» Oo ————————————————————————ÁÀ 
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volume: 2x(3—x) (x + 2-10) de 


Para somar todos esses anis cilíndricos, caminhamos da esquer- 
da para a direita através da região de a = -1 a b=2. Logo, o ^ 


limite de somas é Vaf 2265-1) (92 de 


EXEMPLO 3 


A região do primeiro quadrante delimitada pelo gráfico da 
equação x=2y' - y* e pelo eixo-y gira em tomo do cixo-x, 
Estabeleça uma integral para o volume do sólido resultante, 


SOLUGÁO 


A Figura 6.330) exibe a região, juntamente com um retiagulo 
horizontal típico. A parte (ii) da figura mostra o anel cilíndrico e 
o sólido que são gerados pela revolução em tomo do eixo. 
Reportando-nos à figura e aplicando (6.10), obtemos- 


Figura 6.33 


Para somar todos esses anéis cilíadricos, caminhamos para cima 
através da região, de c « 0 a de 2. Logo, o limite de somas é 


É 
: 
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Exeres. 5-18: Esboce a região R delimitada pelos Exeres. 27-30; Seja R a região delimitada pelos 
gráficos das equações, e calcule o volume do sólido gráficos das equações. Estabeleça integrais que 
gerado pela rotação de R em torso do eixo indicado. permitas calcular o volume do sólido gerado 
quando R gira em torno do eixo dado, usando 
(a) anéis cilísdricos e (b) discos ou anéis (arroelas). 


V» f a-y 


E S y- Vx, -4, -0; i 
É digno de nota que, no exemplo precedente, tenhamos inh é " — 


sido forçados a usar anéis cilíndricos e integrar em relação a y, 


6 y= ik, x=], 1-2, y=0;  eixo-y 
pois o uso de anéis (arruclas) e a integração em relação a x 


My-VVx, xl, xd, y=0, eixo-x 


Hg Iys, o Re; 
exigiria a resolução da equação x = 2y! - y“ em relação a y em y y wy 28y«9-3,  x-0, x42, yo; eixo-x 
termos de x, tarefa assaz dificil. Bier, y'-2x cixo-y 
19y-x42, x-0, x=1, y - 0; elxo-y 
] 92«-y-12, 2-2y=3, xd; cixo-y 
EXERCÍCIOS 63 Wyox+l, 200, £71, y» 0; eixo-y 
"c CAM 10 ye x! 4 1, x*21ye-1, ami; eixo-y 
Ñ 31 Se a região exibida ma figura gira em tomo do 
Use anéis cilimáricos para cada exercicio. * MH 2x - y 4, x=, y=0, choy tixo-y, use a regra do trapézio, com m = 6, para 
Freres. 1-4: Estabeleça uma integral que permita E E i2 yar -S, y -0; tixo-y sr am - V——— 
shar o volume do sólido obtido pela revolução da 4 f i 
regido somincads em tomo do eixo indicado. Š: 13 x. dy, pos; eixo-x 
M oA 
à 4 bh 14 pes, y-3 x=0, — eixo-x 
] HO 1Sy=2x y-6, xe; hoz » 
E 16 2y =x, y-4, x= Í; tixo-x 
4 É 7 yevrrá,  y=0, x-D; —eixo-x 
“A 
i A. 18 y=- X«ye-4, y=bD eixo 
q Exeres. 19-26: Seja R a região delimitada pelos + 
5 + gráficos das equações. Estabeleça uma integral que 
P 1 permita calcular o volume do sólido gerado pela 
5E rotação de R em torno da reta dada. 
4 
E 7 i9 y= +l e0, 2x2 y=0 
E (i (2x23 (b) x«-1 32 Se a regido exigida na figura a seguir gira em tomo 
1 A E. do cixo-y, usc a regra de Simpson, com n = B, para 
E uw 2 y-4-5y-0 obter uma aproximação do volume do sólido reyal- 
OX (a) x42 (b) x- -3 TA 
4 P. 
ho. 2" yur, y-4 
(a 
E la) y -4 (à y-5 (c) x2 (d) x-«-3 
3 E 2 y- Vx, y=0,  xe-4 
ls, Y (a) x=4 (b) x=6 (c) y=2 (d) y=-4 
a Drryod, yr xe? 
5 X 24 yola x-y-l y-3 
| : y : 2$ 3. y - Y; x-$ 
i x My, yx y=-1 
1 
= > = - 
AS 
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33 Faça o gráfico de 
fu) + 2210 - 321 + 442x 2 
(a) Estiene os intercepros-x do gráfico. 
(b) Se a região delimitada pelo gráfico de f o 
pelo eixo-x gira em toeno do eixo-y, estabe 


Jeça uma integral que permita aproximar o 
volume do sólido resultante. 


(a) Use o método de Newton para obter uma 
aproximação, com doas casas decimais, des 


cocedenadas-x dos pontos de intersecção dos 
gráficos. 


(b) Fazendo a região delimitada pelos gráficos 
gar em tomo do cixo-y, use a regra do 
trapézio com n = 6 para obieg uma aproxima- 
ção do sólido resultante. 


[034 Grafe, nos mesmos eixos coordenados, 
f(x) * csex e gx) ex « l para «x «x. 


6.4 VOLUMES POR SECÓES TRANSVERSAS 


Ala) 
N 


AU 


Se um plano intercepta um sólido, a região comum ao plano e 
ao sólido é uma seção transversa do sólido, Na Seção 6.2 
utilizamos secções transversas circulares e em forma de anéis 
para achar volumes de sólidos de revolução, Consideremos agora 
um sólido que tenha a seguinte propriedade (veja a Figura 6.34): 
Para todo x em [a,b], o plano perpendicular ao eixox em x 
intercepta o sólido em uma seção transversa, cuja área é A(x), 
onde A é uma fencho costínua em (a, b]. 


Figura 634 ' 


O sólido é um cilindro se, conforme ilustrado na Figura 
6.35, uma reta paralela ao cixo-x que traga a froetcira da seção 
transversa correspondente a à também traça a fronteira da seção 
transversa correspondente a todo x em [a,b]. As seções trans- 
versas determinadas pelos planos x «a e x =b são as bases do 
cilindro. A distáncia entre as bases é a altura do cilindro. Por 
Definição, o volume do cilindro é a área de uma base multipli- 


cada pela altura. Assim, o volume do sólido na Figura 6.35 € 
Ala) -(b — a). 


Volumes por seccóes 
transversas (6.13) 


Cop 5 Aplicações da integral definida 419 


Para achas o volume de um sólido náo-cilladrico do tipo 
ilustrado na Figura 6.36, começamos com uma partição P de 
la, b]. Planos perpendiculares ao eixo-x em cada x, na partição 
coram o sólido em pequenas fatias, Escolhendo um número 
arbitrário w, em [x, x o volume de tama fatia típica pode 
ser aproximado pelo volume A (w,) Ax, do cilindro mais escuro 
da Figura 6.36. Se V é o volume do sólido c se a norma | P || é 
pequena, estío 


dz A(w,) Ax, 


Como esta aproximação melhora à medida que || P É diminui, 
definimos o volume do sólido por 


2 Alm) Ax, = - $ Ade 


onde a última igualdade decore da definição de integral definida. 
Podemos resumir nosso estudo como segue: 


— — —— 


Seja: $. um sólido delimitado - por planos que são 

perpendiculares ¡so eixo-x em a e b. Se, para todo x em 

(a, b), a área por sccghes transversas de S é dada por A (x), 
ss 

L ^t di. ae Es DN 

Da ; 


Resultado análogo vale para um intervalo-y [c,d] e para 
uma área por secções transversas A (y). 


EXEMPLO 1 


Ache o volume de uma pirâmide reta de base quadrada de lado 
a € com altura h. 


SOLUÇÃO 


De acordo com a Figura 6.37(i), tomemos o vértice da pirámide 
como origem, com o cixo-x passando pelo centro da base 
quadrada, a uma distância h de 0. As secções transversas pur 
planos perpendiculares ao eixo-x são quadrados. A Figura 
6.37 (ii) € uma vista lateral da pirámide. Como 2y € o compet 
mento do lado da secção transversa quadrada correspondente à 
x, à área por secções transversas A(x) é 


Ala) = (2yP = 4y* 


"-*"*****2*2*2222222249 


(1 


Figura 637 


Utilizando triángulos semelhantes na Figura 6.37(ii), temos 


la 
Eds ax 
ri => 
Logo, 
tie a 
AQ) rr 
Aplicando (6.13), obtemos 3 
ve fama [ea 
No aw 1 
(le 
EXEMPLO 2 


Um sólido tem, como base, a regiño circular do plano xy 
delimitada pelo gráfico de x? + y? = a? com a > O. Ache o volume 


do sólido, se toda secção traasversa por um plano perpendicular 4 


ao cixo-x é um triângulo equilátero com um lado na base. 
SOLUÇÃO 


A Figura 6.38(i) ilustra uma secção transversa triangular por um 
plano a x unidades da origem, Se o ponto P(x, y) está mo círculo 
€ se y>0, então os comprimentos dos lados deste triángulo 
equilátero são 2y. Reportando-mos a (ii) da figura, vemos, pelo 
teorema de Pitágoras, que a altura do triángulo é 


ADE -y! «VI - v3y 


Cop. 6 - Aplicações da definido 421 


Logo, a área A(x) da seção transversa é 
Aix) = i Gy) (3y) = VSy = V3 yla? - a) 
Aplicando (6.13), obtemos 


Ve f. At deo ff vt ds 


el or 
-5|e-- 5] I 


EJ 


EXERCÍCIOS 6.4 


Exeres, 1-8: Seja R a segido delimitada pelos gráfi- 
cos de x= y? ex=9, Determine o volume do sólido 
que tem R como base, se toda secção trassversa por 
um plazo perpendicular so eixo-x tem a forma dada. 


2 +» Um retângulo de altura 2 y 
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3 - Um semicírculo 


7 - Um trapézio com base inferior no plano xy, 
base superior igual a Ya do comprimento da base 
inferior, c altura igwal a Y4 da base inferior 


y 


8 - Um paralelogramo com base no plano xy c aitu- 
ra igual a deas vezes o compelmento da base 


$ - Um triángulo equilátero 


9 Um sólido tem como base a região circular do 
plano xy delimitada pelo gráfico de x" + y! = a? 
com a > 0. Determine o volume do sólido se toda 
secção transversa por um plano perpendicular ao 
cixo-x é em quadrado, : 


10 Faça o Exercicio 9 se toda secção transversa É 
um triângulo isásceles coen base no plaso xy € 
altura igual so comprimento da base, 


11 Um sólido tem como base a região do plano xy 
delimitada pelos gráficos de y «4 e y = x^, Ache 
o volume do sólido se toda secção transversa pot 
em plano perpendicular 30 eixo-x é um triángulo 
o EM nn SO PHAR, 


12 Façã o Exercício 11 se toda secção transversa é 
um quadrado. : 

13 Ache o volume de uma pirâmide do tipo ilustrado 
ea Figura 6.37 se a altura é h e a base é um 
retângulo de dimensões a e Za. 


6 - Um triângulo coca altura igual a ! do compei- 
mento da base 


“a 


TEA Y 4 * E 


14 Um sólido tem como base a região do plano xy 
delimitada pelos gráficos de y « x c y! « x, Ache 
o volume do sólido se toda secção transversa por 
um plaso perpendicular 30 cixo-x E um semicir- 
colo com diámetro no plano xy. 


15 Um sólido tem como base a região do plano xy 
delimitada pelos gráficos de y! « 4x e x=4. Se 
toda seccáo transversa por um plano perpendicu- 
las $0 eixo-y é ues semicirculo, ache o volume do 
sólido. 


16 Um sólido tem como base a regido do plano xy 
delimitada pelos gráficos de x= 16y e y 2 
Y Toda secção transversa por um plano perpendi. 
O, cularao cixo-y é um retângulo, cuja altura é duas 
a vezes a do lado no plano xy. Ache o volume do 
» | sólido. 
17 Um toro em forma de um cilindro ciscular reto 
L7 de raio a está apolado sobre um lado, Remove-se 
do toto uma cunha fazendo-se ves core vertical 
¿  Eoutro corte a um Esquilo de 45*; ambos es cortes 
se interceptam mo centro do toro (veja a figura). 
Ache o volume da cunha. 


18 Os eixos de dois cilindros circulares retos de saio 
e sc interceptam em ângulo reto. Ache o volume 
do sólido delimitado pelos cilindros. 


+ 19 A base de um sólido é a região circular do plano 


xy delimitada pelo gráfico de x? + y? - a! com 
'8 » 0. Ache o volume do sólido se toda secção 


transversa por um plano perpendicular ao eixo- 
x é um triángulo isósceles de altura constante À. 


(Sugerido: Interpretar f Va? - x? dc como uma 
área) 


20 As secções transversas de um sólido em forma 
de rompa por planos perpendiculares no seu eixo 
são círculos. Se uma secção transversa que está 
as cm da menor extremidade do sólido tem um 
dibmetro de 6 « Ł 5! cm e se o comprimento do 


sólido € de 60 cm, determine seu volume. 


21 Um tetracdro tem trás faces mutuamente perpen- 
dicelares e três arestas esateamente perpendi- 


culares de comprimentos 2, 3 e 4 cm. Ache seu 
volume, 


22 Teorema de Cavalieri Este teorema afirma que se 
dom sólidos tiverezm alturas iguais e se todas as 
secções tramsversas por planos paralelos a suas 
bases e à mesma distância dessas bases tiverem 
áreas iguais, então os sólidos têm o mesmo volume 
(veja a figura). Prove o teorema de Cavalieri. 


23 A base de um sólido é um triángulo retângulo 
isósceles, cujos lados iguais tém comprimento a 
Determine o volume, se as secções traasversas 
perpendiculares à base e a um dos lados iguais 
sio semicírculos. 


24 Foça o Exercício 23, se as secções tramsversas são 
hexágonos regulares com um lado sobre a base 


25 Mostro que os métodos do disco e do amel 
estudados na Seção 6.2 são casos especiais de 
(6.13). 


E26 Usma piscina circular tem 10 m de dijasctro. A 
profundidade da água varía de 1 m no ponto A 
em ums lado da piscina sé 2,75 m em um ponto 
B diametralmente oposto a A (veja a figura) 
Tomam-se medidas Mx) da profundidade (em 
metros) ao longo do dilesetro AB, cujos valores 
constam da tabela seguinte, onde x é a distância 
(em metros) de A. 


4.8 12 16 20 24 28 


1,25 TE 125 20 2,25 2,5 2,75 


1 


s.annnnnannanans a 


^ 
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Use a segra do trapézio, com n «7, para 

estanar o volume de água na piscina. Aproxime B 
o pomera de galócs de água contidos na piscina 

UO. pal = 3,786 litros), 


Infra m—-— —» 


ab. 


i 


im 


Y 


6.5 COMPRIMENTO DE ARCO E SUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO ` 


Em algumas aplicações devemos determinar o comprimento do «3 
q put ore tara Para chegar a uma fórmula conveniente, < ; 
" Q empregarcmos um processo análogo ao que poderia ser usado 5 
o para aproximar o comprimento de um arame encurvado. Imagi. ^ 
E memos o arame dividido em muitas partes pequenas por meio de 
postos em Qy 0,0, ... O, conforme Figura 6.39. — 
obier uma aproximação do comprimento do pedaço entre O, , e ^ ex 
Figura 6.39 Abiane eacorvado. Q, (para cada k) medindo a distância dO, ,.Q,) com uma régua ^ 
A soma de todas essas distâncias é uma aproximação do 5 
comprimento total do arame. Evidentemente, quanto mais pró- 5 
ximos uns dos outros estiverem os pontos, melhor a aproxima» = 
ção. O processo que utilizaremos para o gráfico de uma função 4 
é semelhaste; apenas aqui determinaremos o comprimento craro 8 
tomando um limite de somas de comprimentos de segmentos i A 
retilíneos. Este processo conduz a uma integral definida. Para Xi : 
garantir a existência da integral, devemos impor restrições à A 


9, O, 


função, como se indica a seguir. E U 
y o E Ei 
andi E X 
E R 
1 1 A 
! É 
' P M 
= iL i "-——ÀQ 
=x" Q ^h 5 z= b z 4 " 
Figura 6.40 
L. 
3 


ra 
¿e kd 
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Uma função f é suave em um intervalo se tem uma 
derivada f' contínua em todo o intervalo. Intuitivamente, isto 
significa que uma pequena variacáo em x acarreta uma pequena 
variação no coeficiente angular f(x) da tangente ao gráfico de 
f. Assim, o gráfico não tem pontos angulosos nem pontos de 
reversão, Definiremos o comprimento do arco entre dois pontos 
Ac B no gráfico de uma função suave. 


Se f é suave em um intervalo fechado [a, b], os pontos 
Ala, f(a)) e B(b, f(b)) são chamados extremos do gráfico de f. 
Seja P a partição de [a,b] definida por a «x, x, x, ..., 
x "b, e denotemos por Q, o ponto com coordenadas 
(x, f(x,)) no gráfico de f, conforme Figura 6.40, Unindo cada 
Q, 3 Q, por um segmento de comprimento dO, _,Q,), o 
comprimento L » da linha quebrada resultante é 


L,- Y HO, p Q) 


tel 


Aplicando a fórmula da distância, obtemos 


dO, ,.Q)- Víx, -x, * Ve- E ERP 
Pelo teorema do valor médio (4.12) 
fix) - fix, um fiv) (x, My) 


para algum número w, no intervalo aberto (x, |, x,).Substituindo 
fix)- fi, ,) ma fórmula precedente € fazendo 
Ax, =x, =X, ,, oblemos ' 


dO, O) = VA [P 0) ax 
= VE [Psy ax, 
Conseqüentemente, 


ty YT tn 
-i 


Note que L, é uma soma de Riemann para gix) vi+ (Fi. 
Além disso, g € continua em [a, b], pois f' é contínua. Se a 
norma || PY] é pequena, então o comprimento L, da linha 
quebrada tende para o comprimento do gráfico de f de A a B. 
Esta aproximação deve melhorar à medida que || P || dimisui; 
definimos assim o comprimento (também chamado comprimento 
do arco) do gráfico de f de A a B como o limite de somas L, . 
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Como g = VI +U F é uma função contínea, o limite existe c é 
igual à integral definida f^ VT s [JG] de. Denotaremos por 
L$ este comprimento de arco, 


Definição (6.14) 


A Definição (6.14) será estendida a gráficos mais comuns 
no Capítulo 13. Se uma função f é definida implicitamente por 
uma equação em x € y, então também estaremos referiado-nos 
ao comprimento de arco do gráfico da equação. 


EXEMPLO 1 


Se f(x) = 3? - 10, determine o comprimento do arco do gráfico 
ey dq A02) RT, 17). 


SOLUÇÃO 
A Figura 6.41 € um esboço do gráfico de f. Como 


AOE 2, 


temos, pela Definição (6.14), 


AS def De de 


Figura 641 


Para calcular esta integral, fazemos a substituição 


3 E NE S 

usx +A, du y die ag di 
Esta integral pode ser posta em forma apropriada para integração, 
. introduzindo-se o fator è no integrando e multiplicando a integral 
por 3: 


ip-3 f vera (is dx 
Calculamos em seguida os valores de u = x? + 4, que corces- 
pondem aos limites de integração x = 8e x = 27: 
O Sex=8, entho 1-37 44=8 
OD Se x=27, entio us 27^ 44 = 13 


Substituindo no integrando e mudando os limites de integração 
obtemos o comprimento do arco; 


TN Vi du s iu] «132 - 872242 


A permuta dos papéis de x e y na Definição (6.14) nos dá 
a seguinte fórmula para integração cm relação a y. 


integrandos V1 + [STOP e VI «Tg WWF nas fórmulas 
dins e esee freqdentemente resultam em expressões que nio 
admitem aztiderivadas óbvias. Em tais casos, pode-se utilizar a 


integração numérica para aproximar o comprimento de arco, 
conforme ilustrado no próximo exemplo. 


EXEMPLO 2 


(a) Estabeleça uma integral para achar ocinpriasanto do asco 
da equação y’ - y - x = O de A(O, -1) a B(6, 2). 


(b) Aproxime a integral em (a) utilizando a regra de Simpson 
(5.38) com n = 6, e arredonde a resposta para uma casa 
decimal. 


SOLUÇÃO 


(a) Como a equação não está na forma y = f(x), a Definição 
(6.14) não pode ser aplicada diretamente. Todavia, se 
escrevermos x = y! - y, poderemos empregar (6.15) com 
gly) = y! - y. A Figura 6.43 € o gráfico da equação. Uili- 
zando (6.15) com c = =1 e d = 2 obtemos 


: 
É 
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Figura 644 


y. y -y 
— a 
156,2) 
poros 
) x 
A(O, -1) 


Fuera 644 


6 / 


— ———— 


hef Te 


-f 8971 y 


n 
(b) Para aplicar a regra de Simpson, fazemos 
fi) - VY - &y 4 *3 s pun see iiM ond m 


Seção 5.6, obtendo a seguinte tabela. Definição (6.16) 


- 


4 


ln & S9 à wo A 


A soma dos n&meros ma última colusa € 52,1737. Aplicando 
a regra de Simpson com a = -16b «2, e n = 6 obtemos 


f, TT dy - sa - «87 


Uma função f é parcialmente suave em seu domínio se o 7 
gráfico de f. pode decompor-se em um número finito de partes, ¡3 
cada uma das quais é o gráfico de uma função suave. O “4 
comprimento do arco do gráfico é então definido como a soma TAR 
dos comprimentos dos arcos parciais. 


Para evitar confusão no estudo que segue, denotaremos por Xi 


ta variável de integração. Neste caso, a fórmula do comprimento ` 
do arco na Definição (6,14) se escreve b 


i.f Le [fp de 
Se f é suave em fo, b), estão f € suave em [a, x] para todo x em 
[a, b] e o comprimento do gráfico do ponto A(a, f(a)) ao ponto 
Qi, f(x) € 


iz f Visrora 
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Mudando a notação e utilizando o símbolo s(x) em lugar de 
Ln então s pode ser considerado uma função com domínio 
"m pois a cada x em |a, b) corresponde um único número 
s(x). De acordo com a Figura 6.44, 4x) é o comprimento do arco 
do gráfico de f de Ala, f(a)) a Qix, f(x)). Conforme a próxima 
definição, chamaremos s a função comprimento de arco para o 
— 


Sc s € a função comprimento de arco, a diferencial 
ds = s'(x) dx é chamada diferencial do comprimento de arco. 
O próximo teorema — fórmulas para determinar ds, 


Seja f suave em |d, DI E aca s a lugo compimento 


para ò. gráfico, ; de ye fü em [a,b]. Se dx e dy: rye 


diferenciais de ey duc e "Mise o o RP 
$9 e CPU 
; (0 ds VEU de ERA 


PEE giis etse rie Qr O Ps 
OM (ds > a o. = Tha 
DEMONSTRAÇÃO 


Pela Definição (6.16) e pelo Teorema (5.35), 
A IO a) rr 
Aplicando a Definição (3.28), 
ds = s(x) de= VT IFE dx 


isto prova (i). 


Para provar (ii), elevamos ao quadrado ambos os membros 
de (i), obtendo 


(ds = (1 + [POF Hd? 
= (dxY  [f(x) dx]? 
= (dx + (dy 
A última igualdade decorre da Definição (3.28). 


430 Cálculo com Geometria Anelítica Cop 6 à — 


'® 


Figura 647 


O Teorema (6,17) admite uma interpretação geométrica 
interessante e útil. Consideremos y= f(x) e seja Ax um incre- 
mento x. Denotemos por Ay a variação de y, e por As a variação 
do comprimento de arco corespondente a Ax. A Figura 6.45 
ilustra incrementos típicos; ali | é a tangente em (x, y) (compare 
com a Figura 3,27). Como (ds) « (dx)! + (dy), podemos consi- 
derar ds como o comprimento da hipotenusa de um triángulo 
retângulo de lados [tj e |dy], conforme se pode ver na figura. 
Note que se Ax é pequeno, então podemos usar ds para aproximar 
o incremento As do comprimento de arco. 


an (161) 


EXEMPLO 3 
Utilize diferenciais para aproximar o comprimento do arco do 
gráfico de y « x? + 2x de A(1, 3) a B(1,2; 4,128). 
SOLUGÁO 
Fazendo f(x) = x? + 2x, então, pelo Teorema (6.17) (i), 
ds Vl Be + 2Y dx 


Pode-se obter uma aproximação, fazendo-se x = 1 e «dx = 0,2: 


ds « V1 5 (0,2) = V26(0,2) ~ 1,02 


Seja f uma função nio-negativa em todo um intervalo _ 
fechado fa, b], Fazendo-se o gráfico de f girar em torno do 
cixo-x, obtém-se uma superfície de revolução (veja a Figura 
6.46). Por exemplo, se f(x) Vr =x pasa uma constante 
positiva r, o gráfico de f em [-r, r] é o semicirculo superior de 
X «y! = r^ coma revolução em torno do eixo-x gera uma esfera 
de raio r e área dar”, 


É Área da supertício de um 


tronco de cone (6.18) 
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Se o gráfico de f é o segmento de reta da Figura 6,47, então 


a superficie gerada é um tronco de cone de ralos de bases r, er, 
e altura inclinada s. Pode-se mostrar que a área da superficie é 


O leitor poderá rememorar esta fórmula como segue. 


"TIT " 


$ = 2x (faio médio) (altura inclinada 


Este fato será utilizado na discussão a seguir. 


Seja f uma função suave nio-negativa em [a, 5], e coasi- 
deremos a superficie gerada pela revolução do gráfico de f em 
tomo do cixo-x (veja a Figura 6.46). Queremos achar uma 
fórmula para a área 5 desta supeficie, Seja P uma partição de 
(a, b) determinada por a = x, x,,...,x, = b, e para cada k denote- 
mos por Q, o ponto (x,.f(x,)) no gráfico de f (veja a Figura 
6.48). Se a norma | P || é próxima de zero, então a linha quebrada 
I, ,obtida ao ligarmos Q, _, a Q, para cada £, é uma aproximação 
do gráfico de f, e daí, a área da superficie gerada pela revolução 
de 1, em tomo do cixo-x deve aproximar-se de S. O segmento 
de reta Q, ,Q, gera um tronco de cone com raios de bases 
Hx.) e f(x) e altura inclinada d(Q, | ,,Q,). Por (6.18), a área 
de sua superfície é 


md qo 0) 
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Definição (6.19) 


(1 y) 


yf) 


Figura 649 


Somando os termos desta expressão de k= 1 ak =n obtemos a E 
Área S, da superficie gerada pela linha quebrada l,- Se aplicamos É 
a expressão d(Q, , Q,) da página 442, então 


sá ET NS pe fix) 


VEF Ax. 


ondex, ,«w, «x, Definimos a área $ de superficie de revolu: 
dion 


Sa lim, 
ario" 


Pela forma de S, , é razoável esperar que o limite seja dado por q 


JO vi IGI de= o VESTRE de 


A demoestragáo exige cálculo avançado e é omitida aqui. A 
definição seguinte resume nossa discussão. 


Sy Fl é Ha cs ob), cit a drea Sda sa 
gerada! pela fevolução do gráfico de f cin torno do eixo 


eU «nq ow an Mete 


sene esa o anjo) (EI de tek 


— Kata direi 2 E 


Sc f é negativa para alguen x em fa, b], ento podemos usar 
a seguinte extensão da Definição (6.19) para achar a área da 
superficie $: 


S» f 22 fto] Vi « LG] de 


(6.18) € útil para lembear a fórmula de S na Definição $ 
(6.19). Tal como na Figura 6.49, denotemos por (x, y) um posto ` 
arbitrário no gráfico de f e, como no Teorema (6.17) (i), 
consideremos a diferencial do comprimento de arco 


ds « Vi + [f'G)J de 


Em seguida, consideremos ds como altura inclinada de um tronco 
de cone de raio médio y = f(x) (veja a Figura 6.49). Aplicando 
(6.18), a área deste tronco de cone é dada por 


2x f(x) de = 2ny ds 


Figera 6.51 
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Tal como em nosso trabalho nas seções 6.1 a 6.3, a aplicação 
+ 

def pode ser considerada como equivalente a tomar um limite 
“ 

dessas árcas de troncos de cone. Assim, 


S= ff 23/0) ds f 2xyds 


EXEMPLO 4 


O gráfico de y = Vx de (1, 1) a (4, 2) gira em torno do eixo. 
Determine a área da superficie resultante, 


SOLUÇÃO 


A Figura 6.50 ilustra a superfície. Usando a Definição (6.19) ou 
a discussão anterior, temos 


S- f 2xyas | 
E y zs] dx 


Stu Vas T cen f VISTA 


m ¿lla 9j; ¿LITO — 59?) «30,85 unidades quadradas. 


Se, na discussão precedente, permutarmos os papéis de x e y, 
poderemos obter uma fórmula análoga a (6.19) para integração 
em relação a y. Assim, se x  e(y) € se g É suave € nào-negativa 
em fc, d], então a área $ da superficie gerada pela revolução do 
gráfico de g em tomo do eixo-y (veja a Figura 6.51) € 


s-f 2ngy) V1 + [eO dy 
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EXERCÍCIOS 6.5 & 


Exercs. 1-4: Estabeleça uma integral para calcular o 
compeimento de arco do gráfico de A a B integrando 


em relação a (a) x e (b)y. 
1 y 
B(3, 28) 
ya PIS 
3 A(1,2) 
=s EJ z Exerc, 5-12; Ache o comprimento de arco do 
gráfico da equação de A a B. 
Gr, AnD BR 
2 


6ly+ Pelea AGO, — B(&7) 
1y-5- V8 Aü,4) — B(4,-3) 


Sye6V sk ACAD) — B(-R2S) 


| 209 or anD AD 
12 x ME 
8,4) Tfa 


P 
* yz" An 388,5 


130-4215, AL) — 2052) 

i A 
3 y Baco Mp-2, Bl) 
Exercs. 13-14: Estabeleça ums integral para achar o 


comprimento do arco do gráfico da equação 
de A e B. 


13 2y - )y 2x - B; A(3, 2), B(4, 0) 
M tic- 40 -7y--75;  A(1,2, BÍO, 1) 


PayPal (Sugestão: Use a simetria em 
relação à reta y = x.) 


8127 (a) Aproxime o 


— 


16 Ache o comprimento do arco do gráfico de 


pa 


Ezeres. 17-18: (a) Determine s(x), onde s é uma 
função comprimero de arco para o gráfico de f. 
(b) Sc x sessenta de 1 a 1,1, determine As e de. 

n 10.1 18 f) Ve 


Exeres. 19.20: Use diferenciais para aproximar o 
comprimento do arco do gráfico da equação A de 
B. 


19 p= AQA, BQ,1,441) 
Bye AL — B 71330) 
Exeres. 21-22: Use diferenciais para aproximar o 
comprimento do arco do gráfico da equação estre os 
postos com coordenadas ~x, a € b, 
11 y= oosa; a n6 b = 31/180 


2 y= sar; e-0, b = 1/90 


^K] Exercs. 23-26; Usc a regra de Simpson com m = 4 


para aproximar o de seo de gráfico da 
“equação de A a B, (Arredonde a resposta para duas 
casas decimais.) 


Byrd rx AMAS BI) 


A yd; A(0,0) — M2,8) 
25 y =senx; A(O), — B(x2,1) 
16 y - ig x; A(0,0) Biv, 1) 


do arco do gráfico 
de f(x) = sem x de (0, 0) a (x, 0), usando 
LI 


240, va 
onde Q, é o pomo (Jak, f (1n4)). 
(b) Se m é um inteiro positivo, como 
Sao, , v QU) $e compara com o compri- 


mesto exato do arco? 


E € 28 (a) Estabeleça uma integral para o comprimento 


: de arco do Exeecício 27 (2). 


(b) Use a regra de trapézio com m = 4 para apto 
ximar a integral em (a). 
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Exerc, 29-32; O gráfico da equação, de A a B gira 
esa torno do eixo-x. Determine a área da superficie 
resultante. 


29 Ac y^; A(00), 8(1,2) 
Mya; AU, 1), B(2, 8) 

M Spoon; AD. B, 2) 
Ryes, — A(0,2h B(3, 4) 


Exercs. 33-34; O gráfico da equação de A a B gira 
cm torno do eixo-y. Determine a área da superficie 
resultanto. 


M y= r; A(0, 2), BIS, 4) 
34 raty: Als, 1h 512,9) 


Exerc& 35-36: Se o menor arco do círculo 
x! « y! «25 entre os pontos (-3, 4) e (3, 4) gira em 
tomo do eixo dado, determine a área da superfície 
gerada. 


35 O cixoy 3M O eixo-x 


Exercs. 37-39: Use uma integral definida para esta» 
beleces ema fórmula para a área da superficie do 
sólido indicado. 


37 Um cone circular reto de altura h e raio de 
base r. 


38 Um segmento esférico de altera h em uma esfera 
de raio r. 


39 Uma esfera de rado r 


40 Mostre que a área da superficie de uma esfera de 
rajo a entre dois planos paralelos depende apenas 
da distância entre os planos. (Sugerido; Use o 
Exercício 38.) 


41 Se o gráfico de Figura 649 gira em torno do 
eixo-y, mostre que a área da superficie resuliasse 
é dada por 


f DVi + (PG) de 
* 


42 Use o Exercicio 41 para achas a áeca da superficie 


gerada pela revolução do gráfico de y = x de 
A(t, 3) a B(S, 6) em toeno do eixo-y. 


RAn»a2n..-.----o- - 
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KV AY O) gráfico de f(x) 1-2? de(0, 1) 2 (1,0) gia DH laic npe mn MN A $ Um Nem (Newton-metro) é também chamado joule (3). 


em torno do cixo-x. Aproxime a área da soperfície ficie gerada so Exercócio 43. Pode-se mostras que 
resultante usando 4 
(b) Use a regra de Simpsco com m=4 para ás p 
Je "T iplis: o dd Qm B IN=072251b e 1N-m=0,74 fi-lb 
3» AM. 0 t, consequentemente, 
PRP 1b=4,4484N 1ft be 1,3514 N -m 
onde Qu é o posto (¿4 SAD. "li 
Para simplificação, nos exemplos e na maior parte dos 
i exercícios quase sempre serão utilizadas as unidades SI, o que 
poderá tomas necessário considerar uma constante gravitacional 
, a (9,81 mis?) e usar a segunda lei do movimento de Newton, 
6.6 TRABALHO F = ma, para transformar uma massa m (em kg) em uma força 
$ F (em N). 
O conceito de força pode ser associado ao sto de puxar ou “É 
empurrar um objeto, Por exemplo, é necessária uma força para ` Força = 400N EXEMPLO 1 
puxar ou empurrar uma mesa no chão, para levantar um objeto -= 
do chão, para distender ou comprimir uma mola ou para mover AS Cr rn eva ete 
uma partícula através de um campo eletromagnético, "pr pee wp uma estrada plana, exerce 
Se um objeto pesa 10 quilos, então, por definição, a força 3 al MET TR 
necessária para levamtá-lo do chão, ou para mantê-lo no chão, € 4] HATE x SOLUÇÃO 
10 quilos. Uma força deste tipo é uma força constante, pois sua 334 Figura 6.52 
magnitude não se altera enquamto ela é aplicada ao objeto, A Figura 6.52 ilustra o problema. Como a força constante é 
1 F ~ ADON e a distância que o carro percorre é d = 6 m, decore 
O conceito de trabalho surge quando uma força atua através $ da Definição (6.20) que o trabalbo realizado é 
de uma distência. A definição que segue abrange o caso mais 33 
simples, em que o objeto se move ao longo de uma reta na mesma "5 W « (400) (6) = 2.400 joules. 
Dolinição (6.20) 


PS és, jfi va ee V ddlom ar LET vult: EE 
dm A nr Ot 9, ». a qoe li P s 
vo A We Fd 


A tabela que segue apresenta as unidades de força e trabalho * 
no sistema inglés e no sistema internacional SI. Em unidades SL $ 
Newton é a força necessária para imprimir uma aceleração de 
Vis, à 


pé-libes (ft-Ib) 
pol-libea (in-Ib) 


Qualquer pessoa que tenha empurrado um automóvel (ou 
qualquer outro objeto) sabe que a força aplicada raramente é 
constante. Assim, se o motor de um carro "morre" c ele para, é 
necessário uma força maiot para movimentádo do que para 
mantê-lo em movimento. A força pode variar também em função 
do atsão, pois parte da estrada pode ser bem pavimentada e lisa, 
e parte não. Uma força que não é constante é uma força variável. 
Estabelecemos a seguir um método para determinar o trabalho 
realizado por uma força variável ao deslocar um objeto segundo 
uma trajetória retilísea na mesma direção da força. 


Suponhamos que uma força faça um objeto mover-se ao 
longo do eixo-x de x «a a x= b, e que à força em x seja dada 
pos f(x), com f contínua em [a, b]. (A expressão força em x 
significa a força que atua no posto de coordenada x.) Conforme 
Figura 6.53, começamos por considerar uma pastição P de 
fa, 5] 


Ge X, Xp Ag X, =D COM AN, mx, -x, , 
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Definição (6.21) 


y 
A i 1 8 
+ AHH da 
O snRNA & hai 3 Ea 159 "b 


Se AW, é o Incremento do trabalho — isto €, a quantidade de 
trabalho realizado de x, , ax, — então o trabalho W realizado 
deaabéasoma 


We AW, + AW, +... 4 eno Zan, 


Para aproximar AW,, escolhemos um námero arbitrário Z, cm 
[x, ,. x] € consideremos a força f(z,) em 2, Se a norma || PE € 
pequena, então sabemos que os valores funcionais variam muito 
pooco em [x, _,,x,); isto €, f € quase constante neste intervalo. 


Aplicando a Definição (6.20), obtensos 
AW, ~ fiz) Ax, 
€ dal 
We pam- Hz) Ax, 


Como esta aproximacáo deve melhorar à medida que 
IP || 7 0, definimos W como um limite de ms" 
nos conduz a uma integral definida, 


AGETUR E 
izado aq mover um t ao longo do o cixo-x 


Definição análoga vale para wm intervalo no eixo-y, subs- 
títuindo-se x por y em todo o costexto. 


A Definição (6.21) pode ser usada para achar o trabalho 
realizado ao distender ou comprimir uma mola. Para resolver 
problemas deste tipo, é necessário aplicar a seguinte lei da física: 


Lei de Hooke: A força f(x) necessária para distender uma 
mola x unidades além de seu comprimento nateral é dada por 
f(x) = kx, onde k é uma constante chamada constante da mola. 


aaro» . 


pasa Distensão x cm —+ 


pa e 


its 01234 


Figura 655 


tes 
ETR 


EXEMPLO 2 


É necessária uma força de 40 N para distender uma mola de seu 
comprimento natural de 15 cm para 20 com, Calcular o trabalho 
realizado ao distendes a mola. 

(a) de seu comprimento natural para 25 cm, 


(b) de 17,5 cm para 22,5 cm. 


SOLUÇÃO 


(a) Introduzamos um eixo-x conforme Figura 6.54, com uma 
extremidade da mola fixa em ponto à esquerda da origem, 
€ a extremidade a ser puxada localizada na origem. De 
acordo com a lei de Hooke, a força f(x) necessária para 
disiender a mola x unidades além de seu comprimento 
eabaral é f(x) = kx, para certa constante k. Como é neces- 
séria uma força de 40 N para distender a mola 5 cm além 
de seu comprimento natural, temos f(5) = 40. Fazendo 
x= Sem f(x)e k: 


40=k£.5 ou keg 
Consegüentemente, para esta mota, a lei de Hooke tem a forma 
f(x) = 8x 


Aplicando a Definição (6.21) com a = 0 e b = 10, podemos 
determinar o trabalho realizado ao distender a mola 10 cm: 


Wa ff Be de= 4f = 400 joules 


(b) Aqui também utilizamos a força f(x) = Ex achada em (a). 
Pela Definição (6.21), o trabalho realizado ao distender a 
mola de 2,5 cm para 7,5 cm 


Wafi Sede - Ae f «200 joules 


Em algumas aplicações devemos determinar o trabalho realizado 
ao bombear um fluído de um tanque ou levantar um objeto, tal 
como uma cortesie ou um cabo que se estende verticalmente 
entre dois postos. A Figura 6.55 ilustra um situação comuna cm 
que em sólido se estende ao longo do cixo-y de y «c a yd. 
Queremos elevar verticalmente todas as partículas do sólido mé 
barco ope Consideremos uma partição P de |e, d] e 

o sólido dividido em fatias por meio de planos 
perpendiculum 30 cixo-y em cada múmero y, da partição, De 


acordo com a figura, Ay, = y, — y, , € S, representa a k ™ fatia, 
Introduzamos a notação 
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Dofinição (6.22) 


Figura 6,56 


2,” distância (aproximada) percorrida por S, 
AF, = força (aproximada) necessária para levantar S, 


Se AW, é o trabalho realizado ao levantar S, , então, pela * 
Definição (6.20), : 
AW, e AF, 2,2 AF, 


ud 
Definimos o trabalho W realizado para elevar todo o sólido como 3 


vm limite de somas, 4 y 


O limite conduz a uma integral definida. Note a diferença 4 
entre este tipo de problema e o da nossa discussão anterior. Para = 
obter (6.21), consideramos incrementos de distância Ax, c a força 71 
f(z,) que atua através de Ax,. Na situação presente, consideramos ~ 
incrementos de força AF, c a distância z,, através da qual AF, ` 
atua, Os dois próximos exemplos ilustram esta técnica, Tal como - É 
na seção precedente, representaremos por dy um incremento 
típico Ay, e por y um número em fc, d]. 


de 
8 


EXEMPLO 3 


Um cabo uniforme de 10 m de comprimento e pesando 25 kg 4 
pende verticalmente de um sistema de polia no cimo de um 4 
edificio. Uma viga de aço de 225 kg está presa à extremidade ¿9 
inferior do cabo, Calcular o trabalho realizado so levar a viga m 
até o cimo do edifício. 


SOLUÇÃO 


Denotemos por W, o trabalho para elevar a viga e por Wo < É 
trabalho para elevar o cabo. Como a viga pesa 225 kg c deve $ 
percorrer uma distância de 10 m, temos, pela definição (6.20) — : 


W, = (225) - (10) = 2250 joules (Nom). _ 


O trabalho necessário para elevar o cabo pode ser achado pelo 
método usado para obier (6.22). Consideremos um eixo-y com p 
a extremidade inferior do cabo na origem e a extremidade 
superior em y = 10, conforme a Figura 6.57. Denotemos por 
dy um incremento no comprimento do cabo. Como cada metro 
do cabo pesa 2,5 kg, o peso do incremento dy (e, portanto, a 
força necessária para levantá-lo) é 2,5 dy. Denotando por y a 
distância de O em um ponto no incremento, tensas: 


incremento da força: 2,5 dy 
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distância percorrida: 10 — y (m) 
incremento do trabalho; (10 —- y) (2,5) dy 


i 
A aplicação de f corresponde a obter um limite de 
0 
somas de incrementos de trabalho. Logo, 


w,- ['a0-5054 = [254 -f G3y.- 
= 125 joules (N-m) 
O trabalho total realizado é 
We W, + W, = 2250 + 125 = 2.375 joules (N-m) 


EXEMPLO 4 


Um tanque em forma de cone circular reto de 6 m de altura c 1,5 
m de raio de base tem cixo vertical e vértice no solo. Se o tanque 
está cheio de água, cuja densidade é 1.000 kg/m, determine o 
trabalho realizado ao bombear toda a água pela borda do tanque. 


SOLUGÁO 


Comegamos por introduzir um sistema de coordenadas conforme 
a Figura 6.58, O cone intercepta o plano xy segundo a reta pela 
origem do coeficiente angular 4, cuja equação é 


y-4x ou x= ly 


Imaginemos a água dividida em fatias, ou discos, por planos 
perpendiculares ao eixo-y, de y «0a ym 6, representando por 
dy a largura de um disco típico, seu volume pode ser aproximado 
pelo disco circular exibido na Figura 6.58. Tal como na seção 
6.2 para volumes de revolução, temos: 


volume do disco = sudy = mf! y!)dy 


Como a água pesa 1.000 kg/m, a força necessária para elevar 
o disco é 1.000. x(2 ?)dy. Temos, pois, 
incremento da força: — 1.000n(7 y)dy 
distância percorrida: 6-y 
incremento do trabalbo: (6 — y) + 1.000 ni y My 
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Aplicando o operador f , obtemos 


W- (6-9) 1000 (1 yy tx f t - My 


6 
n pr-1] - LOOD x (108) «21,206 N -m 


O próximo exemplo é outra ilustração de como o trabalho 
pode ser calculdo por meio de um limite de somas — isto é, por 
uma integral definida, 


EXEMPLO 5 


Um gás confinado tem pressão p (em Nim”) e volume (em m). 
Se o pás se expande de v = a para v = b, mostre que o trabalho 
(em joules) é dado por 


W=f pa 


SOLUCÁO 


Como o trabalho independe da forma do recipiente, podemos 
admitir y gás confinado a um cilindro circular reto de rajo r, e 
que a expansão se processe contra a cabeça de um pistão, 
conforme ilustrado na Figura 6.59, Seja dv a variação de volume 
correspondente a uma variação de A metros na posição da cabeça 
do pistão. Assim, 


"— he dy 


Figura 6,59. x 


Denotando por p a pressáo em um ponto no incremento de 
volume exibido na Figura 6,59, então a força contra cabeça do 
pistão é o produto de P pela área x r da cabeça do pistão. Temos, 
pois, para o incremento indicado: 
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força contra a 
cabeça do pistão: plar’) 

distância percorrida pela 


cabeça do pistão: Jr 
incremento de trabalho; (par) h = (par) À dv = P dv 


a 
Aplicando f ao incremento de trabalho, obtemos o trabalho 
para quando o gás se expande de v = a à v= h; 


EXERCÍCIOS 6.6 


We f pd 


1 Um gorila de 180 kg de peso sobe em uma árvore 
de 5 m de altura. Determine o trabalho realizado 
se ele chega so topo da árvore em 


(a) 10 segundos (t) 5 segundos 


2 Ache o trabalho realizado ao levantar um saco de 
areia do 36 kg a uma altura de 1,20 m. 


3 Uma mola de 25 em de comprimento naberal 
sofre uma distensão de 3,8 cm sob um peso de 
35 N. Ache o trabalho realizado ao distender a 
mola. 


(n) de seu comprimento satural para 35,5 cm 
(b) de 28 em para 33 em 


4 Exige-se uma força de 11,5 kg para comprimir 
uma mola, cujo comprimento natural é 24,5 cm, 
para 23 cm. Ache o trabalho realizado ao còm- 
primir a mola para 21 «m. 


S Sc ema mola tem 30 cm de comprimento, cóm- 
pare o trabalho Wi, realizado so distendé-la de 
30 para 32,5 cm, com o trabalho Ws, realizado 
so distendé-la para 35 cm. 


6 É necessário wem trabalho de 0,113 joules para 
distender uma mola de 15 cm para 17,5 cm, e em 
trabalbo de 0,226 joules para distendé-la de 17,5 
para 20 cm. Ache a constante da mola e seu 
comprimento, 


7 Um elevador que pesa 1.368 kg pende de um 
cabo de 3,65 m que pesa 21 kg por metro linear, 
Aproxime o trabalho necessário para fazer o 
elevador subir 2,75 m. 


8 Um operário de cosstrugio levanta um motos de 
23 kg do chio até o cimo de um edificio de 18 
m de akura, usando uma conta que pesa 0,338 
N =- m. Ache o trabalho realizado. 


9 Um balde de água é içado verticalmente à razão 
constante de 45 cm/s por meio de uma corda de 
peso desprezível, À medida que o balde sobe, a 
água vaza à razão de 100 gris. Se o balde cheio 
de água pesa 11 kg no momento em que começa 
a set igado, determine o trabalho necessário para 
içá-lo a uma altura de 3,6 m. 


10 No Exercicio 9, determine o trabalho realizado so 
igar o balde até que tenha vazado metade da água. 


11 Usa aquário tem base retangular de 0,6 m de largura 
e 1,2 m de comprimento, e lados setasgulases de 
0,9 m de altura. Sc o aquário está cheio de água 
pesando 1.000 kg/m determine o trabalho realizado 
ao bombear toda a água pela parte de cima do balde. 


12 Generalize o Exemplo 4 desta seção para o caso 
de um tanque cônico de altura h c raio da base a 
metros, chelo de água pesando 1.000 kg’, 

13 Um tanque cilíndrico vertical de 1 m de didmetio 


€ 2 m de altura está cheio de água. Ache o 
trabalho necessário para bombear toda a água 


(a) pela parte saperior do tanque, 


(b) através de wem tubo que se eleva a 1,20 m 
acima da parte soperior do tanque, 


14 Faça o exercício 13 no caso de o tanque estar 
chelo apenas pela metade, 


een. anm nma - 
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15 As extremidades de wm cocho de água de 2,5 m 
de comprimento sho trikegulos equiláteros de 
0/6 m de lado. Se o cocho está cheio de água, 
ache o trabalho realizado ao bombear toda a água 
pela parte superior do cocho. 


20 No estudo da cletricidade, usa-se a fórmela Y 
E «kar (onde k é ema constante) para achar a S 
força (em Newtons) com que uma carga positiva 7» 
O coe força de q unidades repele uma carga 


Delermáne o trabalho scalizado ao mower ema S 
carga unitária de um ponto situado a d centíme- -~ 
tros de Q para um posto a | d em de Q, 


16 Uma cisterna tem a forma de um hemisfério de 
5 m de raio. Sc a cisterna está cheia de água, ache 
o trabalho necessário para bombear toda a água 
até um ponto 4 m acima do topo da cisterna. 


ia 

ElExeres 21-22: Suponha que a tabela abaixo tenha 
sido obtida experiesentalimente para wma força f(x) E 
aluaado em um ponto de coordenada-x em uma reta 
coordesada. Use a regra do trapézio para aproximar =% 
o trabalho realizado no intervalo fa, b), onde ech 5, 
são o menos e o malor valor de x, respectivamente, ; 


17 Conforme Exercicio $ desta Seção, O volume e 
a pressão de certo gás vaziam de acoedo com a 
ki pv"? a 115, onde as unidades são polegadas 
€ libras. Ache o trabalho realizado quando o gás 
se expande de 32 pol? para 40 pol, 


18 Coaforme Exemplo 5. O volume e a pressão de 
una quantidade de vapor confinado estão rebi- 
cionados pela fórmula pr e. e, onde e é uma 
constante, Se a pressão e o volume iniciais são 
po € Vo, respectivamente, estabeleça uma formels 


para o trabalho realizado quando o gás sc expande 
para o dobro do seu volume, 


Te os 10 15 20 25] 3 


xu |30 35 40 45 50 
Jom)ss 68 70 80 92 


19 A ki de gravitação de Newton afirma que a força 
F de atração entre duas particulas de massas my € 
mz € dada por F= Gmimys?, onde G é uma 
constante gravitacional e s é a distância entre as 
partículas, Sé comádezamos a masss my da tena 
concentrada em seu centro e se um foguete de massa 
im) está ma superficie (à distância de 4,000 milhas 
de centro), estabeloga uma fórmula geral para o 
tsabaltro realizado ao disparar o foguete vertical- 
mente até uma altitude À. (veja a figura.) 


23 A força (ee Newton) com que dois elétrons se. 75 
repelem é inversamente proporcional so quadra- 73 
do da distância (ess metros) entre eles. " 
(a) Se um elétron € mantido fixo mo posto (5, 0), 1] 

ache o trabalho realizado so mover um se- 53 
gundo elétron ao loago do eixo-x da origem — 
ao ponto (3, 0). j 


(b) Se dois elétrons são mantidos fixos pos S 
pontos (5, 0) e (-5, 0), respectivamente, ache. 3 
o trabalho realizado so mover um terceiso 
elétron da origem até (3, 0). 


24 Se a função força € constante, mostre que à X 
Definição (6.21) se redez à Definição (6.20). 


e”. 
^ 


a 
E 
, 
, 
I 
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6.7 MOMENTOS E CENTROS DE MASSA 


Nesta seção abordaremos alguns tópicos que envolvem a massa 
de um objeto. Os termos massa e peso por vezes se confundem 
um com o outro. O peso é determindo pela força da gravidade, 


Por exemplo, o peso de um objeto na Lua € aproximada- 
mente um sexto de seu peso na Terra, porque a força da gravidade 
lá é menor. Mas a massa é a mesma. Newton usou o termo massa 
como sinônimo de quantidade de matéria e relacionou-o com a 
força através de sua segunda lei do movimento, F = ma, onde 
F denota a força que atua sobre um objeto de massa m que tem 
aceleração a. No sistema inglés, costumamos aproximar a por 
32 fus? e usar o slug como unidade de massa. Em unidades SI, 
& ^ 9,81m/s', e o quilograma é a unidade de massa, Pode-se 
mostrar que 


1 slug ~ 14,6 kg c 1kg ~ 0,07 slug 


Nas aplicações, costuma-se admitir que a massa de um 
objeto está concentrada em um ponto; referimo-nos então ao 
objeto como massa-ponto, 04 massa pontual, independentemen- 
te de seu tamanho, Por exemplo, tomando a Terra como 
referência, podemos considerar um ser humano, um automóvel 
ou um edifício uma mass pontual. 


Em experimentos de física elementar consideramos duas 
massas pontuais m, € m, presas às extremidades de uma vara, 
conforme Figura 6.60, e procuramos determinar o ponto P em 
que deve ser colocado um fulcro de modo que a vara fique em 
equilíbrio. (Esta situação é análoga ao equilíbrio de uma gamgorra 
com uma pessoa sentada em cada extremidade.) Se as distâncias 
de m,c m, a P são d, ed, respectivamente, pode-se mostrar 
experimentalmente que P é o ponto de equilibrio se 


d 


m, d, - m, d, 


1 


Para generalizar este conceito, introduzamos um cixo-x 
conforme ilustrado na Figura 6.61, com m, e m, localizados em 


postos com coordenadas x, cx, Se a coordenada do ponto de 
equilibrio é x, então, pela fórmula m, d, = m, d, 


m, (x - x) « m, (x, - X) 


PX m,Xe MX ema, 
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ninm, m, O 
"hn Q^ xx 
Figura 6.62 
Definição (6.23) 


Figura 6,63 


Esta é uma fórmula para determinar o ponto de equilibrio P, 


Se uma massa m está localizada em um ponto do eixo com 
coordenada x, então o produto mx é chamado momento M, da 
massa em relação à origem. Pela nossa fórmula de X, vemos 
que, para determinar a coordenada do posto de equilíbrio, 
devemos dividir a soma dos momentos em relação à origem 
pela massa total. O ponto com coordenada Y é chamado centro 
de massa (ou centro de gravidade) das duas massas pontuais. 
A próxima definição estende a presente discussão a várias 
massas pontuais localizadas em um cixo, conforme se vé na 
Figura 6.62, 


Seja Sum sistema de massas pontuais m, m, .. m, 
rr E E do wes A ceros $ 


tipici a massa total P 


t ér 4 


Ue “0 momento de s em relação à “origem é 


EA Dor d. ies s "> vus 


i die Mm Lu dn vds - 
LU EST RIA E "be a ihm 
(y: C nti de dod in: amado devo) de s 
* erat ^ 


O ponto de coordenada x é o ponto de equilibrio do sistema 
S, no mesmo sentido de nossa ilustração da gangorra. 


EXEMPLO 1 


Três massas pontuais de 40, 60 e 100 quilogramas cstko 
localizadas em -2, 3 e 7, respectivamente, sobre um eixo-r. 
Determinar o centro de massa. 


SOLUÇÃO 


Desotando as trés massas por e, m, € m,, lemos a situação 
ilustrada na Figura 6.63, com x, =-2,x,=3 cx, = 7. Aplicando 
a Definição (6.23) obtemos a coordenada X do centro de massa: 


x.3X-2) 60(3) + 100(7) 500 _, 
40 4 60 + 100 200 
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Consideremos em seguida uma massa pontual m localizada 
em Pix, y) em um plano coordenado (ver Figura 6.64). Definimos 
os momentos M, e M, dc m em relação aos eixos coordenados 


como segue: 
momento em relação ao eixo-x: M, «my 
momento em relação ao choy: M, = mx 


Em palavras, para determinar M, multiplicamos m pela coorde- 
nada-y de Pe para determinar M, muliiplicamos m pela coorde- 
nada-x, Para determinar M, e M, para um sistema de massas 
pontuais, somamos os momentos individuais, conforme (i) e (ii) 
da próxima definição. 


E f "LAE TEE 7/20 
Seja S um sima de manis lina my ma ri, 
- Jócalizadás ém qu» [m lor ocio 


"NE 


"SC adt y» 1 tol 
Dur dn pa ES m, a massa 

A i eei! pule uM de un 
4,9. moet imm so é dr 


mide 
"74 


Por (iii) desta definição, 


mx M, e my «M, 


Como mx e my são os momentos em relação ao cixo-y € an 
cixo-x, respectivamente, de uma massa pontual m localizada em 
(X, y ), podemos interpretar o centro de massa como o ponto em 
que a massa total deve concentrarse para obter os momentos 
M, e M, de s. 


Podemos imaginar as » massas pontuais de (6.24) presas 
ao centro de massa P por varas imponderáveis, tal coeno os mas 
de uma toda se prendem ao centro da mesma, O sistema 5 
entraría em equilibrio se apoiado por uma conta presa a P" 
conforme Figura 6.65. A aparéncia seria semelhante A de um 
*mnábile" com todos os seus objetos no mesmo plano horeostat 


-. 


AAA. ...0.0...------ - 
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Figura 6.66 


m” 2 
* (5,1) 
La 


e» m3 
m,= 8 9. -» 
(2-8) 


EXEMPLO 2 


Massas ponteais de 4, 8, 3 c 2 quilogramas estão situadas em E 


(-2, 3), (2, -6), (7, -3) e (5, 1), respectivamente. Determinar 
M, M, € o centro de massa do sistema, 


SOLUÇÃO 


As massas estão ilustradas na Figura 6.66, onde também anteci-- 3 


pamos a posição de (x, y) Aplicando a Definição (6.24) 


obtemos 
M, = (4) (3) + (8) (6) + (3) (-3) + (2) (1) = -43 
M, = (4) (-2) + (8) (2) + (3) (7) + (2) (5) = 39 


Como m+-44+8434+2=17 
sz M, 39 e A. s 
A S. ER la E 
A Ad 


Assim, o centro de massa é (%, 2), 
———— 


Mais adiante consideraremos objetos sólidos homogéneos, — 


no sentido de que a massa está distribuida uniformemente por 
todo o sólido, Em física, a densidade p (rho) de um sólido 
homogêneo de massa m e volume V é definida como p = m/V. 


Assim, densidade é igual à massa por unidade de volume. A - 


unidade Si para densidade € kg/m"; todavia, usa-se também 
g/cm". A umidade inglesa de densidade é IW? ou Ibin". 


Nesta seção restringiremos nossa discussão a lâminas 
homogêncas (placas finas, planas) que têm densidade de área 
(massa por unidade de área) p. A densidade de área € medida 


em kg/m, IM? etc. Se a área de uma face da lâmina ¿Aca $ 
densidade de drea é p, então a massa m é dada por m = pA. ^ 
Queremos definir o centro de massa p de tal modo que, se a | 


posta afiada de um lápis fosse colocada em P, conforme Figura 
6.67, a timina se equilibraria em posição horizontal. Tal como 
em (ii) da figura, adenitiremos que o centro de massa de uma 
lámina retangular é o ponto C em que as diagonais se intercep- 
tam. Chamamos C o centro do retângulo. Assim, para problemas 
que envolvem massa, admitimos que uma limina relangular seja 
uma massa postual localizada no centro do retkegulo. Esta 


hipótese é a chave de nossa definição de centro de massa de uma 
lâmina. 


Cop. 6 da 449 


Consideremos uma lámina de densidade de área p e forma 
da região R, da Figura 6.68. Como já temos ampla experiência 
na utilizac&o de limites de somas de Riemann para definições 
nas Seções 6,1 a 6.6, passemos diretamente 20 método de 
representar a largura do retângulo na figura por dx (em lugar de 
A x,), obtendo 


y 
1. te y 
19) + gt] E sd 
j a x Bu x 
Figura 6,68 


Como a densidade de área da lámina € p, podemos escrever 
massa da limina retangular: p [f(x) = g(x)] de 


L] 
Se, como em seções anteriores, considerarmos S como um 


. 
operador que toma limites de somas, chegaremos à seguinte 
definição de massa m da lámina: 


, 
m————— 4 
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Definição (6.25) 


m» f' p La) - slo) de 


Admiliremos em seguida que a lámina retangular da Figura 
6,68 seja uma massa pontsal localizada mo centro C do retângulo, 
Cosa, pela fórmula do ponto médio (1.5), a distância do 
eixo-x a C é ! [f(x) + g(x)], obtemos o seguinte resultado para a 
lámina retangular: 


momento em relação ao eixo-x: ! f(x) + gix)) -p[f(x) - gix)]dx 
Analogamente, como a distáncia do cixo-y a C é x, 
momento em relação ao eixo-y: x- p[f(x) = g(x)]dx 


Considerando limites de somas mediante a aplicação de f so- 
mos conduzidos à seguinte definição. 


+ Seja uma limina L com densidade de área p e forma da 
o R, nà Figura 668. x 

Es 

LOLA mma Lénfouio soma 


te srg MÀ ETA Te 
wma -— mr dp 


UT TN 
so (Gum de oa) dé 
x 


Definição análoga pode ser dada sc L tem a forma de uma 
região R, e as integrações são feitas em relação a y. Podemos 
também obter fórmulas para momentos em relação a ostras retas 
que não os cixos x ou y; todavia, é aconselhável memorizar a 
técnica para determinação de momentos — multiplicação de uma 
massa por uma distância a um cixo -— em vez de memorizar 
fórmulas que abranjam todos os casos possíveis. 


EXEMPLO 3 


, Uma Menina de densidade de área p tem a forma da região 


delimitada pelos gráficos de y «x? +1,x= 0, xe 1 cx - 0. De- 
termine o centro de massa. 


SOLUÇÃO 
A Figura 6,69 esboça a região c vm retángulo típico de largura 


Vade e altura y. Como se vê na figura, a distância do eixo-x 20 
centro C do retângulo é ! y, c a distância do eixo-y a C é x. 


Logo, para a lâmima retangular, vemos: 


massa; pydr = poc +1) dx 
momento em relação ao cixox: ly py de 1 phe + Ty dx 


momesto em relação ao elxo-y;.— x py de= pul + 1) de 


Usando agora limite de somas dessas expressóes pela aplicacho 
, 
do operador f., obtemos: 


maf pi? Mac pli? exe 

M, [ote e deu ip f 628 ee 
-Ie[ ees] nto 

M,- f ute 1) dep f C +x) de 


E =? 
Pasa achar o centro de massa ( X, y ), utilizamos (tii) da Definição 
(6.25). 


Quando determinamos (X, y ) no Exemplo 3, a constante 
p foi cancelada no numerador e no denominador. [sto ocorre 
sempre que se trata de uma lámina homogéeea. Logo, o centro 
de massa é independente da densidade de área p; isto 6, x e y 
dependem apesas da forma da lámina. Por esta razdo, referimo- 
pos hs vezes so ponto ( X, y ) como o centro de massa de uma 
região do plano, ou como'a centróide da segito, Podemos otter 
fórmulas para momentos de centróides fazendo p» 16 m=A 
(área da região) em nosso estudo prévio, 


i 
i 
| 
' 
' 
4 
, 
: 
. 
> 
o 
4 
a 
| 
a 
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EXEMPLO 4 


Ache o centrókde da região delimitada pelos gráficos de 
y-6-x3cy-3-2x. 


SOLUCÁO 


A região é a mesma considerada no Exemplo 2 da Seção 6.1 e E 
está reesboçada na Figura 6.70, Para achar os momentos e o b 
centróide consideramos p= 1 e m =A, Referindo-nos ao retin. S 


6 da 453 


Poderíamos ter acbado o centróide utilizando a Definição 
(6.25) com fl) = 6-2, gi)=3 -2ra m-l, e b=3, mas 
isto estaria apenas ensinando a substituir, e náo a pensar. 


—— 
Se uma lámina homogénea tem a forma de uma regibo que 


admite um eixo de simetria, então o centro de massa deve estar 
sobre esse eixo, Valemo-nos disto no próximo exemplo, 


EXEMPLO 5 
gulo típico com centro C exibido na Figura 6.70, obtemos: 
Ache o centróide da região semicircular delimitada pelo eixo-x 
área do - Y pa 
de (6-2) -G - 20] de € o gráfico de y = Va! - à? com a» 0, 
distância do SOLUÇÃO 
eixo« a C: 1 [(6 —2?) + (3 - 2x)] v" 
Ls A Figora 6.71 ilustra a região. Por simetria, o centróide está 
momento € sobre o eixo-y; isto é, X = 0. , basta determinar y, Conside- 
relação ao eixo: 1 [(6 — 39) +(3 = 2x)] [(6 — x) = (3 - 2x)] dx mrs ad apo Mi Me M ena 
pere n momento em relação ao cixo-x; jy. y dx = yde 1 (a! dr. 
Figura 6,70 momento em 


relação ao cixo-y: x[(6 =a?) = (3 - 21)] dx Usamos agora um limite de somas aplicando o operador: 
ao cixo-y: x[(6 - x7) - (3 - 


Em seguida, tomamos o limite de somas aplicando o 
, 
operador f é 


M,» f. 6h yan 2 f Me as 
Ao 


M,- f. M6- 3) «(8- 22)]-16—9)- (8 - 29] de Com m = A = | xa, temas 


If 16-2Y-0-2 dr 
19.1 


af (= 1607 « 12x + 27) dr = 2 Assim, o centróide € o ponto [0, — a 
4 


—————————— 


Concluiremos esta seção enunciando um teorema útil sobre 
sólidos de revolução. Para ilustrar um caso especial do teorema, 
consideremos uma região R do tipo R, exibido na Figura 6.68. 
Com p= Lem A (a área de R), obtemos o momento de R em 
relação 20 eixo-y: 


M= f. x6-9)-G- 29] de 


-f 22-9) 
4 


Com A=} e (iH) da Definição (6.25), determinamos o cem 
tróide M, = (ftx) - sto) de 
E E qe 

x- E E E e y= 
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Teorema de Pappus (8.26) 


Se fizermos R revolver em torno do eixo-y, utilizando cascas 
cilíndricas, obtemos o volume V do sólido resultante: 


Ve f 2s UC) - gta) de 
Comparando estas duas equações, vemos que 


vV 
M, = 


Se (X, y) € o centróide de R, então, pela Definição (6.25) (iii), 


z.M (Vox) v 
m A 22A 


e então 
V a 22xA 


Como X € a distância do centróide de R ao cixo-y, a última 
fórmula afirma que o volume V do sólido de revolução pode ser 
determinado multiplicando-se a área A de R pela distância 
2xX que o centróide percorre quando R faz uma revolução em 
tomo do eixo-y. Afirmação análoga vale se R faz uma revolução 
em tomo do eixo-x, No Capítulo 17 demonstraremos o seguinte 
teorema mais conhecido, devido so matemático Pappus de 
Alexandria (C. 300 A.D.). 


Sp Rima repito de um pao inteiramente ente situada sobre um 
¿Lado de uma reta 1 do plano. Se R faz uma revolução completa 
AED de o hana do las fol ES do d 
área de R pela distância percorrida pelo centróide de R. 


EXEMPLO 6 


A região delimitada por um círculo de raio a revolve em tomo 
de uma reta / situada no plano do círculo, a qual está a distância 
b do círculo, com b » a (veja Figura 6.72). Ache o volume do 
sólido resultante. (A superficie deste sólido em forma de um 
pocu é chamada toro.) 


SOLUÇÃO 


A região delimitada pelo círculo tem área ma! e a distância 
percorrida pelo centróide é 21b. Logo, pelo teorema de Pappus, 


V = (22b) (sua?) = 2a2a*b, 


EXERCÍCIOS 6.7 


Cap 6 Aplicações da integral definida ass 


quilogramas) e suas coordenadas (cm metros) sobre 
em cixo-x. Determine m, Mo € o centro de massa. 


) [masa ^| 100 80 p] 


ET | 5 1 — 
à [o 


so 
Exeres. 3-4: A tabela relaciona massas pontsais (em 
quilogramas) c suas localizações (em metros) em um 
plano xy. Determine m, My, My, c o centro de massa 
do sistema, 


6-1) (20 (8,5) 


P 
P 
z 
- 
c 


1 E] 
iscalização |(-5, -2) (3, 7) (0, 9) C 3) (0,0) 


Exercs, 5.14: Esboce a região delimitada pelos 
gráficos das equações e determine m, Ms, My, € O 
centráide.. 

s yd, y-0, x=! 

6 y-x y-0, x-9 


7 yes- y-0 


8 7x9 3y - 6, y-0, x= 
9 y?-x, 2y-x 

10 yal, yz 

M yt xeye-l 

D ye, x*y-2 
Bre, x-y-2 
Mass x+y=3 


Exeres. 1-2: A tabela relaciona massas pontwais (em * 


15 Ache o ceatróide da regido no primeiro quadrante 
delimitada pelo círculo x? + y" = a! e os eixos 
coordenados. 


16 Seja Ra região do primeiro quadrante delimitada 
pela parábola y! = ex, com c > 0, o eixosx e a reta 
vertical pelo ponto (a, b) da parábola, coeforme 
figura a seguir. Ache o centróide de R. 


17 Uma região tem a forma de um quadrado de lado 
2a cocinado pos um semicirculo. Ache o ceatrói- 
de, (Sugestdo: Use o Exemplo $ e o fato de que 
o momento da região é a soma dos momentos do 
quadrado e do semicírculo.) 


18 Sejam os pontos P,Q,ReS das coordenadas 

“O (2b,0), (0,0), (2,0) e (b, 0), respectivamente 
com 0 « a « b. Ache o centróide da região deli- 
mitada pelos gráficos de y= WDY, 


ya Va! - Y! cos segmentos PQ e RS. (Sugestão: 
Use o Exemplo 5.) 


19 Prove que o centróide de um triângulo coincido 
com à imersecgio das medianas, (Sugestóo: 
Tome os véstices nos pontos (0,0), (a,b) e 
(0, c), com a, b e c positivos.) 


20 Uma região tem a forma de um quadrado de lado 
a encimado por um triángulo equilátero de lado 
a. Ache o centróide da regido. (Sugestão: Veja 
o Exercício 19 e a sagestão dada para o 
Exercício 17.) 


Exeres, 21-24: Use o teorema de Pappus. 


21 Seja R a região retangular com vénices (1, 2), 
(2, 1), (5, 4), e (4, 5). Ache o volume do sólido 
gerado pela rotação de R em torso do cixo-y. 


2 Seja R a segião triangular de vértices (1, 1), 
(2, 2), € (3, 1). Ache o volume do sólido gerado 
pela revolução de A em torno do cixo-y. 
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23 Ache o centróide de regido no primeiro quadrante 
delimitado pelo gráfico de y = Va" — x eos cixos 


€ vocdenados, 


24 Ache o centróide da região triangular de vértices 


(b) Use a regra de Simpson com n«4 para 
aproximar a integral em (3). : 


tn, 0), A(O, a) e Bb, 0), para números positivos — ias Use a regra de Simpson com n = 4 para aprozimer 


ach 


213% Uma lâmina de densidade de área p tem a forma 
de regiáo delimitada pelos gráficos de 


Muy = vicosa] e gis) «x3. Grafe 
mesos cixos cocedesados. 


o centróide da região delimitada pelos gráficos 
de y «0, y= (sem) x, x4 16x 2. à 


f ogno 


6.8 OUTRAS APLICAÇÕES ; 


ILUSTRAÇÃO 


É cvidente, do que vimos neste capítulo, que se uma quantidade 1 


pode ser aproximada por uma soma de muitos termos, então ela 4 
é candidata à representação por uma integral definida. A exigên- ] 


cia principal € que, quando o número de termos aumenta, a soma ~ 


tenda para um limite. Nesta seção abordaremos várias aplicações 4 


da integral definida. Comecemos com a força exercida por um 
líquido sobre um objeto submerso. 


Na física, a pressão p a uma profundidade k em um fluido b. 


se define como o peso do fluido contido em uma coluna de altura 


h c área de seção transversa igual a uma unidade quadrada. A 3 
pressão também pode ser considerada como a foega por unidade 7% 


de área exercida pelo fluido, Se um fluido tem densidade p, então 
a pressão p para a profundidade h é dada por 


p-ph À 
Segue-se uma ilustração para a água com 
p= 1.000 kg/m ou (p = 62,5Ib/ft"). 


Densidade p (kg/m) Profundidade h (m) Pressão po ph (kg/m) 
1.000 2 2000 — 
1,000 4 4.000 | 
14000 6 6.000 t3 


O princípio de Pascal na física afirma que a pressão para 


profundidade h em um fluido é a mesma em todas as direções. 3 
Assim, se uma placa plana é submersa em um fluido, a pressão y 


em um lado da placa que está a /r unidades abaixo da superfície 
é ph, quer a placa esteja submersa verticalmente, quer borizod- 
talmente ou obliquamente (veja a Figura 6.73, onde a pressão 4 
nos pontos A, Be C € ph). “a 


(a) Estale! — a 
go ceti core 13 


Definigáo (6.27) 
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Se um tanque retangular, como um aquásio, está cheio de 
água (veja a Figura 6,74), a força total exercida pela água sobre 
a base pode ser calculada como segue; 


força na base = (pressão na base) - (área da base) 
Para o tanque da Figura 6,74, tomamos 
p= 1000 kg/m e h«2m 
obtendo força na base = (2.000 kg/m"). (12m?) = 24.000kg. 


Isto corresponde a 12 colunas de água, cada uma com área da 
seção transversa de 1 m? e cada uma pesando 2.000 kg. 


É mais complicado achar a forga exercida sobre um dos 
lados do aquário, porque a pressão não é constante aí, mas 
aumenta com a profundidade. Em vez de abordar este problema 
particular, consideremos a seguinte situação mais geral, 


Suponhamos uma placa submersa em um fluido de densi: 
dade p tal que a face da placa seja perpendicular à superficie do 
fluido. Introduzamos um sistema de coordenados conforme a 
Figura 6.75, onde a largura da placa se estende pelo intervalo 
le, d] no eixo-y. Suponhamos que, para cada y em [e,d], a 
profundidade correspondente do fluido seja A(y) € o comprimen- 
to da placa seja L(y), tendo Ac L como funções contínuas. 


Empregaremos a técnica padrão que consiste em consideras 
um retámgulo horizontal típico de largura dy e comprimento 
L(y), conforme ilustrado na Figura 6.75. Se dy € pequeno, então 
a pressão em um ponto qualquer do retângulo é aproximada. 
mente ph(y). Assim, a força sobre um lado do retângulo pode 
ser aproximada por 


força sobre o retângulo = (pressão) - (área do retângulo) 
ou 


força sobre o retângulo — e ph (y) - Ly) dy. 
Tomando o limite das somas dessas forças mediante aplicação 
Li 
do operador r somos levados à seguinte definição, 


A força E exercida por um fluido de densidade constante 
sobre um lado de uma região submersa do tipo ilustrado na 
Figura 6.75 é me RE; Dra 
Su GUNS MA 


siu «seco f PRO) dy 


e e —— —À ^^t 
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Se uma região mais complexa é dividida em sub-regiões 
do tipo ilustrado na Figura 6.75, aplicamos a Definição (6.27) a 
cada sub-região e somados as forças resultantes. O sistema de 
coordenadas pode ser introduzido de várias maneiras: No Exen- 
plo 2 escolhemos o eixo-x ao longo da superficie do líquido e a 
direção positiva de eixo-y para baixo, 
EXEMPLO 1 


As extremidades de uma cocho de água de 2,40 m de comprimento 
têm a forma de trapézios isásceles com 1,20 m de base menor, 1,80 
m de base maior e 1,20 m de altura, Ache a força total sobre uma 
das extremidades quando o cocho está cheio de água. 


SOLUCÁO 
A Figura 6.76 ilustra uma extremidade do cocho superposta a 


um sistema de coordenadas retangulares. A equação da reta por 
(0,60; 0) e (0,90; 1,20) € y «4x - 24, ou equivalente, 


xe 24) 


Referindo-sos à Figura 6.76, para um retângulo de altura 
dy, temos: 


comprimento: — 2x«!(y« 2,4) 


área: Lly+2,4) dy 
profundidade: 120-y 


pressão: — 1.000 (1,20 — y) 
força: — 14000 (1,20) - y) E (y + 23,4) dy 


Usando limites de somas com a aplicação do operador 
2 
f , obtemos: 


a 
Fa f 500129109 +2: dy 300 / "(288 -12y -y) dy 


= 500 (2,88 y -0,6y?- y?" = 1.008 kg 


No exemplo precedente, o comprimento do cocho foi 
irrelevante ao considerarmos a força sobre uma extremidade. O 


mesmo se diga para o tanque de óleo do próximo exemplo, 
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EXEMPLO 2 


Um tanque para armazenagem de óleo de 2 m de diâmetro e de 
3,5 m de comprimento jaz horizontalmente em um plano, Se o 
tanque está com óleo até a metade, e se o Óleo pesa 800 kg/m”, 


estabelega uma integral para a forga exercida pelo óleo sobre 
uma extremidade do tanque. 


SOLUÇÃO 


Introduzamos um sistema coordenado tal que a extremidade do 
tanque seja um círculo de 1 m de raio com centro na origem. A 
equação do círculo & x? + y? = 1. Escolhendo a direção positiva 
do cixo-y para baixo, então, pelo retângulo horizontal da Figura 
6.77, temos o seguinte: 


comprimento: 2x«2V1-y 
área: 2VT- y! dy 
profundidade: y 
pressão: S00y 
força:  B0Qy.2 VT = dy 


Usando um limite de somas mediante aplicação, obtemos 


F 1600y 11 - y dy 
Calculando a integral, obtemos 
F 533,33 kg 


M — —— ÀÓ—— 


As integrals definidas podem ser aplicadas a métodos de 
isótopos radioativos utilizados em testes fisiológicos. Um exem- 
plo envolve a medida do desempenho cardíaco — isto é, a taxa 
na qual o sangue flui através da aorta. A Figura 6.78 esboça um 
método simples de experimento deste tipo, em que um líquido 
(ou gás) fui para um tanque em A e sai em B, a uma taxa 
constante de fluxo F (em L/s), Supoahamos que no instante 
t= 0, Q, gramas de isótopo sejam introduzidos no tanque em 
A e que um mecanismo agite continuamente a solução. A 
concentração c(t) (em g/L) de isótopo no instante £ é controlada 
cm B. Assim, a quantidade de isótopo que passa em B no instante 
t € dada por 


(taxa de fluxo), (concentração) = F - eli) g/s 
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Fórmula da concentração 
de fluxo (6.28) 


Figura 6.79 


Se a quantidade de isótopo mo tanque no instante t € 24 


QI), Q sendo uma função diferenciável, então a taxa de variação 
QQ (t) € dada por 


Q'()* -F -Ai 
(o sinal negativo indica que Q está decrescendo). 


Se T é o instante em que todo o isótopo salu do tanque, < 
então (XT) = 0 e, pelo teorema fundamental do cálculo, 


[0 04-00] = Qt - ot) 


-0-0,--Q, 
Podemos também escrever 


fea 1-F.e014==Ff cod 


Igualando as duas formas da integral, tensos a fórmula 


Em gera! não se conhece uma forma explícita de e(r); tem-se E 
apenas uma tabela de valores funcionais. Utilizando a integração 4 


numérica, podemos obter uma aproximação da taxa F de luo: 
(veja os Exercícios 11 e 12). 


Consideremos em seguida outro aspecto do fluxo dos líquidos. $ 
Se um líquido Nui através de um tubo cilíndrico e se a velocidade -S3 


€ uma constante v, então o volume de líquido que passa por um 


ponto fixo por unidade de tempo é dado por vA, onde A é a área ~ 3 


de seção transversa do bobo (veja a Figura 6,79). 


se processa em camadas conforme ilustrado na Figura 6.80, a 


seguir. Na camada mais próxima da parede da artéria, o sangue 34 
tende a se fixar na parede, e sua velocidade então pode ser i 
considerada zero, A velocidade aumenta à medida quc as 3 


camadas se aproximam do centro da artéria. 


Para fins de cálculo, podemos considerar o fluxo sanguíneo $ 
consistindo em finas cascas cilíndricas que deslisam umas sobre ¿E 
as outras, com a camada exterior fixa e a velocidade de cada 4 


camada aumentando à medida que dimisi o rado respectivo (veja ;* 


a Figura 6.80). Se a velocidade em cada camada é considerada $ 


4 


Figura 6.50 
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constante, então, pela teoria dos liquidos em movimento, a 
velocidade Mr) em uma camada de raio médio r é 


ve) (A) 


onde R é o raio da astéria (em centímetros), ! é o comprimento 
ds artéria (em centímetros), P € a diferença de pressão entre as 
duas extremidades da artéria (em dinícm?) e v é a viscosidade 
do sangue (cm din-s/cm"). Note que a fórmula dá velocidade 
zero se r= R, € velocidade máxima PRºNdvl) à medida que 7 
tende a zero. Se o raio da K™ camada é r, e a espessura da 


camada é Ar, então, por (6.10), o volume do sangue nessa 
camada é 


2ar P 
Zar vir) Ar, e ga (Rê = 1) Ar, 


Se há n camadas, então o fluxo total na artéria pos unidade de 
tempo pode ser aproximado por 
LI 
2n 
DAP i-r 
Para estimar o fluxo total F (volume de sangue por unidade de 


tempo), consideramos o limite dessas sonas quando n cresce 
indefinidamente. Isto conduz à seguinte integral definida: 


aP[! la 
mijar” y | 
MPR OS 

Buf 


Esta fórmula de F não é exata, porque a espessura das camadas 
não pode ser tomada arbitrariamente pequena, O limite inferior 
€ a bugura de uma célula vermelha do sangue, ou seja, aproxi- 
madansente 2 x 10-*cm. Podemos admitir, não obstante, que esta 
fórmula dé uma estimativa razoável. É interessante notar que 
uma pequena variação no raio de uma artéria produz uma grande 
variação no fluxo, pois F é diretamente proporcional à quarta 
potência de R. Uma pequena variação na diferença de pressão 
tem efeito menor, pais P está na primeira potência. 
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Em muitos tipos de emprego, um funcionário deve desem- 
penhar a mesma tarefa repetidas vezes. Por exemplo, um operário 
de uma fábrica de bicicletas deve montar novas bicicletas. 
Conforme ele monta um número cada vez maior de bicicletas, 
é de se esperar que o tempo de cada montagem vá diminuindo 
mé atingir um tempo mínimo. Outro exemplo desse processo de 
aprendizagem mediante repetição é o de um processados de 
dados que deve inserir, em um computador, informações contidas 
em formulásios apropriados, O tempo necessário para processar 
cada dado deve diminuir à medida que o número de dados 
processados aumenta, Como ilustração final, o tempo exigido 
por ema pessoa para percorrer um labirinto deve melhorar com 
a prática, 


Consideremos uma situação comum, em que certa tarefa 
deve ser repetida muitas vezes. Suponhamos que a experiência 
indique que o tempo necessário para realizar a tarefa pela &^* 
vez possa ser aproximado por f(k), sendo f uma função continea 
decrescente em um intervalo adequado. O tempo total para 
realizar a tarefa n vezes é dado pela soma. 


Y, 0) = f0) + $0) +... + fin) 

i=l 
Atestando para o gráfico da Figura 6.81, vê-se que a soma 
precedente é igual à área do polígono retangular inscrito, 
podendo, portanto, ser aproximada pela integral definida 


Í sar Evidentemente, a aproximação diferirá muito pouco 


da soma efetiva se f decresce lentamente em (0, n]. Se f varia 
rapidamente com a variação unitária de x, então não se deve usar 
uma integral como aproximação. 


EXEMPLO 3 


Uma empresa que faz pesquisas por via telefónica constata que 
0 tempo gasto por um empregado para completar uma entrevista 
depende do número de entrevistas que ele já tenha realizado 
previamente. Suponhamos que, para certa pesquisa, o número 
de minutos necessários para completar a k ^* entrevista seja dado 
por f(k) « 6(1 +4)" para O sk s 500, Use uma integral defi» 
nida para aproximar o tempo necessário para que um empregado 


, complete 100 entrevistas e 200 entrevistas. Se um entrevistador 


recebe $ 4,80 pos bora, estime a diferenga entre as despesas com 
dois empregados fazendo cada um 100 entrevistas, e com um 


Único empregado fazendo 200 entrevistas. 


^ 
a em 


A es 
E 


Pela discussão precedente, o tempo necessário para 100 entre- 
vistas é aproximadamente 


E 6(1 +x)" dx - 6.2 (1 4x) "m. 293,5 min 
O tempo necessário para 200 entrevistas é 
E 6(1 e xy ^ de 514,4 min. 
q 


——— recebe $ 0,08 por minuto, o custo de 

m empregado fazendo 200 entrevistas é aproximadamente 
(0,08) (514,4) = = $ 41,15. Se dois empregados fazem cada um 
100 entrevistas, o custo é 2(0,08) (293,5) = $ 46,96, que ¿$5.81 
a mais do que o custo de um empregado. Lembec-se, entretanto, 
de que, com a utilização de dois empregados, há uma economia 
de tempo de cerca de 221 minutos. 


Utilizamdo um computador, temos 


LJ 
y, ML = 291,5 


4-1 


= 
e 5 GU + Ay! 512,57 


i-i 
Logo, os resultados obtidos por integração (área sob o gráfico 


de f) são superiores em aproximadamente dois minutos ao valor 
da soma correspondente (área do polígoao retangular inscrito). 


Em economia, o processo utilizado por uma empresa para 
aumentar seu ativo é chamado formação de capital. Se o 
montante K do capital no instante 4 pode ser aproximado por 
K = f(t) para uma funcio f diferenciável, a taxa de variação de 
K em relação a té chamada fluxo líquido de investimento. 
Logo, se / denota o fluxo de investimento, então 


dK 
dur fe 


Reciprocamente, se / é dada por g(1) para uma função g contínua 
em um intervalo [a,b], então o aumento de capital nesse 
intervalo de tempo é 


f gin dt = f(b) = fía) 
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EXEMPLO 4 E E 
Suponhamos que uma empresa deseje tes seu fluxo líquido de | a 
investimento aproximado por e(t) =1%, para t em anos e g(t) em tá 


milhões de unidades monetárias pos ano. Se t = O correspondente 


20 tempo presente, estime o montante da formação de capital 
durante os próximos oito anos. 


SOLUÇÃO 


Em decorréncia, o aumento de capital nos próximos oito anos é À 
dado por 4 


[stas foras le] -1 
$ 


Coascqüentemente, o montante da formação de capital é de -S 
12.000.000 de unidades monetárias. 


Qualquer quantidade suscetível de ser interpretada como a 
área de uma região pode ser estudada por meio de uma integral 
definida. (Veja, por exemplo, o estudo da histerese no fim da 5 
Seção 6,1.) Reciprocamente, a integral definida permite-nos 3 
representar quantidades físicas como áreas. Nas ilustrações que 
seguem, uma quantidade € numericamente igual à área de uma 
região; isto é, desconsideramos unidades de medida como 
centímetros, metro-kg etc. 


Seja v(t) a velocidade, no instante 4, de um objeto que se 


(tempo) move em uma reta coordenada. Se s é a função posição, então 


Figura 6.52 si) = Hi) e 
f vin de - [50a = (OR = sb) ~- sta) 
Se v(1) > 0 em todo o intervalo de tempo fa, b) isto diz que a < 
área sob o gráfico da função v de a a b representa a distáncia Y 
que o objeto percorre, conforme ilustrado na Figura 6.82, Esta $ 
y (velocidade) observação é útil para um engenheiro ou físico, que pode não + 


dispor de uma forma explícita para (0), mas apenas de um 
gráfico (ou tabela) indicando a velocidade em diferentes instan- 
tes. A distância percorrida pode ser então estimada mediante 
aproximação da área sob o gráfico. 


7 Se (t) < 0 em certos instantes em (a, b], o gráfico de v 
pode assemelhar-se ao da Figura 6.83. A figura indica que o 
objeto se moveu no sentido negativo de t= cat = d. A distância 


percorrida durante esse tempo é dada por f' | v(i) | dt. Segue-se 
que f| v] dr é a distância rora! percorrida em fa, b), quer. 3 
ví!) seja positiva quer negativa. 


y" vir) 


wAn) (m/s) 
^ 
.. 
. 
. B 
——- t ——9 
t (segandos) 
Figura 6.84 
b 
x (disthncia) 
Figura 6.55 
y(fotqa) 
5 
q 
E] 
» 
10 
An Dea Mm 


es 
5 10 15 20 25 x(distáncia) 
Figura 6.86 
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EXEMPLO 5 


Um objeto se move segundo wma trajetória retilínea € sua 
velocidade v(r) (cm m/s) no instante 1 € registrada para cada 
segundo, durante 6 segundos. Os resultados constam da tabela 
abaixo. 


Aproxime a distância percorida pelo objeto. 


SOLUÇÃO 


Os pontas (t, v(r)) estão grafados na Figura 6.84. Admitindo que 
v seja uma função contínua, então, conforme discussão prece- 
dente, a distância perconida durante o intervalo de tempo 


[0,6] € fr (t) di. Aproximemos esta integral definida por meio 
da regra de Simpson com n = 6; 


Í vide - 72 (0) + 4v(1) € 2(2) + A3) + 24) + AtS) + v(6)] 


eM e4362-4 64.682.564. 5 83] - 260 


Em (6.21) definimos o trabalho realizado por uma força 
vasiável f(x) que atua ao longo de uma reta coordenada de 


x ^ aax « b, como W= f f(x) de. Suponhamos f(x) = O em todo 


[a, b]. Esbogaralo o gráfico de f conforme ilustrado na Figura 
6.85 observa-se que o trabalho é numericamente igual à área sob 
o gráfico de a a b, 


EXEMPLO 6 


Um engenheiro obteve o gráfico da Figura 6.86, que mostra a 
força (em kg) que atua sobre uma pequena carreta à medida que 
ela percorre 25 metros em um terreno plano horizontal, Estime 
o trabalho realizado. 


SOLUÇÃO 


Supondo que a força seja uma função contínua f para 
Us x <25, o trabalho realizado é 
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w=f fo dx 


Não dispamas de uma forma explícita de fx); todavia, — 
estimar valores funcionzis a partir do gráfico e aproximar W por 
meio de uma integração numérica, 


Apliquemas a regra do trapézio com a «0, b = 25e n = 5. 
Bascando-nos no gráfico para estimar valores funcionais, obte- 
mos a seguinte tabela; 


A soma dos números na última coluna é 315, Como 
(b a) K2n) = (25 - 0N/10 =2,5 
decorre de (5.36) que 
wf f(x) de = 2,5(315) = 790 m-N 


Para maior precisão, poderíamos utilizar um valor maior 
de n na regra de Simpson, 


—————À 
Suponhamos que a quantidade de um ente físico como óleo, 


forma, e que R(1) seja a taxa na qual a variação 

instante t, Se Q(r) € a quantidade Promols po fastum € e s O 

Mi iran entáo (Art Ri). Se R(r) > 0 (ou Rif) « 0) em 
alo de tempo fa, b], então idade de i 

(ou decréscimo) entre eae (eb 6 o TT 


00)- Qi) - f! Q (di f nt) à 


Este número pode ser apresentado como a área da região de um 
plano ry delimitada pelos gráficos de R, f =a, te bey «0. 


—— + ——— — a — M Lo n n O ect es 
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EXEMPLO 7 
A partir de 9h, comeca-se a bombear óleo pasa um tanque de 
armazenagem à razão de (150r? + 25) gal/h, para o tempo t (em 


horas) após 9h. Quantos galões terão sido bombeados para o 
tanque à 1h? 


SOLUÇÃO 


Considerando R(1) = 15007 + 25 na discussão precedente, obte- 
mos: 


f 15092 + 28d = [1006 4251] 900 gal 


Demos apenas algumas ilustrações da utilização das inte- 
grais definidas. O leitor interessado encontrará muitas outras em 
livros sobre ciências físicas e biológicas, economia e adminis- 
tração, e também em áreas como ciência política e sociologia. 


EXERCÍCIOS 6.8 


Um aquário tem 1 m de comprimento e extremi- 
dades quadradas de 0,3 m de lado. Se o tanque 
está chelo de água, ache a forga exercida pela 
água 


(a) sobre uma extremidade 
(b) sobre um lado 


Se uma das extremidades quadradas do tanque do 
Exercício 1 é dividida em duas partes por uma 
disgonal, ache a força exercida sobre cada parte. 


As extremidades de um cocho de 2 m de com- 
primesto tim a forma de triiagulos isósceles de 
lados iguais com 0,6 m cada e o terceiro lado 
com ! m, no topo do cocho. Ache a força exercida 
pela água sobre uma extremidade, quando o 
cocho está: 


(a) cheio de água, (b) chelo até a metade. 

As extremidades de ums cocho de água tim a 
forma da eegião delimitada pelos gráficos de 
y-€ € y «4, com x c y medidos em metsos. Se 


0 cocho está cheio de água, ache a força exercida 
sobre uma extremidade. 


Um tanque cilindrico para armazenagem de óleo 
tera 2 m de diámetro e 2,50 m de comprimento, 
e está deitado sobre seu lado, Se o tasque está 
cheio de óleo até a metade e o óleo pesa 
960 kg/m, ache a força exercida pelo óleo sobre 
uma exiremidade do tanque. 


A comporta retaagular de vma represa tem 1,5 m 
de comprimento e 1 m de altura. Se a comporta 
€ vertical € sua parte superior é paralela à 
superficie da água e está 1,90 m abaixo dela, acho 
a força da água contra a comporta, 


Uma chaga plana tem a forma de um trapézio 
isósceles com base superior de 4 m e base inferis 
de 8 m, e está subenerso verticalmente em água, 
com as bases paralelas à superficie da &gua. Se 
as distáscias da superficie da água às beses 
inferior e superior são 10 m e 6 m, respectiva 
meate, ache a força exescida pela água sobre um 
lado da placa. 


Uma chapa circular de 2 es de raio está imena 
verticalmente na água. Se a distância da superfi- 
cie da água ao centro da chapa € 6 m, ache a foege 
exercida pela água sobre um lado da chapa, 


— — > 
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Una chapa retangular de 1 m de largura e 6 m 
de comprimento está imersa verticalmente em 
dlen (cuja densidade é de 800 kg/m?) com seu 
hada menos paralelo à seperficie e 2 m abaixo 


ta) Ache a força total exercida sobre um lado da 
chapa 

Wi) Sie a chapa é dividida em duas partes por uma 
diagonal, ache a força exercida sobre cada 


parto 


Mena chapa de forma irregular está imersa verii- 
svalmente em água (Veja a figura). A tabela abaixo 
ns medidas de sua largeta, tomadas as profun- 
didlates com intervalos de 0,5 m. 


Profundidade im] 15 2 25 3 35 4 
Largura (m) ¿7 > EEN $5 45 35 0 
istimo a força sobre em lado da chapa, utilizan- 


dis, eom m = 6, 


in} a regra do trapézio 
th) a regra de Simpson 


Uonvulte (6.28), Para estimar o desempenho cat- 
tas “+ F (eimero de litros de sangue que o coração 
bombeis por minuto através da aorta), injetase 
uma dose de $ miligramas de isótopo numa 
^ia pulmonar e mede-se, a cada minulo, a 
enira ho do isótopo, efr), em uma artéria 
pesteral próxima da aorta. Os resultados constam 
ila tabela abaixo. Use a regra de Simpson, com 
» E2, pora estimas o desempenho cardíaco, 


(63 12 Consulte (6.28). Jogam-se 1.200 kg de dicromaro 
de sódio em um rio no posto A c extraem-se, a cada 


registrada na tabela abaixo. Use a regra do trapézio, 
com n = 12, para estimar a taxa de fluxo F do rio. 


13 Um indastrial estima que o tempo necessário para 
em operário montar determinado item depende 
do número de itens montados previamente, Se o 
tempo (em mistos) mecessário para mostar o 
k"? item € dado por f(&) - 20 1 ^^ 4 3, 
aproxime, a menos de 1 minuto, por melo de uma 
integral definida, o tempo necessário para a 
montagem de 


(a) 1 item (b) 4 itens (c) B items. (d) 16 itens 


14 O número de minatos mecessários para wma 
pessoa atravessar um labirieto € estimado em 
SU) SY, cade k € o número de tentativas 
prévias realizadas. Por meio de uma integral 
definida, aproxime o tempo necessário para com- 
pletar 10 tentativas. 


15 Um processador registra dados relativos a estu- 
dantes com base em formulários preenchidos. O 
número de minutes sccessários pora o 4. 
registro é dado aproximadamente por 
SU) =61 + Ay P, Use uma integral definida 
para estinsar o tempo necessário para uma pessoa 


(a) digitar 600 registros 
(6) duas pessoas digitarem 300 registros cada 


16 Se no Exemplo 4, a taxa de investimento € 
aproximada por gfi) = 2430 + 1), com gi) em 
milhares de unidades monetárias, ese uma inte- 
gral definida para aproximar o mostante de 
formação de capital nos intervalos [0,5] e 
[5, 10]. 


Exeres. 17-18: Usc uma integral definida para apro- 
ximar a soma, e amedonde o resultado para O inteiro 
mais próximo, 


100 Ax 
vs sir ag X 5&( + 10y 2 
4-1 4-1 


EJ 19 A velocidade (em km/h) de um automóvel ao 
percorrer uma auto-estrada durante um período 
de 12 minutos está Indicada na figura. Aproxime, 
por meio da tegra do trapézio, a distância percor- 
vida a menos de 1 km. 


Velocidade (km/h) 


Él 20 A aceleração (em mis?) de um automóvel durante 
um período de 8 segundos está indicada sa figura 
Use a regra do trapézio para avaliar a variação 
líquida de velocidade durante esse período de 
tempo. 


2 Obieve-se a tabela que segue registrando a força 
f(x) (em Newtons) que atua sobre uma partícula 
20 mover-se 6 metros ao longo de pma reta 
coordenada, de x « 1 a x « 7. Estime 0 trabalho 
realizado utilizando 


(a) a regra do trapézio com n» 6 
(b) a regra de Simpson com n = 6 


— —(— —Q 
xx 2 3 4 5 6 7 
[Rd am = 25 2 26 30 28 


^2 
22 Um motociclista sobe uma colina, registrando a 
velocidade v(r) (em m/s) ao fim de cada dois 
segundos. Com base mos resultados registrados 


na tabela a seguis, utilize a regra do trapézio para 
aproximar a distância percoerida. 


las] 0 2 4 6 8 1 


NIM RM MI 0 


23 Um barco a motor consome gasolina à razão de 


(V9 $ gh. Se o motor começa a funcionar 


em t+ D, quanta gasolina terá sido consumida em 
2 horas? 


24 A popelacho de uma cidade vem aumentando, 
desde 1985, à taxa de 1,5 40,37 + 0,006 É mi- 
ihares de pessoas, por ano, onde t é o número de 
anos após 1985, Supondo que esta taxa permane- 
ça, € que a população era de $0,000 em 1985, 
estime a população em 1994, 


25 A figura exibe wm dispositivo termoetétrico, em 
que o calor é transformado em energía elétrica. 
Para determinar a carga total Q (em coulombs) 
transferida para o fio de cobre, registram-se es 
valoees (em ampéres) a cada ] segundo; os 
resultados constam da tabela a seguir. 


470 Cálcado com Geometria Asalia Cop 6 


AR BADIA 
.0 02 Q6 07 08 05 02 
Com base no fato que | = ddr, use a regra do 
trapézio, com i « 6, para estimar a carga total 


transferida para o fio de cobre durante os três 
primeiros seguados. 


El 26 Seja p (x) a dessidade (em caka) de ozônio ma 
atmosfera a wma altitude de x quilômetros acima 
do solo. Por exemplo, se p(6) = 0,0052, cat$o, a 
uma alünde de 6 km, há efetivamente uma 
espessura de 0,0052 cm de ozônio para cada 
quilômetro de atmosfera. Se p é uma função 
contínua, a espessera da camada de ozônio entre 
as alturas e e b pode ser obtida calcelando-se 


€ po 

obtidos experimestalmente. 

(a) Estime, pela regra do trapézio, a espessura da 
camada de ozônio entre as altitudes de 6 e 42 
kas, ma primavera € no outono. 

(b) Resolva a parte (4) utilizando a regra de Simpson. 


E) 27 O gás radon pode constituir sério risco quando 
inalado. Se V(r) € o volume de ar (em cm’) nos 
pelmões de wm adelto no instante p (em minu» 
tos), então a taxa de variação de V pode ser 


aproximada por V'(i) = 12.450 sen (30u) A 
inalação e a expiração correspondem a 
V*(r) » 0 € V'(1) « €, respectivamente. Sepondo 
que ue adulto viva em ama casa que tem uma 
concentração de energia radioativa devido ao 
radon, de 4,1 x MF? jeutes/em?, 


(a) Aproxime o volume de ar inalado pelo adulto 
em cada inspiração. 


(b) Se a inslacio de mais de 0,02 joules de 
energia radialiva por ano é considerada peri- 
gosa, deve a pessos permanecer na casa? 


23 Uma bicicleta fixa para exercícios é programada 
de forma que possa ser ajustada para diferentes 
níveis de L de intensidade e tempos de realização 
T. Ela registra o tempo decorrido 1 (em minstos), 
para 0 sts T e o número de calorías Cli) conso» 
midas por minuto no tempo r, onde 


CU =5 9-67 | 1-17] 


Suponha que wm individuo se exercite por 16 
minutos, «oes 3 para Oxtx8 e com L «2 
para 8 « ( € 16. Ache o sistro total de calorias 
queimadas durante o exercicio. 


29 A tabela a seguir dá a taxa de crescimesso A (em 
emiso) de um menino medisno de é anos, para 
10stx1$ 


tiaros) | 10 11 12 13 M 15 
[R(emlano) |53 52 49 65 93 70 


Use a regra do trapézio, com n = $, para obiet 
uma aproximação do crescimento (em centime- 
tros) do mesáno entre seu 10* e 15º anivensdsios. 


30 Para determinar o número de plancton numa parte 
de oceano com 80 metros de profundidade, um 
biólogo marinho extras amostras sucessivas de 10 
metros, obtendo a tabela a seguir, cade p(x) € a 
densidade (em número/m”) de plascton a uma 
profundidade de x metros, 


lar] O 10 20 30 40 s0 60 70 80 
po) [o 10 25 30 20 15 10 5 O 
Use a togra de Simpson, com n = 8, para estimar 
o número total de plancton em uma coluna de 


água de 1 m de secção transversa, estendendo-se 
da superficie até o fundo do oceano. 


F 69 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exeres 1-2: Trace o gráfico da região delimitada 
pelos gráficos des equações, e ache a área imegraado 
em relação a (2) x e (b) y. 
1 ys ar, ysil-8 
2 yn dx x*2y»l 
Exercs.3-4: Ache a área da região delimitada pelos 
Mo gráficos das equações, 
di 3 1» yl, 
la ye, ye, Te Sy 10 
5 Ache a área da região entro os gráficos das 
equações y =cos]x e y = sen x, dex = x/3a 
sem ` 
6 ^ “a delimitada pelo gráfico de 
7 y = Vicos dx o o cizo, de x = 0a x 2 x2, 
gira em torno do eixo-x. Ache o volume da sólido 
d gerado. 
' Exercs.7-10: Esboce a região R delimitada pelos 


gráficos das equações, e ache o volume do sólido 


gerado pela revolução de R em tormo do «ixo 
indicado. 


xeye1 


Eo 7 j-VEST yO 100 x=2chor 
ye vol, xi; eixoy 
9 y-x«1 x=0 y=2% eixo-y 
ly« Vx, yei cixo-x 


Exeres.11-12: A região delimitada pelo cixo e o 


gráfico da equação dada, de x = Ô a x = b, gira cos 
torso do eixo-y. Ache o volume do sólido resultante. 


Il yaos bevan 


12 y «sen a; b=1 


13 Ache o volume do sólido gerado pela revelação 
da regido delimitada pelos gráficos de y = dy è 
dx + y = 8 em tomo (a) do cixo-x (b) x = 1 (e) 
y. 16 


14 Ache o volume do sólo gerado pela 
da região delimitada pelos gráficos de y e x, x 
= 2 e y = Oem tomo (a) do eixo-x (b) do eixo y 
(o) x = 2 (8) x = 3 (e) y = 8 (0) y = l. 


e M M—————— 


15 Ache o comprimento do arco do gráfico de 
(37 = Siy - 1) de (22) a MS, 3). 


16 Um sólido tens por base a região do plano xy 
delimitada pelos gráficos de y = 4x e x = 4, Ache 
o volume do sólido, se toda secção transversa por 
um plano perpendicular 20 cixo-x é um triángulo 
tetisgulo isósceles com um dos lados iguais na 
base do sólido. 


17 Uma piscisa constreóda acima do solo tem a 
forma de um cilindro circular reso de 12 pés (4 m) 
de diámetro e 5 pés (1,50 m) de altura. Se a 
profundidade da higos na piscina é de 4 pés 
(1,20 m), determine o trabalho necessário para 
bombear a água pelo topo da piscina. 


18 Ao se bar um balde por uma distância de 30 pés 
(9 m) do fuado de um pogo, a água vaza a uma 
razão constante. Ache o trabalho realizado se o 
balde comém originalmente 24 libras (11 kg) de 
água e um torço da água vaza. Adesita que o balde 
vazio pese 4 libras (1,8 kg) e despreze o peso da 
corda, 


19 Uma chapa quadrada de 4 pés (1,22 m) de lado 
está submersa verticalmento em gua de tal 
modo que uma das diagonais é paralela à super- 
ficie da água. Se a distincia da superfície ao 
centro da chapa é de 6 pés (1,83 m), ache a força 
exercida pela água sobre um lado da chapa. 


20 Use difescacials para aproximar o comprimento 
do arco do gráfico de y = 2 sen 3x entre os pontos 
de coordenada-x x e 912/90, 


Exerc. 21-22: Esboce a regido delimitada pelos g$- 
ficos das equações e ache m, My, My e o cemiróide. 


Uysal, x*ys-l, x=1 


Ry-2+1 yax, x1 x.?2 
230 gráfico da equação 12y= Ax) + (3x). de 
A(1, T.) a B(2, $ ) revolve em torno do cixo-x 


Ache a área da superficie resultante. 
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24 Obiém-se a forma do refletor de um bolofotc 
revolvendo-se uma parábola em tomo do ses 
eixo, Se , conforme a figora, o refletor tem 4 pés 
(1,22 m) de abertura e 1 pé (30 cm) de profun- 
dodade, sche a área de sua superficie. 


25 A velocidade wr) de um foguete que caminha 
diretamestc para cima consta da tabela a seguir. 
Use a regra do trapézio para aproximar a distância 
percorrida pelo fogocte de s= Dat» S. 


VÀ 26 Um eletricista suspeita que um medidor de luz 
«oe acusa um consumo total de O kwh não esteja 
funcionando cormontamente. Para testar a exati- 
dão, o eletricista mede a taxa de consumo R a 
cada 10 minutos, obtendo os resaltados da tabela 
abalxo. 


MI 


je ota d 9 
í a 145 


(a) Use a regra de Simpson para estimar o 3 
consumo total durante este período de uma E 
hora. f 


(b) Se o medidor acusa 48-792 kw/h no começo ` 
da experiência e 48.953 no fim, qual deve ser 
a cosclusio do eletricista? 


27 Interprete 200 d 


(a) como área de uma região do plano-ky 


(b) como vobeme de um sólido obtido pela revo- 4 
lução de uma região em tomo 
(I) do eixo 
(IN do eixo-y 
(c) como um trabalho realizado por uma força. - 
28 Seja R a regido semiciscular do plaso-xy com 
extremidades do dilmetro em (4, 0) e (10, 0). Use 3 
o teorema de Pappes para achas o volume do ~ 


sólido obtido pela revolução de R em tomo do 4 


STTTTTITTTTTTTTT TT Te AA — 


Ma, Capítulo 7 


‘Kuos FUNÇÕES EXPONENCIAIS 
E LOGARÍTMICAS 


INTRODUGÁO 


Na matemática pré-cálculo esbogamos grá- 
ficos das equações como y=a" para a>0 
sem definir e" no caso de x ser irracional. 
Apenas admitimos que existam nómeros reais 
como a* e a", e que o gráfico sobe se 
a > | ou desce se 0 « a < 1, Admitimos, além 
disso, que as leis dos expoentes sejam válidas 
para todos os exponentes reais. Em seguida, 
definimos log, x, utilizando nossas expres- 
sóes exponenciais aúo-definidas e "prova- 
mos" propriedades de logaritmos aplicando 
lcis nko- demonstradas de expoentes! Embora 
tal procedimento seja aceitável na álgebra 
elementar, é insatisfatório no cálculo, no qual 
o paúrão de rigor matemático € mais elevado, 


Nosso enfoque neste capítulo consiste 
em empregas uma integral definida para intro- 
duzit o logaritmo natural. Valemo-nos em 
seguida de tal função para definir a fimpóo 
exponencial natural. Finalmente, damos sig- 
nificação precisa a a' e log, x, Vocé poderá 
achas estranho tal procedimento, mas é a 
maneira mais simples de tratar estes tópicos 
com rigor. Além disso, tal enfoque permite- 
nos estabelecer mais facilmente resultados 
sobre continuidade, derivadas e integrais, e 
provar as leis das exponentes admitidas na 
matemática pré-cálculo. 


O capítulo contém muitas aplicações | 
de funções logarítmicas e exponenciais. 
Como essas funções são inversas umas das 
Outras, começaremos estudando o conceito 
geral de função inversa. 
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7.1 FUNCOES INVERSAS 


Uma função f pode ter o mesmo valor para diferentes números 
em seu domínio. Por exemplo, se flx)=x), então 
$(2) = 4 f(-2), mas 2-2, Para definir a inversa de uma 
função, é essencial que diferentes números no domínio sempre 
correspondam a valores diferentes de f. Tais funções são 
chamadas funções um-a-um. 


Definição (7.1) 


O diagrama da Figura 7.1 ilustra uma função um-a-am, 
porque cada valor da função no contradominio R corresponde 
exatamente a um elemento do domínio D. A função ilustrada no 
gráfico da Figura 7.2 não é um-a-um, porque à b mas 
fla) = f(b). Note que a reta horizontal y= f(a) (ou y= f(b)) 
intercepta o gráfico em mais de um ponto. Assim, se qualquer 
reta horizontal intercepta o gráfico de uma função f em mais 
de um ponto, então f não é um-a-um. Toda função crescente é 
um-a-um, porque, se a < b, então f(a) < f(b), e se b<a, então 
A ad o jeep então f(a) « f(b). Aang 

toda função decrescente é um-a-um. 


So $ 6 wi fefe una com domo D a irado: 
mínio R, então, para cada número y em Ñ, existe exatamente um 
número x em D tal que y = f(x), conforme ilustrado pela seta na 
Figura 7.3(i). Como x é único, podemos definir oma função g 
de R em D por meio da regra x = giy). Como se vê na Figura 
7.3(ii), g reverte a correspondência dada por f. Chamamos g à 
função inversa de f, conforme definição seguinte. ^ 


(iy 


Figura 7.2 


vió po od D lem eri eb des 


VA) m 


pra Lig eo em 


— 


DEMONSTRAÇÃO 


Provemos primeiro que, se g é a função inversa de f, então as 
coedicóes (i) e (il) são válidas. Pela definição de função inversa, 
y = f(x) se e somente se x = gly) 
para todo x em D e todo y em R. Substituindo y por f(x) na 
equação x » gly), obtemos a condição (1): x » (f(x). Da mesma 
forma, substituindo x por gly) na equação y = f(x), obtemos a 


condição (ii): y = f(g(y)). Assim, se g é a função inversa de f, 
ensão as condições (i) e (ii) são verdadeiras. 


Reciprocamente, seja g uma função com domínio R c 
comradominio D, e saponbamos verdadeiras as condições (i) e 
(I Para mostrar que g 6 a iaversa de f, devamos provar que 

ys f(x) se e somente se x= 81) 
para todo x em D e todo y em R. 


Suponhamos primeiro que y = f(x). Como (1) é verdadeira, 
gif (x) =x; isto é, g(y) =x. Isto mostra que se y = f(x), então 
x= gl). 


^ Suponhamos em seguida que x = gly}. Como (ii) é verda 


deina, fa) = y; Esto €, f(x) = y. Isto mostra que sc x « gly) 


então y = fd, o que completa a prove. 
Uma função um-à-um f só pode ter uma função inversa 


- As condições (i) e (ii) do Teorema (7.3) implicam que, se g é à 
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Domínios e contradomínios 
de f e f-' (7.4) 


Diretrizes para achar | em 


casos simples (7.5) 


função inversa de f, então f é a função inversa de g. Dem - 


que f e g são funções inversas uma da outra. 


Se uma roget tem uma função inversa g, costumamos 7 
denotar g por f^. O —1 usado nesta notação não deve ser Y 
confusdido com um expoente; isto €, f (y) ndo significa | 
MIJO). A recíproca 1 / [f(y)] pode ser denotada por [f()]*. É A 


importante conheces as seguimes relações. 


maval “dominio de f-! » » eoetradomínio de f , + m 
> eontradomíaio de f. = domínio de f. ys 


Quando estudamos funções, denotamos por x um número 


arbitrário no domínio. Assim, para a função inversa f", podemos M 


considerar f(x), onde x está no domínio de f^. Neste caso, as 
duas condições do Teorema (7.3) se escrevem como segue: 


(0 — f"(f(x)-x para todo x no domínio de f 
6) Mex para todo x no domínio de f^ 


Em algons casos podemos achas a inversa de uma função - 
um-a-um resolvendo a equação y = f(x) em relação a xem termos 4 
de y, obtendo uma equação da forma x= gly), Se as duas É 


condições gi f(x) =x e flg(x)) = x são verdadeiras para todo x 
no domínio de f e g, tespectivamente, então g é a função inversa 
$ procurada. As diretrizes seguintes resumem o procedimento. 


Na diretriz 2, antecipando a determinação dé f^, escreveremos Y 


X= fy) em lugar de x = gly). 


1 Verificar se f € função um-a-um (ou se f é crescente — 
l ou decrescente) em todo seu domínio, , e: 


2" Resolver à Equação y = fix) em relação a x em termos | 


“de y, obténdo uma Eipuação da forma x  f^*(y). 
3 Verificar as duas condições i 


AID e, (Uta) 


aca Sd i 1 


= f(x), pois devemos resolver em relação a x em termos de y. 


Por esta razão, referimo-mos a casos simples no título das 3 


diretrizes. 


EXEMPLO 1 
Seja f(x) = 3x - 5. Ache a função inversa de f. 


tap? Figs expect e logerimicas 477 


SOLUÇÃO 
Seguiremos as três diretrizes. Primeiro, notemos que o gráfico 
da função lincar f é uma reta de coeficiente angular 3. Como f 
€ crescente em todo o R, f é um-a-um, logo, existe a função 
inversa f*'. Além disso, como o domínio e o contradomínio de 
f são ambos R, o mesmo é verdadeiro para f~, 

Como na diretriz 2, consideremos a equação 

y"3x-5$ 

€ a resolvamos em relação a x em termos de y, obtendo 


x. ii 
Façamos agora 
TETE LE) 
P9 rs 


Como o símbolo usado para a variável é irrelevante, podemos 
também escrever 


195 
pu 


Verificamos em seguida as condições (i) f (f(x) «x e (ii) 
fü 09) =x 


(0 f"fG)-f'(Qx-5) (definição de f) 
EAS definição de $) 


ex (simplificando) 


o aes (definição de f“) 


aep (definição de f) 
(simplificando) 


Assim, pelo Teorema (7.3), a função inversa de f é dada por 
SU) = (6 5) 13, 
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Figura 7.4 


EXEMPLO 2 
Seja f(x) =1-3 para x= 0, Ache a função inversa de f. 


SOLUÇÃO 


A Figura 7.4 é o gráfico de f. O domínio de f é [0,00), e o 
contradomínio é [-3, =). Como f é crescente, é também um-a- 
um e, então, tem wma inversa f^' que tem como dominio 
[-3, %) e contradomínio [0, ©]. 


Como na diretriz 2, consideramos a equação 
yax =} 
que, resolvida em relação a x, dá 
xe£tVys 


Como x € nho-negativo, rejeitumos x=-—vy+ 3 c fazemos 
fy) = Vy + 3 ou, equivalentemente, f(x) = Vx F 3. 


Finalmente, verificamos que (i) FU) =x para x em 
[0, =) e (ii) J i) =x para x em [-3, d 


O FU =f -3 - (2073963 - V - x 


sexz0 
GD  f(f"Q) - f(x* 3) (VE * 37 -3-( 3)-3 mx 
sera- 


Assim, a função inversa é dada por f(x) - Vx «3 para 
123, > 


Há uma relação interessante entre o gráfico de uma função 
f eo gráfico de sua função inversa f“! Notemos primeiro que 
b= f(a) equivale a a = f^ (b). Estas equações implicam que o 
ponto (a,b) está no gráfico de f se e somente se o ponto 
(b, a) está no gráfico de f^. 


Como ilustração, no Exemplo 2 vimos que as funções f e 
f^? dadas por 


TN fe viTE 


sio funções inversas uma da outra, desde que x seja convenien- 
temente restringido, Veja alguns pontos do gráfico de f: 
(0, -3), (1, -2), (2, 1) e (3, 6). Os pontos correspondentes no 
gráfico de f"* são (-3, 0), (-2, 1), (1, 2) e (6, 3). Os gráficos de 
f 6 f^? estão esbogados no mesmo plano coordenado na Figura 
7.5. Dobrando-se a página ao longo da reta y = x, que bisseciona 
os quadrantes 1 e 11 (conforme indicado pela linha tracejada da 


Teorema (7.6) 


figura) observa-se que os gráficos de f e f^' coincidem. Os dois 
gráficos são reflexões um do outro em relação à reta y = x. Isto 
é típico de toda função f que tem uma função inversa f^ (ver 
Exercicio 14). 


(ub. b) 


Figera 7.6 


A Figura 7.6 ilustra os gráficos de uma fenção um-a-am 
arbitrária f e de sua função inversa f>. Conforme indicado na 
figura, (c, d) está no gráfico de f se e somente se (d, c) está no 
gráfico de f^. Assim, se restringirmos o domínio de f ao 
intervalo (a, b], o domínio de f”* ficará restrito a (fia), fu]. Se 
f € contínua, então o gráfico de f não apresenta interrupções 
nem aberturas, e isto é igualmente verdadeiro para o gráfico 
(refletido) de f7. Vê-se, assim, intuitivamente €, que se fé 
contínua em (a, b), então f-* é contínua em (fa), f(b)]. Pode-se 
mostrar também que, se f € crescente, também o é $, Estes 
fatos constituem o próximo teorema, Para demonstração, con- 
sulte o Apéndice II. 


Uta) HON. Af Deeds te inm Ry m 


Prova-se resultado análogo substituindo-se crescente por 
decrescente no Teorema (7.6). 


O próximo teorema oferece um método para achar à 
derivada de uma função inversa. 
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Voorenm (7.7) 


> ý 
E d 
y AUT ES va "e 
DL esu E 
Met E SEI EEF 1. 
Casar dl 
ve vM ; 
cala 


DEMONSTRAÇÃO 
Pela Definição (3,6), 
elo)» lim ste) - ste) 


tg 


Sejam y = g(x) € a = gic). Como f c g são funções inversas uma 
da outra, 


gU)-9y se e somente se f(y)=x 
c ste)=a se e somente se fía) =e 


Como f é diferenciável, € também continua e, daí, pelo 
Teorema (7.6), também o é a função inversa g = f“! Assim, se 
x-"€, então g(x)— glo) isto é ya. Se ya, então 
fO) — fla), Podemos, pois, escrever 


gie)» lim ate) ste) 


- lim 
+ 


MS... 
pa fü) - fla) 


T S —— . 
- tim £0) - f) 


ys ya 


= "ESO 


y > Agi 


M, RAD 
"fi 7 fite) 
É conveniente reformular o Teorema (7.7) como segue: 
Corotário (7.8) 


Se g € a função inversa de uma fu dif nciável 
tea ane o e 


FETO 1-4 "n UR: 
E SO = pec Pi 


cv. 


+ 
PONI ate x T 


EXEMPLO 3 


Se f(x) =x! & 2x - 1, prove que f tem uma função inversa g, € 
delermine o cocficiente angular da tangente ao gráfico de g no 
ponto P(2, 1). 


SOLUÇÃO 


Como f(x) « 33 « 2» 0 para todo x, f € crescente c, assim, 
um-a-um. Assim, f tem uma função inversa g. Como f(1) = 2, 
segue-se que (2) = 1, e conseqüentemente o ponto P(2, 1) está 
no gráfico de g. Seria difícil achar g utilizando as diretrizes (7.5), 
porque teríamos de resolver a equação y =x? + 2x = 1 em relação 
a x em termos de y. Entretanto, mesmo não podendo achar g 
explicitamente, podemos determinar o coeficiente angular 
&'(2) da tangente ao gráfico de g em P(2,1). Assim, pelo 
Teorema (7.7), 


EDS 
£O p» ^ HDS 


Uma maneira fácil de relembrar o Corolário (7.8) é fazer 


y = f(x). Se g € a função inversa de f, então giy) = g(f(x) =x. 
— Por (7.8), 


= —À 
PO- FEO)" Ft) 
ou, em notação diferencial, 
ded 
di 
dx 


Isto mostra que, em certo sentido, a derivada da função inversa 
g é a recíproca da derivada de f. Uma desvantagem da utilização 
das duas últimas fórmulas é que nenhuma delas é expressa em 
termos da variável independente para a função inversa, Para 
ilustrar, mo Exemplo 3 seja y «x? + 2x = 1 e x = gly). Então 


du 
DE 


Exo EA Dus 
£0)* 4312" 399) «2 
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que se pode escrever também como 


— JE 
AE 
Coaseqüentemente, para achas g'(x) é necessário conhecer gix), 
tal como no Corolário (7.8). 


EXERCÍCIOS 7.1 


———————— 
Exercs. 1-12: Determine f ^! (x). 15 
1 fG)e dx 45 2 flx)=7 - 2e 

1 
3105 410 


S f() = Zt 


6 fü)» A. 
? f()- 2 - Md, xxÜ 

8 f(x) e S3 2, 120 

9 fija TT 

10 f(x) « V4 - 7, Üxzrx2 


n fo)- Vx «1 12 f(x) = (P +1 


13 (a) Prove que a função linear definida por 
f(x) = ax + b com a 0, tem uma inversa, é 
determine f x). . 


(b) Uma fengdo constante tem inversa? Expli- 
que. 

14 Mostre que o gráfico f ~ é a reflexão do gráfico 
de f em relação à reta y «x, verificando as 
condições seguintes: 

(Se Ma, b) está no gráfico de fJ, emio 
Q(b, a) está no gráfico de f -*. 


(DO ponto médio do segmento PO está ea teta 
sex 


GDA reta PO é perpendicular à reta y» x. 


Exercs. 15-18: A figura é o gráfico de uma função 
f em-a-um. (a) Use a reflexão para traçar o gráfico 
de f ~. (b) Ache o domínio e o contradomínio de 
f. (c) Ache o domínio c o contradomínio de f ~! 


17 
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18 (b) Indique o dominio de f ~}. (c) Use o Corolário 

(7.8) para achar Daf Ha). 

MIO ETT. MOE 

23 fü) - 4 - i2, xzÜ 

24 far, xa? 

25 fi) t. x0 

26 fi) - VS- r, 0sx&3 


(3, d) 


Exercs, 27-32: Use f' pora provar que f tem uma 
função inversa, (b) Determine o cocficiense angular 
da reta tangente em P so gráfico de f, 


Exercs. 19-20: Grafe f no intervalo dado. (a) Estime 

o maior intervalo fa, b] com a «0 « b no qual f é n 

um-a-um. (b) Se g é a função com dominio [e, b] tal E e2s - t; PS, Y) 
que gx) = f(x) para a «x x b, estime o dominio e o 28 f(:)-2- x - 3; P(-8,2) 


contradormánio de g^". 
29 fíx)=-2x (8H), x>0; — P(-32) 


19 f(x)=2,10 - 2983 -2,1x+% [-1,2) 
30fü)-AP (1)  x>0,  P(,1 


DO f(x) = sen (ses (1,Lx))% [-2,2) r 
eres. 21-26: (a) Prove que f tem uma função — 71 fe) 4c; P(15,2) 
inversa, n Mé Xen PO, 1) 


7.2 A FUNCÁO LOGARÍTMICA NATURAL 


Na introdução ao capítulo explicamos por que é necessário 
adotar, para as fungóes logarítmica e exponencial, um enfoque 
diferente do usado na matemática pré-cálculo. À primeira vista, 
você poderá achar estranho definir uma função logarítmica como 
uma integral definida; mais adiante, entretanto, veremos que a 
função obtida obedece às leis familiares dos logaritmos estudadas 
em cursos pré-cálculo, 


y 


Fla)» [no A 
= Área mbo 
gráfico de f 


Seja f uma funcio contínua em um intervalo fechado 
(a, b]. Tal como na prova da Parte I do teorema fundamental do 
cálculo (5.30), podemos definit uma função F por 


Pa) - f fà 


para x em (a, b]. Se f(r) = 0 em todo [a, b], então F(x) € a área 
sob o gráfico de f de a a x, conforme Figura 7.7. Para o caso 
especial f(i) f, onde m € um número racional e n» -1, 


P 
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Detinlcáo (7.9) 


podemos achar uma forma explícita para F. Assim, pela regra 
da poténcia para integrais, 


rafa], 


LE .t PA 
SML «se nel 


Como indicado, não podemos utilizar t ** = i/r para o integrando, 
pois 1/(1 + 1) não é definida sc n ==]. Até aqui não tivemos 
meios de determinar uma antiderivada de 1x — isto é, uma função 
F tal que F'(x) = Lx, A próxima definição suprirá esta lacuna. 


es is eb el D tica i de ^. 1 m af A 
fo a nal ab^ 1 KEEN. 
: par $ iol [o "D m i eee y : 
e ard Jer joa] nio mr ipi ba gae 6 ue i 
ica EY RDP 


c e DA m 
MOT: "ist ss c a e 


: EE 


A expressão In x (leia-se ele-ene de x) é chamada boga- 
ritmo natural de x. Usamos esta terminología porque, como 
veremos, In tem as mesmas propriedades que as funções loga- 
rílmicas estudadas nos cursos pré-cálculo. A restrição x » 0 é 
necessária porque, se x s 0, o integrando tem uma descontinui- 


dade infinita entre x e 1 e, assim, fona não existe, 
1 


Se x » 1, a integral definida fo di pode ser interpretada 


como a área da região sob o gráfico de p= I/r de f= ta tx 
(veja a Figura 7.8(1)). 


Teorema (7.10) 
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Se 0 « x « 1, então, como 


* (1 1 
f, ()a--£i« 
a integral é o megativo da área da região sob o gráfico de 
y= Ult de tx e tm 1 {veja a Figura 7.8(ii)). Isto mostra que In 
x é negativo para O < x < 1 e positivo para x > 1. Note também, 
pela Definição (5.18), que 
E dra 
mi las 0 
Aplicando o Teorema (5.35), obtemos 


nf peni 


para todo x» 0, Substituindo f (1/0 de por in x, obtemos o 
seguinte teorema. 


Pelo Teorema (7.10), In x é uma antiderivada de 1/x. Como 
In x € diferenciável e sua derivada 1/x é positiva para todo 
x>0, segue-se dos Teoremas (3.11) € (4.13) que a função 
logarítmica natural € contínua e crescente em todo o seu 
domínio. Note também que 


x 


que € negativa para todo x » 0. Logo, por (4.16), o gráfico da 
função logarítmica natural é côncavo para baixo em (0, «). 


D;nx=D,(D,ma)-D, (1) == 


Esbocemos o gráfico de y+=Inx. Se O<x<1, então 
In x « 0 c o gráfico está abaixo do eixo«x. Se x > 1, o gráfico está 
acima do cixo-x. Como ln 1-0, o intercepto-x é 1, Podemos 
aproximar coordenadas-y de pontos do gráfico aplicando a regra do 
trapézio ou a regra de Simpson. Se x = 2, então, pelo Exemplo 2 da 
Seção 5.7, 


1 
102 f Lars osos 


Mostraremos no Teorema (7.12) que, se a » 0, então Ind «7 
para todo múmero racional r. Usando este resultado, temos O 
seguinte: 


AA UREREREICEEE 
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Figura 7.9 


Teorema (7.11) 


In 4 « In 2? « 2 1n 2 o 2(0,693) ~ 1,386 
In 8 = In 27 = 31n2 « 2,079 
In | «In 27 «ln 2 oe 0,693 


In! « In 27 ——21n2 « — 1,386 
In! «152? - -31n2.- -2079 


A Tábua C do Apéndice III dá uma lista de logaritmos naturais 
de muitos outros múmeros, com trés casas decimais. Podem ser 
usadas também calculadoras para estimar valores de In. 


Grafando os pontos que correspondem às coordenadas-y 
que calculamos € pelo fato de que In é contínua e crescente, 
temos o gráfico da Figura 7.9. 


No fim desta secáo provaremos que 


lim In x «9 e lim la x -w 


-a " 
a 1-0 


O primeiro destes resultados mos diz que y =Inx cresce sem 
limite quando x — œ, Note, entretanto, que a taxa de variação 
de y em relação a x é muito pequena se x é grande, Por exemplo, 
se x = 10, então 


i d) .1] 000 
E Pd nd 


Assim, a tangente é quase horizontal mo ponto do gráfico com 

coordenada-x 10%, e o gráfico se apresenta muito achatado na 

vizinhança deste ponto. O fato de que lim In x = — nos mostra 
s- 

que a reta x « O (o cixo-x) é uma assíntota vertical do gráfico 

(veja a Figura 7.9). 


O próximo resultado generaliza o Teorema (7,10). 


[M CALCE 


Se) ie eo. 
Lom) "senis Th aise- 


aii A Le s69>0 


Aur ERA Ld e ao 


q ze 
di Delajul= 7 D,u se gi) =0 E 


DEMONSTRACÁO 


() Fazendo y = 1n u € u = gix), então, pela regra da cadeia e 
pelo Teorema (7.10), 


(i) Seu>0, então | u]  u e, pela parte (3), 


D, ln[u] D, Inu e 1 D,u 
Se u < 0, entho | 4 |= te > O e, pela parte (i), 


D, is |u| D, In (~u) =È D, (cu) 
--2(-1)D,u=1D,u 


Nos exemplos e exercícios, se uma função é definida em 
termas de uma função logarítmica natural, seu domínio não 
costuma ser explicitado. Em lugar disso, admitiremos tacitamen- 
te que x é restrito a valores para os quais a expressão logarítmica 
tenha sentido, Assim, no Exemplo 1, supomos x? — 6 > 0, isto é, 
|x]>v6. No Exemplo 2, supomos x + 1>0, 

EXEMPLO 1 


Se f(x) = In (xè - 6), determine f'(x). 


SOLUÇÃO 
Fazendo u => 6 no Teorema (7.115), obtemos 


fD Inte - 6)» 5: D, GP - 6) 25 


EXEMPLO 2 


Se y = In Vr 1, determine x 
SOLUÇÃO 


dy 4 
dx qn T 


1 d E. E ET 
rra ii a 2:0 


E T ieu x» 


e O —— 
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EXEMPLO 3 
Se f(x) «1n|4 + 5x - 22? |, determine f(x). 
SOLUÇÃO 
Usando o Teorema (MN) com u = 4 4 Sx - 2x", obtemos 


Fi) D,1n]4 « 5x-20 | 


1 5-6 
"3351-30 D, 0 * $e 20) e 17 23 


Lols dos logaritmos naturais (7. 12) 


" pe colgao, yb ers Serg Ey 
(ip * ln Inp Ing” A dt Fica 
En (e y^ “ces dp dirigi EM. 
Gi. Jap p. ap para todo sies taco FA ! 


— dt e 


DEMONSTRAÇÃO 
(1) Sep>0, então, pelo Teorema (7.11) com u = px, 


1 
D, inpre D (ps) Ep 


Assim, la px e In x são ambos actiderivadas de 1/x e então, pelo 
Teorema (5.2), 


ln px + nx «C 
para alguma constante C. Fazendo x = 1, obtemos 
Inpeini«c 
Como ln 1 = 0, vemos que C = In p, e portanto 
ln px = Inx + inp 
Substituindo x por q na última equação, obtemos 
In pg «In q «inp 
que é o que queríamos provar. > 
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Qi) Aplicando a fórmula In p + In q = ln pq com p = 1/g, vemos 


que 
ln Ing to, :q]=Im1=0 
q 4 
€ então nlang 
q 
Consequentemente, 


Dod i 
In info ^1 - 1p 12^ = tn p- ln 
r G d p+la¿=lap=lmq 


(ili) Se r € um número racional e x>0, então, pelo Teorema 
(241) com u =x, 


D, dnx)" f D, (edt e E nr 
Pelos Teoremas (3.18X(iv) € (7.7), podemos também escrever 
D, (rin x) « r D (la x) -(D- z 


Como nx e r In x são ambos amtiderivadas de rix, decore do 


Teorema (5.2) que 

nv=rinx+C 
para alguma constante C. Fazendo x1 na última fórmula, 
obtemos 

Iin15rin1«C 


Como In 1 O, isto implica C = O e, assim, 
Inx s rinx 
Na Seção 7.5 estenderemos esta lei aos expocntes irracionais. 


Como veremos na ilustração seguinte, às vezes é conve- 
niente aplicar as leis dos logaritmos naturais antes de diferencias. 


£M Ciclo com Ceomewria Anaidia Copy O OOOO O O 


ILUSTRAÇÃO 
f(x) APÓS APLICAR AS LEIS DOS 
ft) LOGARITMOS fi) 
- Infxe2)3x-5) In(x+2) +n (2-5) e —— i 
x*2 X-$ (x + 2K3« - 5) 
x+2 In a M di dee 
o Er SD x*27 35-5 >" (xe 23x 3) 
* hly 51 TE -— 
Men 3 »y«1 dc +1 
1 QN NEN 
LLL 20er 2'x417 Aai) 


Podemos ver uma vantagem em aplicar as leis dos logarit- 
mos antes de diferenciar, comparando o método da determinação 
de D, ln Vx *1 na ilustrac&o precedente com a solução do 
Exemplo 2 


Nos dois próximos exemplos aplicaremos as leis dos 
logaritmos a expressões complexas antes de diferenciar. 


EXEMPLO 4 
Se f(x) = In "—Á dia determinar Pi. 


SOLUÇÃO ; 
Primeiro escrevemos V&x = T = (6x — 1) e em seguida apli 
mos as Jeis dos logaritmos (1) e (iii): ux ii 
f) - 1n [(6x = 1) (4x + 5)'] 
= In (Gr — 1)? + In (dx + 5P 
= iln (6x — 1) +3 ln (4x + 5) 
Pelo Teorema (7.11) 
re-[ zu I Me E ) 
ned ¿2 
6x-1 4x45 
Q— E A 
(Gx = 1)[4x + 5) 


ESA 


Diretrizes para 
logarítmica (7.13) 


o —— e —— 
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EXEMPLO 5 
EN dy 
Sey InÀ y , determine de 


SOLUÇÃO 


Em primeiro lugar aplicamos as leis dos logaritmos para mudar 
a forma de y: 


2-1 2-1 
yeh 5:1) «1 El FEZ 


=) In (? — 1) In (a? + 1)] 
Em seguida aplicamos o Teorema (7,11) para obter 


aie?) 
5-7] 


v IA PERS RI SENA 
^ (rr 


Dada y = f(x), podemos às vezes achar D, y por diferen- 
ciação logarítmica. Este método é especialmente útil quando 
f(x) envolve produtos, quocientes ou potências complicados. Nas 
diretrizes a seguir supõe-se f(x) > 0; todavia, veremos que se 
pode usar o mesmo processo de f(x) < O. 


DRAN e SN id sas timplifical) 7; 
3.0, my Do mnn jaime, 
Piedo, Yao, a foy qa “(lo Teorema (1) ii 


C 


DTE: vs ' 
es Dis fed Dn f(9] - (multiplica por y = f(x) 


Naturalmente, para completar a solução, devemos dife- 
renciar in f(x) em algum estágio após a diretriz 3. Sc 
f(x) «0 para algum x, então a diretriz 2 não é válida, pois 
ln f(x) nho € definido. Neste caso podemos substituir a diretriz 
1 por |y] | f(x) |. e. utilizar logaritmos naturais, obtendo 
In]y|-InjfG)]. 
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Diferenciando eatko implicitamente e aplicando o Teorema E 
(7.11)Gi), chegamos novamente à diretriz 4. Assim, valores Y 


negativos de f(x) não invalidam o resultado, c não precisamos 


nos preocupar com o fato de f(x) ser positiva ou negativa. Não 2 
se deve usar o método para achar f'(a) se f(a) = O, pois ln O não E 


é definido. © 


EXEMPLO 6 


D,Y 


SOLUÇÃO 


Como na diretriz 2, começamos por usar o logaritmo natural de 
cada membro; 


In y = ln (Sx -4P — In VÍx+ 1 
- 3 la (5x - 4) - ln 2x + 1) 


Aplicando as disetrizes 3 e 4, diferenciamos implicilamente 
em relação a x c ulilizamos estão o Teorema (7.8), obtendo 


1 q A E o. 
"0 ( $x-4 s) 2 2x4 1 2) 
Lo 25x 419 
(5x — 42x + 1) 


Finalmente, como na diretriz 5, maltiplicamos ambos os mem- + 1 
bros da última equação por y (isto €, por (Sx — 4) / VE « 1), 
obtendo 54 


D yatt — (Sx-4 

aY 542001) Vix 

m Sx 4 19X5« — 4)! 
Qx-1" 


Pode-se verificar este resultado aplicando a y a regra do X 


quociente. 


No próximo exemplo mostraremos uma aplicação dos 


logaritmos naturais a processos de crescimento. Muitos outros E 
problemas aplicados esvolvendo In aparecerão em outros exem- 7] 


plos e exescícios deste capítulo, 


-4p a 
Se y + use a diferenciação logarítmica para achar ^ 


EXEMPLO 7 


O modelo Count é uma fórmula empírica usada para predizer a 


altura de uma criança em idade pré-escolar, Se h(x) denota a 
altura (em centímetros) na idade x (em anos) pasa 1 x x = 6, então 


h(x) pode ser aproximada por 
Mx) = 70,228 + 5, 104% + 9,222 In x 


(a) Preveja a altura e a taxa de crescimento quando uma criança 
atinge a idade 2, ; n 


(b) Quando a taxa de crescimento é máxima? 
SOLUÇÃO 
(a) - A altura na idade 2 é aproximadamente 


h(2) » 70,228 + 5,104(2) + 9,222 In 2 ~ 86,8 cm 
A taxa de variação de h em relação a x é 


h'(x) = 5,104 + 9,222 (x) 
Fazendo x = 2, temos 
N(2) « 5,104 + 92225) = 9,715 


Logo, a taxa de crescimento no segundo aniversário da criança 
é de cerca de 9,7 cm/ano. 


(b) Para determinar o valor máximo da taxa de crescimento 
Fx), achamos primeiro os mámeros críticos de A'. Dife- 
renciando h'(x), obtemos 


à A). 9222 
ire) «sana e 2 


Como h"(x) é negativa para todo x em [1,6], A" não tem 
números críticos em (! , 6). seen va ipud 
decrescente em (1,6). Conseqaentemente, o máximo de A'(x) 
ocorre em x = £, isto é, a taxa de crescimento é máxima na idade 
de 3 meses. 


Conciuisemos esta soção investigando In x quando x =» «e 
€ quando x—(*, Se x» 1, podemos interpretar a integral 


f (1/r) dt = ln x como a área da região exibida na Figura 7.10. 
' 
A soma das áreas dos trés retângulos da Figura 7.11 € 


Como a deca sob o gráfico de y = 1/t de tw 1a g= 4 é ln 4, vemos 
que 


in4> 221 
Segue-se que se M é um número positivo racional arbitrário, então 
Min4>M, ou In 4M M 
Se x » 4, então, como In € uma função crescente, 
nx » in 4^» M 


Isto prova que podemos fazer In x arbitrariamente grande, desde 
que tomemos x suficientemente grande; isto é, 


lima ln x = ec 


acm 


Para investigar O caso x = 0*, notemos primeiro que 


inl -i1-Inx«0-Inz«-lnx 


Logo, lim In x = lim «tn? 


$ s- x 


Quando x lende para zero por valores positivos, 1/r cresce sem 
limite e, assim, o mesmo ocorre com In (1/x). Conseqüentemen- 
te, -in (1/x) decresce sem limite; isto é 


lim la x = -œ 
EXERCÍCIO 7.2 d 
Exeres. 1-34: Determine f'(x) para f(x) dada. 1 1 x 
1$ sino . 16 Š- 
1 1o (9x +4) 2G 1) ai a laz 
5 In]3-2x| 6 1n|]4 - 3c] 19 Y 20 1, 22x - 
71|2- x 8 ajs - 1] m9 (es? 
- 3 " 1 -1 4+ 
9 17-20 10 da Vár +7 a LAN 
11 xInx 12 1n (la x) 
i 2 a(x Ve] 24 v 
13 la Vx + Vinx 14 1a x? + (In xy) "e ' -— dan 
25 la cos 2x 26 cos (la 2x) 
(does 28 ln cot (12) 


E a y fa 


L- 36 y! eI (xy) - 4 -3 
Eo 3arlny-ylnxe! 


38 ex ny 51 +3 


Exerc. 39-44: Use a diferenciação logaritmica para 
achar dyfdr. 


39 y= (Sx + (ár +1 
40 y - (x 1x « 2x 3) 
41 yo vice T(x 5) 


42 y-V d «2) V&c -7 


(e + amar - ax 

Med va 

45 Ache a equação da tangente ao gráfico de 
y * x? «In (2x = 5) no poata P(3, 9). 

46 Ache a equação da tangeate ao gráfico de 
y-x*lnx perpendicular à reta da equação 
2x + 6y =$. 

47 A figura € um gráfico de y = $ ln x =! x. Ache as 


coordenadas do posto mais alto, e mostre que o 
gráfico é côncavo para baixo para x » 0. 


LJ 
e 


—— 
Cap 7 Funções exponenciais e logerlimicas — 495 

ETT 30 In esc? 4x 48 A figura é um gráfico de y = ln (x? + 1). Deter- 
: mine os pontos de inflexão. 
2 M Infsecx] 32 Injsemx] $ 

33 In | sec x + tg x| H 1a | ee x - cot x] 

Exeres. 35-38: Use a difesenciação implícita para 
, calcular y”, 

3 y -x tinay 2 tt 


49 Pode-se obier uma aproximação da idade T (em 
anos) de uma baleia azul fémea a partir de sena 
medida I. (em pés) do ses comprimento, aplican- 
do a fórmula T=2571n [(87 - Ly63). Uma 
baleia azul é avistada por um navio e seu com- 
primesso é estimado em B pés, Se o erro máximo 
sa estimativa de L é 22, use diferenciais para 
aproximar o erro méxisso de T. 

S0 A relação de Ehrenberg, ln W=ln 24 + 
0,0184h, é uma fórmula empérica que relaciona 
a altura À (centímetros) com o peso W (em 
quilogramas) de crianças de 5 a 13 anos. Esta 
fórmula, com pequenas modificações nas cons- 
tantes, tem sido verificada em vários países. Ache 
a relação entre as taxas de variagio dWidr e 
dhidi, para o tempo t (em anos), 


SI Um foguete de massa m, € abastecido com 
combustivel de massa m,, que será queimado a 
uma razão coastante de b kgs. Se o combustivel 
é expelido do foguete a uma taxa constante, a 
distância s(1), em metros, que o foguete percorreu 
após t segundos é 

1 + m2 => de 


xe ete Um em MT 


para uma constante c > 0. 


(a) Ache a velocidade inicial e a aceleração 
inicial do foguete. 
(b) O combustível se esgota quando fm, / b. 


Ache a velocidade c a aceleração meste ios 
tante. 


52 Um método de estimativa da espessura da 

E camada de ozônio consiste em utilizar a fórmu 
h Ia (tt = BT, cade 1,€ a intensidade de um 

, Sererminado comprimento de onda de luz do sol 
antes de atingir a atmosfera, } é intensidade do 


| 
| oq o Pop oo a 7 7 7" YT * * * 7*7 "p Pm 


Ppuuwuuwuw-u soe e OOOOOOTO o 


mesmo coenprissentó de onda após passar por E355 Use o método de Newton para aproximar a nr 

tema camada de otônio ide T cestimetros de real de ja š + x 2 0 com vis decimais 

espessura, e fi É o coeficiente de absorção o 

compila do is Moni qui gui do ad ! gr tordo ic ges rry 

primento de onda de 3055 x 10? centímetros Seja f(x) = la yx 

com, fie 2,7, se tenha 1/1 = 2,5. gs ja Jt) e) est) = 
(a) É f(x)» sla) em (1, y 


(a) Aptoxime a espessura da camada de ozônio 


a menos de 0,01 cm. (b) É f(x) = g(x) em (3, én a Y 
(b) Se o erro máximo na medida do valor 1, /1 é (e) Má um inteiro positivo M tal que f(x) » gia) *- 
+ 0,1, use diferenciais para apeosimr o erro pres 


- máximo no valor obtido em (a). (Sugestão; Estime lim, ... (f(xyg(x))). | D 
53 Descreva a difercaga «etre os gráficos de (95$ (a) Use a regra do trapézio com n=4 pars. 3 


y -Ia(2) e y* 21nx. aproximar f In (°) dx. : 
54 Exboce os gráficos de ' (b) Estime o erro em (a) aplicando (5.37). k 
(my-lejx] ' (uye[inx| e. 
cs i 
7.3 A FUNCÁO EXPONENCIAL NATURAL E^ 4 
2 Na Seção 7.2 vimos que à AM 
lim Inx «^» e lim Inx » i F3 E 
am. sv 2 e 3 
Isto nos permite provas o seguinte resultado, 2 7 


Teorema (7.14) RI PAE 


FU fae RA AS 
A el meto eid cose ac V m 


9 y tal que In y «x ions sb aia € is 


DEMONSTRAÇÃO 


Notemos primeiro que, se x «0, então lo 1 0. Além disso, YY) 
como In é uma função crescente, 1 é o único valor de y tal que 


Iny= 0. 
SO ÃO A gos: pi 
positivo b tal que -— 
In 1 «x «Inb 


Como la € contísrea, utiliza todos os valores entre In 1 e la b 79 


(veja o teorema do valor intermediário (2.26)). Assim, há um. 3 


número y entre 1 € b tal que In y =x. Como In é uma função . 
crescente, existe apenas um número cómo esse, 


Finalmente, se x é megalivo, então existe um número ` 
b» 0 tal que 


lnb<x<lIa 1 


"2 
"Y 
N 

D. 


Eu 


Definição (7.15) 


X 


d y 


€, como anteriormente, bá exatamente um némero y entre bel fr 


tal que In y =x. 


Decore do Teorema (7.14) que o coatradomínio do loga- 
ritmo natural é R. Coco in é uma função crescente, é um-a-um 
& assim, admite uma função inversa, à qual daremos um nome 


A razão do termo exponencial nesta definição logo se 
tornará clara, Como exp é a inversa de In, seu domínio é R e 
seu contradaminio é (0, ee). Além disso, como em (7.2), 


ysexpx see somente se x= ln y 


onde x é um número real arbitrário e y > 0, Pelo Teorema (7.3), 
podemos também escrever 


Cdn(expx)ex e expílny)=y 


Conforme observamos na Seção 7.1, se duas funções são 
inversas uma da outra, estão seus gráficos são reflexões cm 
relação à reta y = x. Logo, o gráfico de y = exp x para ser obtido 
relletindo-se o gráfico de y=Inx em relação a esta reta, 
conforme ilustrado na Figura 7,12, Note que 


lim cxpx=*w e lim expx=0 
... I- 

Pelo Teorema (7.16), existe exatamente um número real 
positivo cujo logaritmo € 1. Este número é denotado por e. O 
matemático suiço Leonhard Euler (1707-1783) foi um dos 
primeiros a estudar extensivamente as propriedades desse número. 


popups LABOUR TU 
TD 45 E Sorrento n 


A jetra e denota o múmeco real positivo tal que lnem] .— 


Na Seção 7.2 calculamos o valor de vários logaritmos. 
Pode-se mostrar, pela regra do trapézio, que 


T 1. 
1 1 
f def qt 


(Veja o Exercício 25 na Seção 5.7). Aplicando as Definições 
(7.9) e (7.16), obtemos 


la2,7<Ine< 1n 2,8 


e então 


Aproximagáo de e (7.17) 


Dofinição de e* (7.18) 


Teorema (7.19) 


27<e<28 
Mais adiante, no Teorema (7.32), mostraremos que 
e = lim (1 +44 
b-9 
Esta fórmula límite dá a aproximação de e com qualquer 


grau de precisão, Na Seção 7.5 obteremos a seguinte aproxima- 
ção com cinco casas decimais. 


Pode-se mostrar que e É am número irracional, 
Se r é um número racional arbitrário, então 
Ine «rines il)er 


Pode-se usar a fórmula In e” =7 para motivar uma definição de 
€ para todo número real x. i e, definiremos e 
como o número real y tal que In y =x. Veja abaixo uma forma 
conveniente para memorizar esta definição. 


r NEP P DE Y 
Seitumn LE r a Yes A 4 
¿AOL vaa Me ho 
i009. ayi 


-st €: somente se- ny =x 


Como exp é a função inversa de In, 
eXpx^y sec somente se Inyex 
Comparando esta relação com a Definicáo (7.18), vemos que 
€ =expx para todo x 


Esta é a razão para chamarmos exp uma função 
e referirmo-nos a cla como fungáo exponencial de base e. O 
gráfico de y = e* É o mesmo que o de y « exp, ilustrado na 
Figura 7.12. Daqui por diante escreveremos e* em lugar de exp 
x para denotar valores da função exponencial natural. 


O fato de que In (exp x) =x para todo x, e exp (In x) =x 
para todo x > O pode ser agora escrito como: 


Serão apresentados alguns casos especiais deste teorema 
na ilustração seguinte. 


Teorema (7.20) 


Teorema (7.21) 


ILUSTRAÇÃO 


. NES « ne TevesT 
" eus . eh. X+ 
A OM a EE 


O Apéndice III, Tábua B, apresenta valores de e* e e“, 
Para obter valores aproximados de e" com uma calculadora 
científica, utilizamos a tecla [c*] ou a sucessão [INV] [In x] . 
Outra maneira é utilizarmos a tecla [y^] com y = = 2,71828. 


O próximo teorema afirma que as leis dos expoentes são 
válidas para potências de e. 


Pelos Teoremas (7.12) e (7.19), obtemos 
ddel «Ine*«pesqInc^** 
Como a função logarítmica natural é um-a-um, 
dew 


Isto prova (i). As provas de (ii) e (iii) são análogas. Na seção 
7.5 mostraremos que (iii) também é válida para r irracional. 


Pelo Teorema (7.7, a função inversa de uma função 
diferenciável é diferenciável e, assim, D, e* existe, O próximo 
teorema afirma que e* ¿sua própria derivada. 


DEMONSTRAÇÃO 
Por (i) do Teorema (7.19) 
In e' «x 


Diferenciando cada membro desta equação e usando o Teorema 
(7.1106) com u = e", obtemos 


D, (la e”) =D, (x) 


Aa... 


| 
| 
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loorema (7.22) 


1 
SD tel 


Dest 
EXEMPLO 1 
Se f(x) » x'e', calcule f'(x). 
SOLUGÁO 
Pela regra do pisi pelo Teorema 7.21, 
f'G) - xD e) + ADE) 
“De s eu) =xe lx + 2) 


O próximo resultado é uma generalização do Teorema 3 
(21). 2 


IE SUD s M 
AND e 


dea PARURE LE 


DEMONSTRAÇÃO 


Fazendo y = e* com u = g(x) e utilizando a regra da cadela e o 3 : 
"Teorema (7.21), temos Y 


EA I m 
De E ade Tp e Du 
Sc 1 =x, então o Teorema (7.22) se reduz a (7.21) 
EXEMPLO 2 
Se y « e *7, calcule dy/dx 
SOLUÇÃO 
Pelo Teorema (7.22), 

dd eI eo LUZ 


cn de y 


A 


Figura 7.13 


PR : 
owes ve +1 
MU 
Er 


EXEMPLO 3 


A função f definida por f(x)=e""” aparece no ramo da 
matemática chamado probabilidade, Determine os extremos 
. locais de f, estude a concavidade, ache os pontos de inflexão e 
esboce o gráfico de f. 


SOLUCÁO 


Pelo Teorema (7.22), 


ree ep (5) eta ( aae” 


Como e^!" € sempre positiva, o único número crítico de f é 0. 
Se x < 0, então f'(x) > 0, € se x > 0, então f'(x) « 0, Decore do 


leste da derivada primeira que f tem máximo local em 0. O 
máximo é f(0) = e^* = 1 


Aplicando a regra do produto a f'(x), obtemos 
SAD e? 4 era D. (-x) 
= -xe7I(-2x/2) - eh 
mei- 1) 


e assim a derivada segunda é zero em -1 e 1. Se -1<x<l, 
então f(x) < 0 e, por (4.16), o gráfico de f é côncavo para baixo 
no intervalo aberto (-1, 1). Sc x «-1 ou x» 1, f"(x)»0 c, 
portanto, o gráfico é côncavo para cima em todos os intervalos 
infinitos (=, -1) e (1,00). Conseqüentemente, P(-1, e^) e 
Q(1, e 7*7) são pontos de inflexão. Pela expressão 


fio) = 


e 


€ evidente que, quando x cresce numericamente, f(x) tende para 
O. Podemos provar que Wn f(x) * 0 € lim f(x) «0; isto €, o 


elxo-x é uma assíntota horizontal. A Figura 7.13 é um esboço 
de gráfico de f. 
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As funções exponenciais desempenham um papel importante 
no campo da radioterapia — o tratamento de temores pela 
radiação. A fração de células em um tumor que sobrevive a um 
tratamento, chamada fração sobrevivente, depende não só da 
energia e natureza da radiação, mas também da profundidade, 
tamanho e características do própeio tumor. A exposição à radiação 
pode ser cosiderada como uma séric de eventos potencialmente 
danosos, em que se exige apenas um acerto para matar uma célula 
do tumor. Suponhamos que cada célula tenha exatamente um 
alvo que deve ser acertado, ou atingido, Se k denota o tamanho 
médio da célula de um tumor e se x é o número de eventos danosos 
(a dose), então a fração sobrevivente f(x) € dada por 


fx) met 

É a chamada fração sobrevivente do tipo um alvo-um acerto, 

Suponhamos em seguida que cada célula tenha n alvos e que 
o fato de atingir cada alvo uma vez resube na morte da célula. 
Neste caso, a fração sobrevivente um alvo-um acerto é dada por 

fi) =1-(1 et 

No próximo exemplo examinaremos o caso em que n = 2, 
EXEMPLO 4 


Se cada célula de um tumor tem dois alvos, então a fração 
_Sobrevivente dois alvos-um acerto é dada por 


fe)-1-(1- ey, 


onde & é o tamanho nsédio de uma célula, Analise o gráfico de 
f para determinar o efeito do aumento de dosagem x sobre o 
decréscimo da fração sobrevivente das células do tumor. 


SOLUCÁO 


Notemos primeiro que, se x = 0,. então f(0) = 1; isto €, se não há 
dose, então todas as células sobrevivem, Diferenciando, obtemos 


f'a) 0-20 - e) D(1 -e*) 
- -2(1 e "Ale ie) 
-—2khe^"(1- e) 
Como f'(x)<0 para todo x>0 e f'(0)-0, a função fé 
decrescente e o gráfico tem uma tangente horizontal no ponto 
(0, 1). Pode-se verificar que a derivada segunda é 


Fl) 28 e (1 - 2e) 


Y (fsação sobrevivente) 


y AT E 


Vemos que f"(x) «0 se 1 - Ze"! - 0 (isto é, se e™ =! ou, 
equivalentemente, -kx = In ! « —1n 2). Isto dá 


x= In2 


Pode-se verificar que se 0s x «(1/K) In 2, então f"(x) «0 e, 
assim, o gráfico é côncavo para baixo. Se x > (1/£) In 2, então 
f'(G)»0 c o gráfico € côncavo para cima. Isto implica a 
existência de um ponto de inflexão com coordenada-x 
(1h) In 2. A coordenada-y desse posto é 


(oe) -1-0- e 
-1-0-p-i 


A Figura 7.14 é o gráfico para o caso k = 1. O ombro na curva 
próximo ao ponto (0, 1) representa a natureza limiar do trata- 
mento; isto é, uma pequena dose resulta em uma eliminação 
muito pequena do tumor, Note que, se x é grande, então um 
aumento da dosagem tem pouco efeito sobre a fração sobrevi- 
vente, Para determinar a dose ideal a ser administrada a um 
paciente, os especialistas em terapia de rádio devem também 
levar em conta o número de células sås que serão mortas durante 
o tratamento. 


EXERCÍCIO 7.3 
Exeres. 1-30: Determine fix) para f(x) igual à "EI 254 
por 21 sen e? n. 

: ? 23 In cos e? 24 e cos 3x 
" 25 Pug 26 sec e 
s Vire 6 We" v 1) fud et mu 
d "Rm 30 1n (esc e") 
— nini an Exercs, 31-34: Use a diferenciação implícita para 
11 e? e) obter y". 
13 (e - sy M (e ey n ejoa. 
15 e" a (tue) 16 EVE 3 xe 2x In(y + 1) 43 

~x 33 P eot y sr H e! cos y « xe 

nz 35 Ache a equáglo da tangente so gráfico de 


y - (x- 1)" +3 la x «2 em P(1, 2). 


— — A 


M Ache a equação da tangente ao gráfico de 
yx = €* paralela à teta 6x - 2y = 7. 


Exerc 37-42; Ache os extremos locais de f. Deter- 
mine oade f É crescente ou decrescente, discuta a 
coscavidade, ache os pontos de inflexão c esboce o 
gráfico de f. 


I f(x) «xe 38 f(x) ee 
y fü)» e 40 f(x) exe? 
dt f(x) e xlnx 42 f(x) - (1 = 1n x)? 


43 Uma substância radioativa decai de acordo com 
a Fórmula qi) = qe" ^, onde q, é a quantidade 
inicial da substiacia, c é uma constante positiva, 
c qr) € a quantidade remanescentes após o tempo 
t. Mostre que a taxa na qual a substância decai é 
proporcional a qf). 


44 A corrente 11) em um cisceito elétrico so instante 
14 dada pot Hi) = 1,6%, onde R é a resistência, 
L a indutância € /, € a corrente no instante é « 0, 
Mostre que a taxa de variação da corrente no 
instanto f € proporcional a 10). 

45 Se uma droga é iajetada em ema corrente san- 
g*imea, sua concentração 4, minutos depois, é 


para constantes positivas a, b e K. 
(a) Em que instante ocorre a concentração máxima? 


(b) Que se pode dizer sobre a concentração após 
um longo período de tempo? 


46 Se um raio de baz de intensidade k € projetado 
verticalmente para baixo ma água, então sua 
imensidade Hx) à profundidade de x metros é 
Tix) e et, 


(a) A que taxa de imensidade está variando em 
relação à profsadidade a 1 metro? A 5 
metros? A 10 metros? 


(b) A que profundidade a intensidade € a metade de 
seu valor na superficie? Um décimo de seu valor? 


47 D modelo Jenss é considerado peralmente como 
a fórmula mass precisa para predizer a altura de 
uma criaeca em idade pré-escolar. Se h(x) denota 
a altura (em centimetros) na idade x (em anos) 
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para 1 sx=6, então Mv) pode ser aproximada 

pot Mx) = 79,041 4 6,3% - £99 AMI (Com. 

pare com o Exemplo 7 da Seção 7.2). 

(a) Preveja a altura e a taxa de crescimento 
quando uma criança atinge a idade de 1 ano. 


(b) Quando é maior, e quando é mesos a taxa de 
crescimento? 


48 Para uma população de elefantas africanas, o peso 


Wir) (em quilogramas) e a idade t (em anos) pode 
ser aproximado por uma função de crescimento 
de Bertanlanffy W tal que 

Wi) = 2.6001 0,510 2 y 


(a) Dé uma aproximação do peso e da taxa de 
crescimento de vm recém-sascido, 


(b) Sepondo que uma elefanta adeñta pese 1.800 E 


kg, estime sua idade c sua taxa de crescimen- 
Lo presente, 


(c) Ache e interprete lim, .. Win). E 


(d) Mostre que a taxa de crescimento é máxima ` 


entre as idades de 5 e 6 asos, 


49 As distelbaiqóes gamma, importantes em esto» 


dos de controle de tráfego e teoria das proba- 
bilidades de tráfego e teoria da probabilidade, 


são determinadas por f(x) = ce“ para x>0, ¿2% 
um inteico positivo n, vata constante positiva e, 7 


e € a * al, A figura exibe gráficos correspon» 
dentes a a = Ì para a «2,3c 4. 


(a) Mostre que f tem exatamente um exodeno local. 3 4 
(b) Se m=4, determine onde f(x) cresce mais í Y 


rapidamente 


50 O número relativo de moléculas de gás em um 


tecipiesie que se movem a uma velocidade de v 
cm/s pode ser calculado por meio da distribuição 
de velocidade de Maxwell-Boltzmann, 
Flv) = ce AN onde T 6a temperatura em 
(CK) m é a molécula e c e k sho constantes 
positivas, Mostre que o valor máximo de F 
ocorre quando y= É 


51 Um modelo de densidade urbana € uma fórmula 


que relaciona a densidade populacional (em nú- 

com a distincia r (em quilômetros) do 
ceniso da cidade. É considerada apropeiada para 
certas cidades a fórmala D = oc * * ^, com a, b 
e c constantes positivas. Determine a forma do 
gráfico para r =0. 


$2 O efeito da luz sobre a taxa de fotossíntese pode 


ser descrito por 


fi) tdt - 
para x » 0 e constantes positivas a c b. 
(a) Mostre que f tem máximo em x > 1. 


(b) Conclua que, se x,>0 € y¿>0, então 
RUD e yof fx) tem máximo em gix) = ys. 


S3 A taxa de crescimento R de um tumor está 


relacionada com seu tamanho x pela equação 
R = rx dn (Ks), onde r e K são constantes positi 
vas. Mostre que o tumor cresce mais rapidamente 
quando x = e” K. 

SA Sc p denota o preço de venda (em crazciros) de 
em artigo e x é a procura correspondente (em 
húmero de artigos vendidos por día), então a 
relação entre p € x pode scr dada por p = pe^ 
para constantes positivas p, e a. Suponha 
p= 300e 99^, Determine o preço de venda que 
maximize a receita diária. 

55 Em estatística, a função de demidade de proba- 
bilidade para a distribuição mcemal é definida por 


7 e 305 


para números reais ji c O >O (pu é a média e o? 
é a variância da distribuição). 


Ache os extremos locais de f e determine onde 
f € crescente ou decrescente. Discuta a concavi- 
dade, ache os pontos de iaflexho, determine 
lm, an fü) clim, |... f(x), e esboce o gráfico 


de f (veja o Exemplo 3). 


gs6 A integral fo e^ dx tem aplicações em estutística. 


Use a regra do trapézio, com a = 10, para apeo- 
ximar esta integral sc a «0 e b « 1, 


57 Os impulsos mervosos mo corpo humano cami- 


nham ao longo de fibras nervosas que consistem 
em um aron, que transporta o impulso, esvolvido 
por uma camada mielina (veja a figura). A fibra 
nervosa é semelhante a um cabo cilindrico isola- 
do, para o qual a velocidade v de um impulso é 
dada pot v = -A(r/R) In (r/R), onde r é o raio do 


¿cabo e Ré o raio de isolamento, Ache o valor de 


riR que maximize v. (Na maioria das fibras 
nervosas, AIR == 0,6.) 


Camada micliaa 


- 
— +— 


38 Faça o gráfico da fração sobrevivente tipo mês 


elvor-um acerto (com k=1) dada por 


$) = 1 (1 =P (veja o Exemplo 4). 


E Exercs. 59.60; Use o método de Newtos para 
aproximar a saiz real de equação com duas casas 
decimais. 


DE". GMxinx-1 
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7.4 INTEGRAÇÃO 


Teorema (7.23) 


Podem-se usar fórmulas de diferenciação de In para obter 
fórmulas de integração. Em particular, pelo Teorema (7.11), 


D, la] six) | zc s) 
decorrendo, a fórmula de istegração 
fag fore SE c 


o que é reformulado mo próximo teorema em termos da variável w. 


So Wa gis) 0 e g é difereacióvel, estão. : 


e Sat 
ii 


AY 


fitv-mIu]sc 
u 


Naturalmente, se w » (0, o símbolo de valor absoluto pode ser 
omitido. Caso especial do Teorema (7.23) é 


fEdeenjuj+e 
Es 


EXEMPLO 1 TIMES 
x 

Okule fd 

SOLUÇÃO 

A apresentação da integral como 


x i 

riada rar ide 
sugere a aplicação do Teorema (7.23) com u = w? = $. Fazemos 
assim a sobstituicáo 

uez- S, due6xdx 
Introduziado o fator 6 no integrando e aplicando o Teorema 
(7.23) temos 
FAE JR 1 
ue $4 fr A (3 du 


=lnfjuj+C-]inBe-5|+C 


E DL. ttes A A 


Outra técnica consiste em substibuir a expressão x dx na integral 
por 1 du c integrar. 


EXEMPLO 2 


SOLUÇÃO 


Como 19 — 2x) é contínua em (2, 4], a integral definida existe. 

Um método de cálculo consiste em utilizar uma integral indefi- 

nida para achar uma antiderivada de 1/(9 - 2x). Fazemos 
u-9-2x, — due -2dx 

€ procedemos como segue: 


1 1 e UT 
ze --359-z 600 


Y PT 
EE a nI»1«c 
*-1na|9 - 2x|« C 


Aplicando o teorema fundamental do cálculo, 


fi- 7 ELT EE à [tn19- 2,1), 


-- | n1 - n5) - 1155 


Outro método consiste em fazer a mesma substituição na 
integral definida e mudar os limites de integração. Como 
w= 9 — 2x, obtemos o seguinte: 


() Sex=2, então u=5 
(dj) Sex» 4, entio u 1 
Assim, 


* 14 $24 1 
Led zone 


1 1 1 
Maiori], 
--1ün1-1n5) «In 5 


E 


né 
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Tooroma (7.24) 


EXEMPLO 3 
Calcular sE. 
x 

SOLUÇÃO 
Há duas substituições possíveis: u = VIn x € u = In x. Utilizando 

ü= Inx, ru 

x 
entáo 
Vx — | a? 
JE tee A deu fut dum t «C 
-tiin «C 


A substituição w Vin x, que também pode ser usada, 
conduz a manipulações algébricas mais complexas. 


A fórmula da derivada D ef lx) dá à seguinte 
fórmula de integração para a função exponencial natural, 


feto) d et. c 
o que é reformulado so próximo teorema em termos da variável wu. 
Se m = g(x) e g é diferencióvol, ento — * 


NDA S PT 


Como caso especial do Teorema (7.24), se a = x, temos 


féiere 


EXEMPLO 4 
Calcule 


IN fSa 


T —— Cap. 7_ Fonções exponenciais e logerimias _ 509 
SOLUÇÃO 
(a) Escrevendo a integral como 
ee 1 


somos levados a utilizar o Teorema (7.24) com u = 3/x. Faze- 
mos, pois, à substituição 


3 3 
“0 o due - dn 


O integrando pode ser posto na forma proposta em (7.24), 
introdazindo-se o fator —3. Feito isto e compensando com a 


multiplicação por = 3 + obtemos: 
e" 1 3 
s a ¿Jer | ¿ja 
mel fe du 
.-1€+€ 
LO 


(b) Utilizando a antiderivada achada em (a) c aplicando o 
teorema fundamental do cálculo, temos 


«(00 $2 


Podemos também calcular a integral aplicando o método 
da substituição. Tal como em (a) fazemos u-3Xx, 
du = (-3/c)dr, e observamos que, sc x= 1, então u 93 e, se 
x2, então um 2, Conseqientemente, 


[Ge Me(3e 


: tm 
3 


y 


--ilel Met e) 52 
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A integral fe” dr, com a0, ocorre freqbentemente. 
Pode-se mostrar que 


etd esc 
fed 


seja usando o Teorema (7.24) seja mostrando que (1/a)e^* é uma 
antiderivada de e”. 


ILUSTRACÁO 


fdo a e ford 10 + C 
` Serán ec 
No próximo exemplo resolveremos uma equação diferen- 
cial que contém expressões exponenciais. 
EXEMPLO 5 
Resolver a equação diferencial 
D ageage 


sujeita às condições iniciais y = 4 ge x = 0. 


SOLUÇÃO 


Tal como no Exemplo 6 da Seção 5.1, podemos multiplicar 
ambos os membros da equação por dx e integrar: 


dy = (3% + 6e ™) de 
Sor- [$0 667) ax e 3 fede 6 f e de 
yA G- eM C 
2e. O 
Levando em conta a condição inicial y = 4 se x = 0, obtemos: 
40-24 4C=!-24C 
Logo, C «4-3 «2-*, e a solução da equação diferencial é 
yaje -2e7* «1 


—— 


m mm mmm 


Figura 7.15 


Teorema (7.25) 
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EXEMPLO 6 


Ache a área da regido delimitada pelos gráficos das equações 
yere, ys VX, x «exul. 


SOLUÇÃO 


A Figura 7.15 exibe a região e um retângulo do tipo considerado 
no Capítulo 6. Temos: 


largura do retângulo: de 
comprinsesto do retângulo: € - Vx 
área do retângulo: (e - V) dx 


Usamos em seguida um limite de sonsas dessas áreas retangulares 
aplicando o operador f, : 


f e ae f, 6-9) d 


[e per nep 105 


No Capítulo 5 estabelecemos fórmulas de integração para 
o seno € o co-seno. Não podemos, entretanto, àquela altura, 
considerar as quatro fungdes trigonométricas restantes, porque, 
como veremos a seguir, suas integrais dependem de funções 
logarítmicas, No teorema supomos u = g(x), com g difesenciável 
em todo o campo de definição da função. 


P. 


ru 


marra Nu 


DEMONSTRAGÁO 


Basta considerar o caso u =x, pois as fórmulas para w = gix) 
decorrem do Teorema (5.7). 


Para achar fg x dx, utilizamos primeiro uma identidade 
trigonométrica para expressar tg x em termos de sem x € cos x 


i 


"rr. n rrrrrrrPm 
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TIn senx 1 
O [e sen x d 
A forma do istegrando à direita sugere a substituição 
Ve COS X, dv = sen x dr 
o que nos dá 
fuxac--fla, 
Se cos x » 0), então, pelo Teorema (7.11 (ii), 
fx dx --tn|v| C «In eos | « C 


Pode-se obter de modo análogo uma fórmula para fcot x dr, 
escrevendo col x = (cos x) (sen x). 


Para achar uma fórmula para f sec x de, começamos como 
segue: 


fisco x dem fue x CELA de 
JUS 
tg x 
-Scr eig s (SEX tg + sec?) de 
Lançando mão da substituição 
Ve Secx fg x, dv = (sec x tg x + sec? x) dr 
obtemos 
Ssecxdan f} dy 
»injvj+ € 
=Injsccx+tgx|+C ` 
Demonstração análoga vale para (iv). 


Utilizando cosu secu, senum iisen e In(l/v)e 


* -In v, então as fórmulas (i) e (ii) do Teorema (7.25) podem 
ser escritas como 


Jigudu=in|secuf+ C 


Joo ue du - -In | ese u | « C 
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EXEMPLO 7 


Calcule fx cota? de 


SOLUÇÃO 


Para obter a forma fcotu du, fazemos a substituição ux", 
du = 2x dx 


Introduzimos a seguir o fator 2 no integrando: 
foot? de=! f (cot?) 2x de 
Como u = x! e du « 2x dx, 
J= eot? dee 1 foot u du =$ ln | sen u| «C 


-i!in|senz|«C 


EXEMPLO B - 


Calcular Puja 


SOLUÇÃO 
Fazemos a substituição 
x 1 
o h: du « 5 dx 


€ notamos que ur = O se x «0, c u = nii se x= 1/2. Assim, 
x x,1 
f eža ul 24 


«2 ff gudu =? [Insee «7 


No caso presente podemos desprezar o sinal de valor absoluto 


do Teorema (725Xiii), pois sec w é positiva para w entre O c 
ajá. Como ln sec(a/4) = In VŽ = 11n2 e InsecO «la 1-0, se- 


gue-se que 


x 1 - Lg 
fo isk amam? In 20,69 
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EXEMPLO 9 
Calcular forme a 
SOLUÇÃO 
Fazemos 
ne, du = 2e" dx 
e procedemos como segue: 
Se sec e due $ f (sec Ye" de 
mi f secu du 
* Hn|seeu etgu| «C 


=!ln [sec e” «tge"]« C 


EXEMPLO 10 
Calcular — f(escx - 1) dx 
SOLUÇÃO 
fisz- 1P dv= f (ese! x - 2 ese x + 1) dx 
= fes? x dx - 2 f esc x dx + f dx 


*-—00 x - 21n| cse x - cot x| ex C 


No Capítulo 9 estudaremos outros métodos para integrar 
expressóes trigonométricas, 


EXERCÍCIOS 7.4 
Exeres, 1-36; Calcular a imegral. 


1) f I de wf qe 


Ax Ax 
| | cera "pde 
A Of riat 
S (a) fe" de fed 


eme 


rr eg, 


- ua « 
13 7. 
= mp P T 


6 (a) [e s 
7 (a) fig 2x de 

8 (a) f cot x de 
9 (a) f esc lx te 


10 (a) f see 3x de 


rf-2 
oa" 


is P3 a, 


17 fur) de 
EL 4 


1+2c05x 


n [€ eiu 


¡Ga E 
is [E a 


3j a 


cos! x - t 
35 fit sec x? de 


wf ze de 
mf 2c 
e» fco jade 
tf^ acids 


f se Ir dx 


uf 


14 S Bs ma” de 


26 fea + 150") de 


28 fix + cse Ex) de 


30 [sen x de 


3x 
sa (AE de 


34 f (tg 3x + sec 3x) dx 


36 fescx(1 enc x) de 
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Exerc, 37-38: daa valiente pua 
gráficos das equações dadas, 

Tys, yd) x-Q  xeln3 
38 y ligy, y-0D, x-0 X924 


Exercs. 19.40: Determise o volume do sólido gerado 
pela rotação da região delimitada pelos gráficos, em 


torso de eixo indicado, 

+ 
Dye",  x-09 y-0, cixo-y 
a, 2083, yalh cixox 


Exercs. 41-44; aio a equação diferencial sujeita 
ds — 


40 y = sec x, 


at y Cae? ves ypas s x«t 

42 y'a 36 A ye-2s5e x-0 

43 y" -3e7*; y=-ley'=1 se x0 
Ma y" Ge, y--3ey'«2 se x «0 
Exeres, 45-46: Uma função náo-negativa f definida 


em um intervalo fechado [a, b] é chamada função de 
densidade de probabilidade e fo f(x) dx = 1. Deter- 
mise e de modo que a fuscho resultante seja uma 
função de densidade de probabilidade. 


1" 0sx«3 


Bib 
47 Uma cultura de bactérias cresce na taxa de 
349? por hora, com rem boras e 0 « 1< 20. 
(a) Quantas bactérias novas estarão na cultura 

após as primeiras cinco horas? 
(b) Quantas bactérias novas são introduzidas da 
sexta hora a décima quarta horas? 


(c) Para que valor apeoximado de s a cultura 
comerá 150 bactérias novas? 


4$ Um investimento de $ 500,00 dá juro de 7% ao 
ato, capitalizado continuamente, e após r anos o 
investimento valerá 500e *P. 


(a) Aproximadamente, quando o investimento 
valerá $ 1.000,00? 


(b) Quando o valor do investimento estará cres- 
cendo à razão de $ 50,00 por ano? 


para Oxx x 10 


€V"TCVETTETESTT?T)?2?2727?72727?7???7272222-5 


^ 


a temperatura do metal aumesta de T, a Tp. a área 
vola curva y = e/T de T, a T, € chamada vorisção 


de entropia AS, qe € uma medida da desordem 


vonlecular do sistema. Expresse AS em termos de 
ler 
1 ! 


UO feirieemoto de 1,952 em Assam teve uma mag» 
wituide de 8,7 na escala de Richter — a maior já 
registrada! (O terremoto de Sho Francisco de 
| ORO scusos magnitude de 7,1.) Os sismólogos 
determinaram que, se o malos terremoto em dado 
ano tem mageilude R, então a energía E (em 
joubes) liberada por todas os terremotos naquele 
eno é estimada pela fórmola 


E -913x io? f^ eae 


Determine E se R = 8. 


41 Lon em circuito composto de uma bateria de 12 


volts mm resástos e um capacitor, a corrente Hi) 
jur instante f é prevista em /(/) = 10e** ampêses. 
Se (UI) É a carga (em coulombs) do capacitor, 
entio f ^ dQldt, 


(a) Se QD) = 0, determine Q(r). 


(b) Determine a carga so capacitor após um 
longo período de tempo. 


^? Um país que tem presentemente uma reserva de 


50 milhões de toseladas de carvão, gastou 6,5 
toncladas durante o ano passado. Com base em 
projeções de população, a taxa de consumo R (ee 
milhões de ton/amo) deve crescer de acoedo com 
a fórmula R = 6,567, onde t é o tempo em anos. 


exauridas. 

$3 Uma partícala esférica multo pequena é lançada 
no ar com velocidade inicial de v, m/s, mas sua 
velocidade decresce em vazão das forças de 
arrastão. Sua velocidade após t segundos é dada 
por Mí) = vye 7^ para uma constante positiva A 


(a) Expresse a distáncia percorrida pela partícula 
como função de t. 

(b) A distância de parada é a distância percorri- 
da pela partícula antes de entras em tepouso, 


Expresse a distância de parada em termos de 
vek. 


$4 Se a temperatura permanece constante, a pressão 
p e o volume v de um gás em expansão são 
relacionados pela equação pv = k para alguma cons- 
tante k. Mostre que o trabalho realizado quando o 
gás sc expande de v, a v, € È in (v.v). (Sugestão: 
Veja o Exemplo 5 da Seção 66.) 


f Exeres. 55-56: Se Tr € Ta são aproximações de uma 
imegral definida obtida pela regra do trapézio com 
ne Zen 4, respectivamente, então pode-se mostrar 
que R= | (474- Ta) €, em geral, a melhor aproxima- 
ção. Determine 72, Ta, Tio e R para a ietegral dada, 
e decida se R ou Tio é a melhor aproximação. 


ss f e” dem 07468 


56 f (In x! de= 0,188317 


7.5 FUNÇÕES EXPONENCIAIS E LOGARÍTMICAS GERAIS 


Em toda esta seção a denotará um número real positivo. 


Comecemos por definir a" para todo número real x. Seoexpoenté “A 
é um número racional r, então, aplicando os Teoremas (7. 19K) 8 


e (7.12)iii) obtemos "- i 
dadi nero 
Esta fórmula motiva a seguinte definição de a”: 


T. n a 
; pu 
Má Caluk cors Geometria Ansa Cop 7. o ————M SB ve 
49 O calor especifico e de uen metal como a prata é Se o país utiliza apenas seus próprios recursos, Definição de a* (7.26) 
constante a temperaturas T acima de 200 *K,. Se estime em quanto tempo as reservas estarão 


ILUSTRAÇÃO 


Lois dos expoentes (7.27) 


- Perro BE 
E yr m enm AR 05 


Se f(x) = a", então f € a função exponencial com base a, 
Como e" é positiva para todo x, também o é a". Para aproximar 
valores de a", podemos utilizar uma calculadora ou consultar 
tábuas de funções logarítmicas e exponenciais. 


Podemos agora provar que a Jei dos logaritmos enunciada 
no Teorema (7.12 1155) vale também para expocntes irracionais. 
Assim, se u é um número real arbitrário, então, pela Definição 
(7.26) e pelo Teorema (7.19), 


In! «In c" "*-ulna 
O próximo teorema afirma que as propriedades de expoen- 


tes racionais da álgebra elementas são também válidas para 
expoentes reais. 


Sejama > De b> 0. Se ué Visão números réis aibirários, ento 


= À—— qui e UB in veses seme 


edad > Wnei, (ab) = a*b* 
b 
DEMONSTRAÇÃO 
Para mostrar que a*a* = a***, valemo-nos da Definição 
(7.26) e do Teorema (7.20X(1): 
da e dd 

PT "rho 

„ths 

-g'*" 


Para provar que (a*y' = a”, aplicamos primeiro a Definição 
(7.26) com a” cm lugar de a € v =x: 


la" y - pen 
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Teorema (7.28) 


Figura 7.16 


Levando em conta que In a* = u In a € aplicando a Defiai- 
ção (7.26), obtemos 


(ay - e" * ea" a 
A demonstração das leis restantes é análoga. 
Como de costume, na parte (ii) do próximo teorema, 
Wi = gix), com g diferenciável. 


a» D, &* =(a Ina) D, u 


O D, -d'lna 


DEMONSTRAÇÃO 
Aplicando a Definição (7.26) e o Teorema (7.22), obtemos 
Da = D e“ = e!“ D (x tn a) = ein a) 
Como e^ ** = a", isto nos dá a fórmula (i): 
Da'm a ina 
A fórmula (ii) decorre da regra da cadeia, 


Note que se a =e, então o Teorema (7.28)(i) se reduz a 
(7.21), pois In e = 1. 


ILUSTRAÇÃO  * 


- D, «31n3 


+ D, M = 10 In 10 


zx) 2v 
- D, AOS! = (10*** In 10) D, sen x = (10%* In 10) cos x 


2,3 -G aD D VEO nD [37 En 


Se a > 1, então In a > O c, assim, Da = a" In a > Ò. Logo, 
a* É crescente no intervalo (=t, œ) se a > 1, 


Se0ca« 1, entáo In a « 0 e D a «a ln a « 0. Assim, a* 
é decrescente para todo x se ( «a « 1, 


As Figuras 7.16 e 7.17 são os gráficos de y=2' e 
y * (Y « 27*. O gráfico de y = a" tem o aspecto geral ilustrado 
na Figura 7.16 ou 7.17, conforme se tenha a> 1 ou 0<a<l, 
respectivamente. 


ysürY 22* 
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Se u = gix), € importante distinguir entre expressões da 
forma a* e w^. Para diferenciar a", aplicamos (7.28); para 14, vale 
a regra da potência, conforme ilustrado no próximo exemplo. 


EXEMPLO 1 
Calcular y" se y « (è + 1)* « 10º 
SOLUÇÃO f 
Aplicando a regra da potência e o Teorema (7.28), obtemos 
y'm 1060 + 12x) + (107 *? 1a 10420) 
=M +1) +10% In 10) 


A fórmula de integração em (1) do próximo teorema pode 
ser verificada mostrando-se que O integrando é a derivada da 


expressão no membro direito da equação. A fórmula (ii) decorre 


do Teorema (7.2846), onde u = g(x). 
å 1 a ES 1 
¿Ma fat din a FC mm. far du = o aC. 


EXEMPLO 2 
Calcular 
ta) fara w) fav 
SOLUÇÃO 
(a) Utilizando (i) do Teorema (7.29), obtemos 
ELE (iss y«c 
(b) Para aplicar (ii) do Teorema (7.29), fazemos a substituição 
usr, du = 2x dx 
e procedemos como segue: 


$3" dee 1 [3 (22) de =} f 37 du 


IL E oa 
| "iles m (n3)? imd 


——— — —— 


g£qcqtgtztttfttTtTTtcTcoT???7?77?77?77?29?$9€9o€9€9€19€$9€$€$9993 


fS Ciut com Geometría Analítico Cop. 7 , 
EXEMPLO 3 


Um problema importante na oceanografía consiste na determi. 3 
nação da intensidade da luz em diferentes profundidades do S 
oceano. A Lei de Beer-Lambert afirma que, a uma profundidade “É 
de x (metros), a intensidade da luz Nx) (em calorias/cm"/s) é | 


7 e 521 7 T 


Se ae 1c f(x) = a”, então f é uma função um-a-um, Sua 
função inversa, denotada por log, x, é chamada função logarít- 
mica de base a. Outra maneira de enunciar esta relação é 


Definição de log, x (7.30) 
dada pos Hx) = 1,6", onde 1, e a são constantes positivas. 
(a) Qual é a intensidade da luz na superficie? t A expressão log, x, é chamada logaritmo de x na base a. 
(b) Ache a taxa de variação da i idade da luz em relação E. Penta temmilhologia, ce logacitmes catus cão logarlimos de bajo 
à profundidade, a uma profundidade de x metros. des 
() SEa = 04 c /, 10, determine a intensidade média da luz In x » log, x 
Vio t peto o uma elt vr, Valem para logaritmos de base a leis análogas às do Teorema 
(d) Mostre que Mx) = Jye" para uma constante k. (7.12). 
ra Para obter a relação entre log, e ln, consideremos 
SOLUÇÃO i. y= log, x ou, equivalentemente, x = a”. Tomando o logaritmo 
(a) Na superficie, x «0 e natural de ambos os membros da última equação, obtemos 
Inxeyina, ou y= (ln xYiin a). Isto prova que 
KO) =1,0%=1, A 
a! in 
Logo, a intensidade da luz na superfície € Jy log xn ina 
(b) A taxa de variação de /(x) em relação a x é I'(x). Assim, Diferenciando ambos os membros da última equação, somos 
"T n s: conduzidos a (i) do próximo teorema. Utilizando a regra da 
FU) 1e a a) = (la eI z^) = (la eG) cadeia e generalizado para valores absolutos como no Teorema 
Logo, a taxa de variação /'(x) à profundidade x é diretamente (7.11), obtemos (ii), onde u = g(x). 
proporcional a /(x), e a constante de proporcionalidade é ina. SAM 
MV E Teorema (7.31) 
() Se Mx) = 10(0,04)", então, pela Definição (5,29), o valor 4 
médio de / no intervalo [0, 5] é Eg 
1 " a 
L-z afi 10004) de=2f, (04) dx 
ILUSTRAÇÃO 


5 
—L mv] . 2 N 
-2 E qu; (04) |, is a; (04 -0an 


bx 1 Y od 
BR 7 16 Pura, n2] mia (In 2) 
(04) '"' 
E -91.p (1-91, 1. 1 E CEON: - 
(d) Aplicando a Definição (7.26), obtemos Dog, 10-91 o, la2 ]'ih2 2-9 a TT 
Ke e A i Os logaritmos de base 10 são úteis para certas aplicações 
onde k = in a. 


(veja as Exercícios 48-51 e 53). Chamamos esses logaritmos de 
logaritmos comuns e utilizamos o símbolo log x como abrevia- 
tura de log, x. Esta notação é usada no próximo exemplo. 


— e — — 
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EXEMPLO 4 
Se f(x) = log Vx F3F, calcule f(x) 


SOLUÇÃO 


Escrevemos primeiro f(x) =1l0g (23 + 5^, A lei logi = 
=rlogu é válida somente se u> 0, mas como (21 + 5)? « 
=[2x+5|”, podemos proceder como segue: 


f(x)o log (2x + 5^ 
* log |2x « 5 |? 
-]logl 2x 5] 
NLILALI 
3 mio 
Diferenciando, obtemos 
1 


| qq A A MEE 
Oo 23 0) Fra sino 


Agora que definimos expoentes irracionais, podemos con- 
siderar a função potência generalizada f dada por f(x) «x 
para qualquer múmero real e. Se c é imacional, estão, por 
definição, o domínio de f & o conjunto de números reais 
positivos. De acordo com a Definição (7.26) e os Teoremas 
(7.22) e (7.111), temos 


D, x! =D e*** = e*** D) (clnx) 


ce 


Isto prova que a regra da potência é válida tasto para expoentes 
racionais coro irracionais. A regra da potência para funções 
pode ser estendida a expoentes irracionais. 


ILUSTRAÇÃO 


- D, G7) e Ee 


: D(se"r-n1 +e D +e“) 
~ nil + e? )*7 (2e) e reep 


EXEMPLO 5 
Se y =1 e x> 0, determine D, y. 


SOLUÇÃO 

Como o expoente cm x* é uma variável, não podemos aplicar a 
regra da potência. Da mesma forma, o Teorema (7.28) não é 
válido, pais a base a não é um número real fixo. Todavia, pela 
Defisição (7.26), x* = e*** para todo x > Ü e, então, 


Dé) Der") 


met D (xInx) 


eb («| 


“(1 + lax) 

Outra mancisa de resolver este problema é utilizar o método 
da diferenciação logarítmica introduzido na seção precedente. 
Neste caso, tomamos o logaritmo natural de ambos os membros 
da equação y  x* e diferenciamos implicitamente: 

In y = in x «x ln x 


D (In y) =D (x la x) 
1p y-=1+Inx 
y LI 


D, y « y(1 + 1n x) =x {1 + ln x) 


Coecluiremos esta seção expressando 0 número e como um 
limite, 


DEMONSTRAÇÃO 


Aplicando a definição de derivada (3.5) a f(x) = Im x e mando 
as leis dos logaritmos, obtensos: 


['G) = lim peo lr tim LI PERA 
e 
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TA v ne. 


(n IVA u y ? a e 
K t Ax 45 Um economista prevê: que o poder tivo 
- im ia (1+ 8) lim n(i«?) SA Ide onte Y | B) de uma moeda em £ anos a contar de apice "T 
/ (urhe, m9, 1 A X) cao arcc nae diminuirá , de acordo, com a fórmula 
Como f(x) = 1x, temos, para x= 1, poea à «BO (995). e a 
À my 24 (cos 2x)* (a) A que laxa, aproximadamente, estará o poder 
aquisitivo diminuído i ah 
25 (ape Mi (e) a (ay (vy (e) I ü cin poi S ni 
Teorema (7.1 ue : Estime o poder aquisitivo dessa moeda 
que Á— M Tm LU A 266)» Mt (9a (s a nos peines dob alos "^. ToS t 4 
E DO [RT emisa" 5 Exercs. 27-42: Calcule a integral i dé Oranga uina peison ingere oralečate um com 
Como a exponencial natural é contínua em 1, segue-se 14 ! "p de 100 miligramas, a taxa 
di ap mp k 27 fT de wf Té R na qual a droga entra ma corrente sangüínca é 
corma ed prevista em R = S(0,95Y' mp/min. Se a comesse 


lim (1 A)^ = lim [ee w^ sangúínea não contém nenhum trago de droga 
LE LL] 


28 de quando se kea o comprimido, determise c tempo 
mfra ef sa necessário (em mánvios) para que SO miligramas 
e elim masa", ue 1 carem ma Corrente sangúínea. ' 
E. 29 (a) $57" de so de .; DAF ERES 
„Isto estabelece a parte (1) do teorema, O limite na parte (ii) pode. f of 47 Mil trutas de um ano de idade são introduzidas 


ser obtido mediante a mudança de variável n « 1/h com h > 0. em um lago, O número de trutas vivas após t anos 


i 1 »ofFcue s T na 6 dado por MU = = 1000009). 
As fórmulas no Teorema (7.32) são algumas vezes usadas E E à; i 
T "urn poes: £ Pisas sem divida e vers P. 2 fi0* a. » [sde e dh rae a Hr y paper 
calcular (1 + para valores numericamente pequenos . - população está decrescendo quando N = 5007 ` 
Sho demonstrados a seguir alguns valores aproximados. y x i EL 
33 fur) de uje Ma (b) Espera-se que o peso Wir) (em libras) 
2 aumente de acordo com a fórmula 


Wi) = 0,2 + 1,51. Apás quantos aeos, apro- 


| ON AS 


2 gi ximadameste, o número total de libras de 
2,719642 "fy. 1 de M [rests truta no lugar € o máximo? 
0,0001 '2718146 | — 0,0001 2,718418 ; wf 48 A pressão P do vapor (em psi), uma medida de 
- 0,0000 Er di as de volatilidade de um liquido, está relacionada com 
2,718268 À Ss f; Jog x I $e» temperatura pela equação de Antoine: 
0) — 2718280 2,718283 " log P «a + [bife + T)) para constantes a, be c. A 
39 S3" sen x de 4o f di pressão do vapor aumenta rapidamente com o 
Com cinco casas decimais, e ~ 2,71828, y cos! x Lower da temperatura, Determise as condições 
E. 9, 0 € c que garantam quc P é uma fuação 
5 41 (0) fr” de * dx crescente de T. 

EXERCÍCIOS 7.5 $ J o: vi : 
DO Y 49 Os químicos usam um múmero denotado por pH 
e a - AE A o fa de ES para descrever quantitativamente a acidez ou a 
Exeres. 1-26: Calcule f(x) para f(x) dada. 9 (és 1)10 10 (10* 4 1077) basicidade de soluções. Por definição, 
a 4 (a) Je dr Qf! a pil = -log [H1*], onde {H * | é a concentração de 
| 17 25 LL bg(3 + 27 12 jog VT + " : fontes de hidrogênio em mois por litro. Para certa 
. esl. "m. A^ iac (o fe dx (d f (y de masca de vinagre estima-se (com erro percentual 

| sa” r4 =X " ^ 2 
Or «4 14 Php s ` A máximo de + 0,5%) que [H 176,3 x 10, Cat- 
— Dad à 13 sos [E53 «5 cn do nta dinis plo gráficos cule o pH e use diferenciais para estimar o erro 
- 92 ix+ty=lerai i 
IS log lax 16 ln log x percentea! máximo no cálculo. 
4-4 gu” 44 A região sob-o gráfico de y= 3" de ret à 50 A magnitude R (na escala Richter) de um terre- 
Vac 18 x^ x* X*2 gira em tomo do eixo-x, Delermine q moto de intensidade I pode ser obtida mediante 
volume do sólido resultante. a fórmula R = log (I, onde /, É uma cesta 
` - 


AA BN 


intensidade minima. Suponha que a intensidade 
de vm terremoto seja estimada em 100 vezes 1y 
Se o erro percentual máximo na estimativa é 
* 1%, use diferenciais para aproximar o emo 
percestual máximo no cálculo do valor de R. 


51 Seja R(1)a reação de um individuo a um estímulo 

de x. Por exemplo, se o estímulo x é 
a salinidade (em gramas de sal/litro), Rix} pode 
set 3 estimativa do indivíduo quanto so grau de 
salobeidade em uma escala de O a 10. A fórmula 
de Weber-Feckner R = a log (x/x,), com a coes- 
tante positiva, foi proposta como uma função 
para telacionas R com x. 


(a) Mostre que R=0 para o estímulo limiar 
1%, 


(0) A derivada $ = dRide é a sensitividade so 
nível x de estimulo e mede a capacidade de 
detectar pequenas variações no nível de csti- 
mulo, Mostre que $ é inversamente propor- 
cional a x, e compare S(x) com 5(2x), 
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experimentada pelo cuvido 
humano, baseia-se no nível de intensidade. Uma 
fórmula usada para achar o nivel de Intensidade 
alfa que corresponde a uma intensidade / do soe 
€ a = 10 log (Nil) decibéis, ando 1, é ves valor 
especial de /, que é o som mais fraco perceptível 
pelo cuvido humaso em certas condições, Ache 
a taxa de variação de « em relação a / se 


(a) 1 € 10 vezes maior do que 4, 


(0) 1 é 1,000 vezes maloe do qué 4, 


(e) / é 10.000 vezes maior do que 4, (Este é o 
nivel de istensidade da voz média.) 


$3 Se um principal de P cruzeiros é investido em 
uma poupança por anos à taxa sega) r (expressa 
como decimal), e a taxa é composta a vezes por 
ano, o montante A após é anos é dado 
fórmula do juro composto A = PÍL + (riw)]". 


(a) Seja À « rin; mostre que 
In A «In P « rta (1 Ay'* 


(b) Faça n + e use a expeessão da parte (a) 
para estabelecer a fórmula A = Pe" da cha. 
mada capitalização continua, 

54 Estabeleça o Teorema (1.3211) esilizando o 


Mél, na parte () e a mudança de variável 
AN > 


55 Prove que lim [1 + (xin)]* = e fazendo 
h = xin è aplicando o Teorema 03217. 


56 Fazendo h = 0,3, 0,01 e 0,001, preveja qual das 
seguintes expressões dí a melhor 
de e para pequenos valoees de de 


a «Ay, (1 she iy 
q eh tua 


$7 Grafe, nos mesmos eixos coordenados, y = 2% e 


y = log, 1. 


(a) Estime a coordesada-x do posto de intersec- 
são dos gráficos. 


(b) Se a região R delimitada pelos gráficos e pela 
relax 1 gira em torno de eixo-x, estabeleça 
tema integral que permita aproximar o voly- 
me do sólido resultante. 


(c) Use a regra de Simpsos, com n4, para 
A integral ees (b). 


7.6 LEIS DE CRESCIMENTO E DECAIMENTO 


que uma quantidade física varic com o tempo e que 
a magnitode da quantidade no instante f seja dada por qli), q 
sendo diferenciável e q(r) > O para todo 1. A derivada q'(1) é a 
taxa de variação de qli) em relação ao tempo. Em muitas 
aplicações esta taxa de variação é diretamente proporcional à 
magnitude da quantidade no tempo f isto é, 


qi) = eati) 


para alguma constante c. O número de bactérias em certas 
culturas se composta desta maneira. Se o número de bactérias 
qi) é pequeno, então a taxa de crescimento q(1) é pequena; 
emtretanto, à medida que o múmero de bactérias cresce, a faxa 
de crescimento também aumenta, O decaimento de uma subs- 
tância radioativa também obedece a uma lei análoga; à medida 
que a quantidade de matéria diminui, a taxa de decaimento = isto 
é, a quantidade de radiação — também decresce, Como ilustração 
final, suposhamos que se deixe descarregar um condensador 
elétrico, Se a carga no condensador é grande no início, a taxa de 
descarga tumbém é grande; mas, conforme a carga diminui, o 
condensador descarrega mais lentamente. 


Em problemas aplicados costuma-se expressar a equação 
q) = eli) em termos de diferenciais. Assim, se y = q(r), pode- 


mos escrever 


o vs dy = cy dt 


Dividindo ambos os membros da última equação por y, 
obtemos 


1 
= dy edi 
pore 


Como é possível separar as variávels y e 1 — no sentido de 
que elas podem ser colocadas nos lados opostos do sinal de 
igualdade — a equação diferencial dy/dt = cy é uma equação 
diferencial separável, Mais adiante estodaremos detalbadamen 
te tais equações, e mostraremos que é possível obter soluções 
integrando ambos os membros da equação "separada" 
(y) dy = dt. Assim, 


fjo-fea 


Inys ers d 


teorema (7.33) 
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para alguma cosstaste d. Segue-se que se” 


yaende 


Se y, denota o valor inicial de y (isto é, o valor corespondente 
a f = 0), então fazendo t = O na última equação, obtemos 


hrdhed 
€ assim a solução y = e" pode ser escrita como 
yy e 
Acabamos de provar o seguinte teorema: 
Seja y uma função diferenciável de t tal que y > O para todo 
t, € seja y, o valor de y em t= 0, Se dyldr = cy para alguma 


constante c, então =» ” 


LJ 


e yy 


—— - o 


O teorema precedente afirma que, se a taxa de variação 
de y = qli) em relação a t é diretamente proporcional a y, então 
y pode expressar-se em termos de uma função exponencial, Se 
y aumenta com 4, a fórmula y = y e” € uma Ici de crescimento, 
ese y decresce, temos uma lei de decaimento. 


EXEMPLO 1 


O número de bactérias em uma cultura sursenta de 600 para 
1.800 em duas horas. Supondo que a taxa de aumento seja 
diretamente proporcional ao número de bactérias presentes, 
determine 

(a) uma fórmula para o número de bactérias no Instante f. 


(b) o número de bactérias ao fim de quatro horas. 
SOLUÇÃO 


(a) Denotemos por y = g[1) o número de bactérias após r horas. 
Assim, y, = q(0) = 600 c q(2) = 1.800, Por hipótese, 


£o 


Seguindo precisamente 05 mesmos passos da demonstração do 
Teorema (7.33), obiemos 


y" ye = 60067 


0677 Fesgíet espomenciois e logorhmicas 3239 0% 


Como y = 1.800 quando t « 2, chegamos às seguintes equações 
equivalentes: 


1,800 = 600%, 3-e*, Ev” 
Substituindo o valor de e^ em y = 600”, obtemos 
y-60037y, ou y= 6003)”, 
(b) Fazendo t 4 em y = 600(3)%, obtemos 
y = 600(3)*? = 600(9)= 5.400 


EXEMPLO 2 

O rádio decai exponencialmente e tem meia-vida de aproxima- 
damente 1.600 anos; isto €, dada uma quantidade asbitrária, 
metade irá desintegrar-se em 1.600 anos. 


(a) Estabeleça uma fórmula para a quantidade y remanescente 
de 50 miligramas de rádio puro após t amos. 


(b) Quando restaráo apenas 20 miligramas? 
SOLUCÁO 
(a) Fazendo y = q(r), entño 
yo HO) = 50 e q(1.600) = 50) = 25 
Como dy/di = cy para algum c, decorre do Teorema (7.33) que 
y= 50e 

Como y = 25 quando 4 = 1.600, 

25 me SQe 9 gu eH ug 
Logo 

ee (nem . 2 m 
Substituindo o valor de e em y = 50e” obtemos 
y = UE qu y « SQ(2) item 


(b) Em vista de y = 502) "9, notamos que o valor de 4 em 
que y = 20 é uma solução da equação 


20 « sony 408 ou 2m Lg 
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Usando logaritmos naturais de cada membro, obtemos 


t 5 
T 2-3 


1.600 ln ! 


ou P 


~ 2.115 anos 


EXEMPLO 3 


A Ici do resfriamento de Newton afirma que a taxa na qual um 
objeto se resfria é diretamente propociomal à diferença de 
temperatura entre o objeto e o meio ambiente. Se um objeto se 
resfria de 125*F a 100"F em meia hora, quando a temperatura 
do ar ambiente é de 75"F, determine sua temperatura no término 
da próxima meia bora, 


SOLUÇÃO 


Denotemos por y a temperatura do objeto após 4 horas de 
resfriamento. Como a temperatura do meio ambiente é 75”, a 


diferença de temperatura é y = 75 e, então, pela lei de resfria- 
mento de Newton, 


dy 
a r9 


para alguma constante c. Scparando variáveis e integrando 


1 
y-75 


dy = c dt 


LL 
In (y - 75) er b 
para b constante. A última equação é equivalente a 
yr 
Como y = 125 quando t 0, 
125 -75 « P «e^, ou e^ 50 
Logo, 
y-759- $0e", ou. y SQe^ + 75 


—— e 


Ap? Funções exponenciais e logarfimicas — $31 


Considerando que y = 100 quando t =! , somos levadas hs 
seguintes relações equivalentes: 


100 = 50e? 4 75, Cte 


Substituindo e* por 1 em y = 50e" + 75, obtemos uma fórmula 
para a temperatura após £ horas: 


y = 50)" +75 
Em particular, se r= 1, 
y= 500) «75 = S7,5"F 


Em biología, usa-se às vezes a foncko G definida por 
GH) = kel t^ 


+ 
para estimar o valor de uma quantidade no instante £. A função 
G é chamada função de crescimento de Gompertz. Tal função 
é sempre positiva e crescente, mas tem um limite quando 
t — œ, O gráfico de G é a chamada curva de crescimento de 
Gompertz. 


EXEMPLO 4 


Discuta a função de crescimento G de Gomperiz € esboce o seu 
gráfico. 


SOLUÇÃO 


Notemos primeiro que o intercepto-y é G(0)=ke* e que 
G(1) > 0 para todo r. Diferenciando duas vezes, obtemos 


Gu) = bet ^ D (Ae) 
» ABke! nun m 
GU) = ABkd- 2 p (> Br - Ae! 


-ABH-B € ABe^!e- i-e" 


Como G'(r) > 0 para todo t, a função G € crescente em [0, 0), 
A derivada segunda G'"(1) é zero se 


-B+ABe «O ou CF «A 


Resolvendo a última equação em relação a 4, obtemos 
t = (VB) In A, que é um número crítico da função G’. Deixamos 


como exercício mostrar que, peste instante, a taxa de crescimento a 
G' toma o valor máximo Bk/e. Pode mostrar também que 


e lim Gsk. 


Logo, à medida que t aumenta, a taxa de crescimento tende para 
0 e o gráfico de G tem como assíntota horizontal a reta y = k. A 
Figura 7.18 é um gráfico típico da função G. O ponto P no 
gráfico, correspondente a t= (1/8) In A, € um ponto de inflexão, 
€ a concavidade muda de sentido em P. 


No próximo exemplo consideramos uma quantidade física 
que aumente alé alingir um máximo e em seguida decresce, 
tendendo assintoticamente para O. 


Quando o urânio se desintegra em chambo, uma fase do processo 

€ o decaimento radioativo do rádio em gás radon. O gás radon 4 
entra nas casas difusdindo-se através do solo, e causa problemas — 74 
de saúde quando inalado. Se uma quantidade Q de rádio presente 
após 1 anos é dada por 


€ = o in 2 sio as constantes de decai- A 
mento para o rádio e o gás radon, respectivamente, 


(a) Ache a quantidade de gás radon presente inicialmente e ¿4 
após um longo período de tempo. 4 


(b) Quando é que a quantidade de gás radon atinge o máximo? 3 


———— — — 


(a) A quantidade inicial de gás radon é 


Ao crescer t sem limite, 


lim Aço 2 lim (ett gro") 


. mete 


HL 9:90 
6745, 


Logo, durante um longo período de tempo, a quantidade de gás - 
radon decresce, tendendo para O, 


(b) Para achar os números críticos de A, diferenciamos, obtendo 


Assim, A'(r) = 0 se 


c 
ce uc, ou elu à 
1 €, 


^ co LET EEL 
Ascia M egent 


xi 
e id ME 


In e, - Inc, 


76 


t 


Este valor de t corresponde so valor máximo de A. Substituin- 
do os valores de c, € c, obtemos a aproximação 


EXERCÍCIOS 7.6 


O número de bactérias em wma coltura sementa 
de S.000 para 15.000 em 10 horas. Supondo que 
a taxa de aumento seja proporcional ao número 
de bactérias persentes, estabeleça uma fórmula 
para o número de bactérias na cultura no instante 
t Estime o número no término de 20 horas. 
Quando será 50.000 o número de bactérias? 


O isótopo de polónio "Po tem uma meia-vida 
de aproximadamente 140 días, Se unsa amostra 
pesa 20 miligramas inicialmente, quanto restará 
após r dixs? Quando restará, aproximadamente, 
após duas semanas? 


Se a temperatura € consiaete, então a taxa de 
variação da pressão barométrica p em relação à 
altura À € propoccional a p. Se p = 76 em zo nivol 
do mar e p 74 ces quando h = 305 m, determine 
a pressão a uma altitude de 1.525 m. 


t 0,181 anos ~ 66 dias 


A popslação de uma cidade mumenta à taxa de 
566 xo ano. Se a população atual é de 500.000 è 
a taxa de semento é proporcional ao número de 
pessoas, qual será a populacáo daqui a 10 anos? 
Os agrónomos cslienam que seja necessário 1/4 
de acre para prodezir alimento para usa pessoa, 
e que há 10 bilhões de acres aráveis no mundo. 
Logo, se são houver outra fonte de recursos, só 
poderão ser sustentadas 40 bilhões de pessoas. A 
de muerdo so começo de 1.980 era de 
4,5 bilhões. Supondo que a população auesente à 
taxa de 2% ao ano, € que a taxa de aumento seja 
proporcional ao número de pessoas, quando será 
atingida a população máxima? 
Uma chapa de metal aquecida se resíria de 180"F 
para 150"F em 20 minutos, quando exposta ao at 
à temperatura de G0"F, Use a lei do resfriamento 
de Newton (veja o Exemplo 3) para das uma 
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aproximação de temperatura da chapa 20 cabo de 
wma bora de resfriamento. Quando é que a 
temperatura será 100*F? 


7 Um tesmdenciro externo registra uma temperatura 
de 40" E. Cinco minutos após ser introduzido em 
uma sala onde a temperatura é de MF, o termó- 
metro registra 60"F, Quando registrará 65'F7 


8 A taxa ma quel o sal se dissolve ma água é 
diretamente peoporcional à quantidade que per- 
manece não dissolvida, Se são colocados $ quitos 
de sal em uma vasilha com água e se 2 quilos se 
dissolvem «m 20 minutos, quanto tempo será 
pecessário para que mais 1 quilo se dissolva? 


9 De acordo com a primeira Ici de Kirchhoff para 
circuitos elétricos, Ve RI + Lüdlidi), onde as 
constantes V, R, e L denotam a força eletromotriz 
à resistência c à indulância, respectivamente, € 
| denota a comente no instante t. Se a foça 
eletromotriz é interrompida no instante 4 = ( e se 
a comente é |, no instame da interrupção, prove 


que / « Le ^*^, 


10 Um físico acha que uma substáncia radicativa 
descombecida registra 2.000 costages poc minuto 
em um contador Geiger. Dez dias depois a 
sebstância registra 1,500 costagens por minuto, 
Dé uma aproximação de sua meia-vida. 


LI A pressão do ar P (em atmosferas) a uma alritude 
de z metros acima do nivel do mar é uma sobação 
da equação diferencial dP/dz = -9,819(z), onde 
pla) é a dessidade do ar na altitude z Admitindo 
que o ar obedeça à lei ideal dos gases, esta 
equação diferencial pode ser escrita 
dPldz = —000342PJT, ondo T é a temperatesa (em 
*K) à altitude z. Se T « 223 ~ 0012 e se a pressão 
é de 1 atmosfera ao nível do mar, expresse P 
como função de z. 


12 Durante o prismeiso mês de crescimento de pro- 
dutos como milho, algodío e soja, a taxa de 
crescimento (em gramas/dia) é proporcional so 
peso presente W, Para determinada espécie de 
algodão, dWidt =0,21W. Preveja o peso de uma 
plasta no témino de um més (r= 30), se a planta 
pesa 70 miligramas no inicio do més. 


13 O estróncio-90 radioativo, "Sr, com meia-vida 
de 29 anos, pode caesar câncer Ósseo em seres 
humanos. A substância é transportada pela chuva, 
penetra no solo e passa à:cadeia de produros 
alimenticios, Estima-se que, em determinado cam- 


po, o nivel de radicatividade seja 2,5 vezes o nivel 
de segunaça S. Darante quantos anos, apoxima- 
damente, o campo permanecerá contaminado? 


14 O isótopo radioativo artificial Cr, com meia- 


vida de 27,8 dias, pode ser usado em testes 
médicos para localizar a posicáo da placenta ee 
mulheres grávidas. O isótopo deve sec encomen- 
dado a um laboratório médico. Se são necessárias 
35 unidades para um teste, € se a entrega pelo 
Isboratório leva dois dias, estime o número nsś- 
nimo de unidades a serem encomendadas. 


15 Os veterinários usam o pentobarbital de sódio 


para anestesiar animais. Supoeha que, para anes- 
tesias om cachorro, sejam secessários 30 millgra- 
mas para cada quilo de peso do animal. Se o 
pentobarbital de sódio é eliminado exponencial- 
mente da comente sanguinea, e se a metade é 
eliminada em quatro horas, indique aproximada» 
mente a dose mecessária para anestesiar por 4$ 
minutos um cachorro de 20 quilos. 


16 No estudo de fisiologia pulmonar, usa-se a se- 


guinte equação diferencial para descrever o trans- 
porte de wma sebsiáncia através de uma parede 
capilar: 


onde h é a concentração de hormônio no sangue, 
16€ 0 tempo, V é a taxa máxima de transporte, 
Q é o volume do capilar e k é uma constante que 
mede a afinidade entre os hormônios e enzimas 
que facilitaes o processo de transporte. Determine 
a solegio geral da equação diferencial. 


17 Uma sonda espacial é lançada da Terra. Des- 


prezando-se a resistência do ar, uma equação 
diferencia] para a velocidade após a queima do 
combustível é v(dvfdi) = - ky 7, onde y é a dis- 
1kecia do centro da Terra c k € uma constante 
positiva. Se y, é a distância do centro da Terra por 
ocassão da queima e v, é a velocidade corrcspon- 


dente, expresse v como uma função de y. 


18 À temperaturas elevadas, o dióxido de nitrogênio, 


NO,, se decoempóe em NO e O, Se y(r) é a 
concestração de NO, em mois por litro, então, a 
600 °K, y(r) varia de acordo com a lei de reação 
de segunda ordem dyldi = 0,05 y? para o tempo 
t em segundos, Expresse y em termos de t e da 
concentração inicial y, 


1.7 EXERCÍCIOS DE REVISADO — 


19 Usa-se a técnica do casbono-14 para determinar 


a idade de espécimes arqueológicos ou geológi- 
cos. Este método baseia-se mo fato de que o 
carbono-14, isótopo instável (C) está presente 
no CO, na atmosfera. As plantas assimila 
carboeo da atmosfera; quando momem o "C 
acumulado começa a decaár, com uma meia-vida 
de aproximadamente 5.700 anos. Medindo-se a 
quantidade de VC que testa em wm espécime, é 
possível determinar quando o organisar esoereu. 
Suponha que um osso fóssil acuse 20% da 
quantidade de C presente em um osso dos dias 
atuais, Dé ema aproximação da idade do osso 
fóssil, 


20 (Ref. Exercício 19.) O isótopo de hidrogénio 2H 


tem uma meia-vida de 12,3 anos; é peoduzido na 
atmosfera pelos ralos cósmicos e trazido à terra 
pela chuva. Se o madeiramesto de uma velha casa 
comém 10% da quantidade de JH presente no 
madeiramento de uma casa nova, determise apro» 
ximadamente a idade da casa velha, 


21 Acatmosfera da Terra absorve aproximadamente 


32% da radiação proveniente do Sol. A Terra 
também emite radiação (a maior parte em forma 
de calor) e a atmosfera absorve aproximadamente 
93% dessa radiação. A diferença entre a radiação 
que entra na Terra e a que sai é chamada 
efeito- estufa. Modificações neste equilibrio po- 
dem afetar o clima da Terra. Seja f, a intensidade 
da radiação do Sol e / a Intensidade depois de 
percorrer usma distância x na atmosfera. Se p(h) 
é a densidade da atmosfera na altitode À, então a 


espessura diica é fix) = kf pt) dh, cede ké 


uma constante de absomdo c / é dada pos 
Iele Sud, Mostre que didi = -kplx)M. 


22 Certos processos de aprendizagem podem ser 


ilustrados pelo gráfico de f(x) «a + b(1-e**) 


Exeres. 1-2: Determine f 7 Had 


1 f(x) 10-15: .2/f()«-9-20, 1x0 
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para constantes positivas a, b e e, Um industrial 
estima que um empregado novo pode produrir 
cinco usidades de determinado artigo no primei- 
10 día de trabalho. Na medida em que o empre- 
gado adquire prática, a produção diária aumenta 
ant mingir we máximo, Suponha que no n^* día 
de trabalho, o número f (n) de unidades produzi- 
das seja dada aproximadamente pela fórmula 
fin) «34 20(1 e"), y 


(a) Estee o mámero de unidades peodezidas so 
quinto dia, no 24º dia e so MP dia. 


(b) Esboce o gráfico de f, de m=O a n-30 
(Gráficos deste tipo são chamados curvas de 
aprendizagem, e são utilizadas com fregién- 
cia za cotação e em psicologia.) 


23 Uma célula esférica tem volume V e deea de 


superficie 5. Um modelo simples de crescimento 
de células antes da milose, admite que a taxa de 
coescimento dVide seja proporcional à área da 
saperficie da célula. Mostre que (Vide = kV ?? para 
alum k > 0, c expresse V como uma função de t. 


24 No Teorema (7.33) adesitieos que a taxa de 


variação de uma quantidade q (1) no instante t seja 
dirctamente proporcional a q (1) Determine q (1) 
se sua taxa de variação é diretamente proporcio- 
nal a [9(0)7. 


25 Com referência ao exemplo 4, 


(a) Verifique se Bic é um máximo para O”. 


(b) Mestre que 
lim, a G'(f) «0 c lim, G(r) A 


(c) Esboce o gráfico de G se $= 10, A- 2€ 
Bel. s 


£326 Grale a fsoção de crescimento de Gompertz G 


eo imervalo (0, 5] para È = 1,1, A = 32 B » 1,1, 


Exerc 3.4: Mostre que f admite uma função 
inversa, e determine (Da f ^ '(x)]r- e para o edenero 
« dado. 


3 f()« 28 8095, ~l sxs t; a=5 


I Calculo com Geometria Analítica Cop ? 


4 bes - 5, 


za% 5 2-2 
Vxeres, 5:38: Determine f(x) para f(x) dada. 
5 le |4- $3 |5 6 in|2 - 7]? 
2-91 
7 (1-21) 1/1 ~ 2r $ ÉL 
728 [5 
Ora 2)! Vic - S y y 
* dn &r-7 10 la 25 
L LES 
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nm 14 12x TELE 
ln x x 
i6 In e" 17 ln (e** +% 18 483 
19 10" log x 20 5",(u) 21 Vis VE 
-Ù 
navy nie” au? 
x44 
sve aequat nam 
24 dal 29 lts 30 (Io 3)'** 
M ji -seex "m 
Doce Fone * uy? 
35 ln cos* 4x "ILLI 
1 
MN (sen xy"? 38 
Fá ua er? 


Exercs. 39-40: Use a diferenciacio implicita para 
determinar y”. 


E E! 
Exercs. 41-42: Use a difesenciação logaritmica para 
achar dyldix. 
a + 2) -3° à y-Vàc- nv 
Exeres, v Calcule a integral. 
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79 Resolva a equação diferencial y" = e^ * sujeita 
às condições ye -1, € y'-2se x «0. 


* 
E: 
= 
= 
1 


80 No crescimento populacional sazonal, a popula- 
ção gli) no tempo t (em anos) aumenta durante a 
primavera e 0 verão, mas diminui no outono c no 
inverno. Uma equação diferencial, às vezes usa- 
das para descrever este tipo de fenômeno de 
crescimento, é GINA = k sen 2:u, onde k> 0 e 
t = O corresponde ao primeiro día da primavera. 


(a) Mostre que a população q(r) é sazonal. 
0) se q” = (0), ache uma fórmula para qli). 


Si Uma partícola se move sobre uma rela coor- 
denada com uma aceleração, no instante é, de 
e? cons”, Em 1 +0 a partícula está na ocigem e 
ssa velocidade é 6 cms, Determine a extensão 
do percurso da particula no intervalo de tempo 
10, 4), 


$2 Ache os extremos locais de f(x) « x^ 1n x para 
x » 0. Discuta a coecavidade, ache os pontos de 
inflexão e esboce o gráfico de f. 


83 Ache a equação da tangente ao gráfico da equa- 
ção y= xe” + la | 2 - x? | no ponto P(1, e). 


$4 Ache a áica da região delimitada pelos gráficos 
das equações y = e™, yal 1) x0 ex 1. 


85 A região delimitada pelos gráficos de y = e", 
1+=-2,x=-3 € y 0 gira em tomo do eixo-r, 
Ache o volume do sólido gerado. 


86 A estimativa da população da Índia em 1,980 foi 
de 651 milhões, e a população tem crescido a 
uma taxa de aproximadamente 2% 30 ano, com 
a taxa de crescimento proporcional so rámero de 
habitantes. Se t denota o tempo (em anos) apús 
1.950, ache uma fórmula para N(r), a população 
(em milhões) no tempo 1. Sapondo que esta 
elevada taxa de crescimento contine, estime a 
população e a taxa de crescimento populacional 
para o ano 2.000. 
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$7 Usa sotstiacia radioativa tem vida de 5 dias. 


Quanto tempo levará para que uma quantidade 
A se desintegre até eestas apenas 1% de A? 


88 A equação de determinação de data pelo carbo- 
po-14T=-8310 la x, é usada para prever a idade 
T (em anos) de um fóssil een termos de porcen- 
tagem 10Qx de carbono ainda presente no espécie 
(veja o Exercício 19, Seção 7.6). - 


ta) Se x-0,04, estime a idade do [oss há 
aproximadamente 1.000 anos. 


(b) Se o erro máximo na estimativa de x na parte 
(a) é = 0,005, use diferencials para aproxinsar 
o erro máximo em T. 


89 A taxa na qual o açúcar se dissolve na água é 
proporcional à quantidade ainda não dissolvida. 
Se 5 quilos de açúcar são colocados em uma 
vasilha coa água à 1 hora da tarde, e metade se 
dissolve até 4 boras da tarde, 


(a) Quanto tempo levará pars que mais 1 quilo 
se dissobra? 


(b) Às 8 horas da noite, dos 5 quilos ieiciais 
quanto estará dissolvido? 


90 Pela lei do resfriamento de Newton, a taxa na 
qual um objeto se resíria é diretamente propor- 
cional à diferença de temperabora entre o objeto 
e o meio ambiente, Se f(r) denota a temperatura 
no tempo 1, mostre que f(r) = T «|f(0) - T]e^*, 
onde T é a temperatura do meio ambiente c k é 
uma conslaste positiva. 


91 A bactéria E. coli sofre uma divisão de células a 
cada 20 minetos. Partindo de 100.000 células, 
determine o número de células após 2 boras, 


92 ^ equação diferencial p de + cv dp = D descreve 
a mudança adiabática de estado do as para a 
peessdo p, o volume v, e uma constante c. Resolva 
em selação a p em termos de v. 


Ma, Capítulo 8 
FUNÇÕES 

— TRIGONOMETRICAS 

.. INVERSAS E HIPERBÓLICAS 


INTRODUÇÃO 

O capítulo começa com uma revisão das 
funções trigonométricas inversas estudadas 
ños cursos de trigonometria, Em seguida 
aplicam-se métodos do cálculo para obter 
fórmulas de derivadas e integrais. Como os 
valores funcionais podem ser vistos como 
ângulos, isto nos permite considerar aplica- 
ções tais como a mensuração da taxa de 
variação do ángulo de elevação quando uma 
pessoa observa um objeto em vôo, achar a 
taxa ña qual gira um farol, determinar um 
ângulo que minimize a perda de energia 
quando o sangue flui através de um vaso 
sanguíneo, 


As funções hiperbólicas, definidas na Seção 
8.3, são usadas em ciências físicas e emgenha- 
tia para descrever a forma de um fio flexível 
suspenso pelas extremidades, para determinar 
a velocidade 'de um objeto em um meio 
resistente como 0 ar ou a água, e para estudar 
a difusão do gás radon através de uma parede. 


O capítulo termina com um estado das fian- 
ções hiperbólicas inversas. Tais funções são 
utilizadas principalmente para calculas certos 
tipos de Integrais. 


E 
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11.1 FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Figura 8.1 


Delinição (8.1) 


N. do R.T.: Autores ingleses e americanos denotar a fonção arcsen x por ses ^! x 


cis as fedi sacada não são um-a-um, não admi- 
tem funções inversas (veja a Seção 7.1). Todavia, restringindo 
convenientemente seus domínios, podemos obter funções um-a- 
um que tenham os mesmos valores das funções trigonométricas 
€ que tenham funções inversas pesses domínios restritos. 


Consideremos primeiro o gráfico da função seno, cujo 
domínio é R e cujo contradomínio € o intervalo fechado 
[-1, 1] (veja a Figura 8.1). A função seno não é um-a-um, pois 
uma reta como y = | intercepta o gráfico em mais de um ponto, 
Assim, números como 1/6, 52/6 e — 7/6 originam o mesmo valor 
funcional, | - Mas se restringirmos o dominio a [-x/2, 1/2), então, 
conforme ilustrado pela parte sólida do gráfico da Figura 8.1, 
obtemos uma função crescente que toma cada valor da função 
seno uma e somente uma vez. Esta nova função, com domínio 
[-5/2, 1/2] € contradomínio [-1, 1), € contínua e crescente e 
assim, pelo Teorema (7.6), admite uma fungio inversa que 
também é contínua c crescente. Esta função inversa tem domínio 
[-1, 1] e costradomínio [-=/2, 1/2). Esto nos leva à seguinte 
definição. p 


Lm E ^u. TELA NT Masi mu "m ist c3 £ 
cáo lh deaoinda por LI defino se 
o Er fied y Vae Arcsen MNT + ri 


A aid rad io unt A e ra 


y E d WIS 


Ss dnd? 


É importante notar que o —1 em sen“! x eio deve ser 
considerado como expoente, e sim uma simples notação. 


O inverso da função sen x é —L— diferente de arcsen x. 


E 4 
Ce 8 F inversas e — 
- ILUSTRAÇÃO ivt Lu ita 
¿ven É, anio Il. A A 
viga! SO y eua y » entio senyen YE vr 
x i 
Logo, y* c 
. Se NA ae + então sen iei syst 
7 > Sd "L2 y 2 y 2 


^ 
Logo, y E 6 


Usando o método introduzido na Seção 7.1 para esbogar o 


/' gráfico de uma função inversa, podemos traçar o gráfico de 


y = arcsen x refletindo a porção sólida da Figura 8.1 em relação 
à rela y = x. Isto produz a Figura 8.2. Poderíamos também usar 
a equação y = sen y, com, -1/2 s y € 2/2, para obter pontos do 
gráfico. - 


As relações f(f ^ 'Q)) x e f^ (f(x) =x, válidas para 
n dão as seguintes propricdades: 


. sen (a3 ]-7 pois asia 
x E2.E 
+ wenn 2-2 72"74*2 
2x V3 n 
. aciem (sen asen (7) 5 


É preciso cautela 20 utilizar (8.2). Na terceira parte da 
ilustração precedente, 2/3 mão está entre 1/2 e 1/2 e, assim, 
não podemos aplicar (ii) de (8.2). Em lugar disso, utilizamos 
propriedades de ángulos especiais (veja a Seção po e 
calcular primeiro sea (21/3) e achar em seguida arcsen (W3/2) 


Podemos também definir funções trigonométricas inversas 
das outras cinco funções trigonométricas. Se restringirmos o 
dominio da função co-seno a (0, x] (veja a parte sólida da Figura 
8.3), obteremos uma função contínua decrescente que tem uma 


542 Cálculo com Geometria Analbica Cap 8 ] 


função inversa contínua decrescente, Isto conduz à seguinte 
definição. 


Definição (8.3) 


A Ns P EE = des i 
E ção era dá cs so decida pot neos ai 
“se cómo + Ll bs iz yes A Y ; N + gir J 


Si Tu ITT AEN 
O dominio da função inversa do co-seno é |-1,1] e o 
contradomínio é [0, x). A expressão y = arccos x é lida como 
"y igual a arco co-seno x” ou "y é o ângulo cujo co-seno é x". 


ILUSTRAGÁO 
. Se y = arccos ^ então cos y = 3 - e Oxyza 
Logo, y=5 
. Se y = arccos (2) emo cosy ==> e Osysa. 


2 
2x 
Logo, AS 


Pode-se obter o gráfico da função inversa do coseno 
refletindo a parte sólida da Figura 8.3 em relação ao eixo y = x, 
Isto origina o esboço da Figura 8.4. Poderíamos também aplicar 
a equação x = cos y, com O = y sx, para achar pontos do gráfico. 


Figura 84 


. N. do R.T.: Tal como no cato de arco seso, os autores Ingleses e americanos escrevem cos * ! y er logus de arocos 1. 


Cep 8 inversas € $43 


Como cos e arccos são funções inversas uma da outra, 
obtemos as seguintes propricdades: 


ILUSTRAÇÃO 


ERU me 


* arccos (cos Y .5 pois 0< Pen 


meae 


£ Note que na terceira parte da ilustração precedente, —-x/4 
não está entro O e x c, assim, não podemos utilizar (i) de (8.4). 
Em lugar disso, calculamos primeiro cos (—1/4) e, em seguida, 
achamos arccos (V2/2). 


Restringindo o doménio da função tangente ao intervalo 

aberto (—2, 2/2), obtemos uma função contínua crescente (veja 
Pigura 25 a Figura 8.5). Usamos esta nova função para definir a função 
inversa da tangente. 


y-!£x assa 


j 
e 
tem 


O dominio da função arco tangente é A e o contradomínio 
é o intervalo aberto (-=/2,m/2). Obtém-se o gráfico de 
y =arcigx na Figura 86 refletindo-se o gráfico da Figura 8.5 


em relacio à reta y = x. 


* — N,do R.T aa^ " para ingleses e americanos 


Propriodados de arctg (8.6) 


Figura 8.6 


Tal como com as funções arcsen e arecos, temos: 


"T" 


€ M M 


Se consideramos o gráfico de y =secx, veremos que há 
muitas manciras de restringir x de modo a obter uma função 
um-a-um que tome todos os valores da função secante. Não há 
acordo universal a respeito, É coeweniente restringir x ans intervalos 
(0, 2/2) e [x, 3542), conforme indicado pela parte sólida do gráfico 
de y = sec x na Figura 8,8, em lugar dos intervalos “mais naturais" 
[0, 2/2) e (1/2, n], porque a fórmula de diferenciação para a inversa 
da secante é mais sim Mostraremos ma próxima seção que 
D, axen x + Vx Vi — ). Asim, o coeficiente angular da reta 
limgente ao gráfico de y = arcsec x é negativo se x <=] e positivo 
se x» 1, Para os intervalos mais naturais, o coeficiente angular é 
sempee positivo, e teríamos D. arcsec x = I |x | V? - 1). 


(D Jig (arctgx) - para todo x Tt y? scr 
NES CEDE deser f 
qn. sarttg (tg x) mx *-ytx x n 
ILUSTRAÇÃO e i qe 
— — — IP 
x E i x i 2x * 
* Se y =asctg(>1), então tgy=-1 e “25 ~i E s i 
Logo y» - ^ y | 
* tg (tg? 1000) = 1.000 por (8.6) E | 
Figura 8% 


Definição (8.7) «A função arco secante, denotada por arcsen (ou sec" !), é 
EXEMPLO 1 definida como * 
\ > 129 O 
1 Determine o valor exato de sec (arctg ]). y ^ atcsecx O = ATCSPG A 86 € SOmenie se. x «secy 


E «(2-1 poss QEQE E 


* arctg (tg x) ~ arctg O = 0 


SOLUÇÃO 


para |x| = 1 e y em [0,/2) ou em [n, 372), 


A Figura 8.9 apresenta o gráfico de y = arcsec x. 


Vit Fazendo y=arcig?, então igy=2- Queremos secy. Como f o 
i pr MEL E ct d men MN. aaa a 
x y « 172. Assi mos considerar y a medida, em radianos, ne : i 
uw ; o hn ic de um triângulo retângulo tal que tg y « È, confi i à loga (veja os Exercicios 31-32). 
" a z x. 
ilustrado na Figura 8.7. Pelo tcorema de Pitágoras, a hipotenusa é Os exemplos seguintes ilestram algumas manipelagóes que 
Figura 8.7 VISP = VIS. Referindo-nos a0 triângulo, obtemos Figera 8,9 podem ser feitas com funções trigonométricas inversas. 


EA O aaa Y o OnE Funções vrigovomtiricas inversas e Mperbólicos sas 20 
y TERN. vis 
y= ardgx sec arctg 3 "$e y 
” ig 
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Figara 8.10 


y = arcsen x 


EXEMPLO 2 
Determinar o valor exato de sem (arctg ! — arccos 1). 


SOLUÇÃO 
Fazendo u-artg! e v= arcos $ 
entáo igum} e cosvwj 


Queremos achar sen (u —- v). Como u e v estão no intervalo 
(0, 1/2), podem ser coasiderados como medidas em radianos de 
ângulos agudos, e podemos referirnos aos triângulos retângulos 
na Figura 8,10, o que nos dá 

4 


core es servia hna 


Usando a fórmula de subtração para a função seno, obtemos 


sem (uu > v) = sem u cos v = cos u sen v 


senu mes 


Lá 44 
"Ms Ys 
sois .: 
“was 


EXEMPLO 3 


Sc —1 s x s 1, escreva cos (arcsen x) como uma expressão algé- 
brica em x. 


SOLUÇÃO 
Seja y = arcsen x ou, equivalentemente, sen y » x, 


Queremos expressar cosy em termos de x. Como 
-0/2 & y « 1/2, segue-se que cos y = 0, e então 


cos y = v1 sen y evVi-x 
Conseqdentemente, cos (aresen x) = VT = 


A última identidade também pode ser visualizada geome- 
bicamente, se ( «x «1, Neste caso, O< y « x/2, e podemos 
considerar y a medida em radiasos de um ángulo de um triângulo 
tetángulo tal que sen y =x, conforme Figura 8,11. (Acha-se o 
lado de comprimento V1 -F di id Refe- 
rindo-nos 20 triángulo, temos 


A 2. 1, 


e HEEL 
cos (arcsec x) = «cos yu HE, vz 
EXEMPLO 4 


Determine as soluções de 5 sen? 1 + 3 sen t = 10 que estão no 
intervalo [-3/2, 1/2]. 


SOLUÇÃO 


A equação ser considerada como uma equação quadrática 
em sen f. remind a fórmula quadrática, obtemos 


3:90 3:13 
0 
Usando a definição da função seno inversa, arcsen, obtemos as 
seguintes sobuções: 
t= arcsen À (-3 4129) = 0,2408 
t= arcsen 1 (-3 - VI} « 0,9946 


EXERCÍCIOS 8.1 
Exeres. 1-18: Determine o valor exato da expressão, S (a) x (b) Li 
quando for definido. "M, arccos > 
1 aansen rd mjmecos[-3) (c) arctg 1 
x 
(e) arctg (v3) 6 (a) secsen $ (b) arecos y 
1 Y 
2 (arca 7] dl 2) 0-5) 
(c) arcig (1) : : 
7 (a) sen aca -55)] cos cos] 
3 (a) arcsea F (b) mocos “77 10 2 
L (c) tg (arctg 14) 
(eb aca s é 
3 (a) sen (area) C) cos [ses [- 5] 
4 (a) aresen O (b) secos (-1) 


(e) asctg O 


(c) tg farctg (-9)] 
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» (a) acen en 5) (os) 


vm (-2)] 


10 (a) ar ele (- : J (b) arocos (cos 0) 


n 
(0913) 


H (aca sen E) nuu rd 


ML 16) 


E? qu) soca se 5) Q9 acc (cos $ 
Ta 
(e nee (16 e] 


T tamo [ee -3 )] (b) cos (arctg 1) 


I) tg [nresen (=1)] 


HH (ul sen (arctg v3) (b) cos (areses 1) 


te) tg. (arccos 0) 


enl) mp] 


eoe eee (-1)] 


lé es [asen (- s)| (04) 


(0 cc ecos ) 


"Á den (uses cao] 


dnm 


A B 
tch tg | arctg 3 + arcos 17 


tenen (2) 


4 3 
mm ec + ac] 


eunt] 


Exercs 19-22: Escreva como ema expressão algébei- 
ca em x para x > 


19 sen (arctg x) 20 tg (arccos x) 


2 sec (arcien 2) 2 cot(aresen |) 


Exeres. 23-30: Esboce o gráfico da equação, 


23 y= arcsen 2x 24 y = Varesen x 
25 y = arcos! x 26 y = 2 arocos x 
27 y «2uctgs 28 y = arctg 2x 


29 y = sen (arccos x) 30 y = sen (ascen x) 


3 (a) Defina arccot restringindo o dominio da 
função tangente so intervalo [0, n]. 


(b) Esboce o gráfico de y « arccot x. 


32 (n) Defina arcesc x restringindo o dominio da 
fsação co-secante a [-x/2,0 1) (0, n/2]. 


(b) Faça o gráfico de y = arccse x. 
Exerc. 33-36: (a) Use funções trigonométricas 
inversas para achar as sobegdes das equações que 


estão no intervalo indicado. (b) DE as soluções com 
quatro casas decimais. 


3 29! re 930: (-2/2, /2) 
M Isento T senrt 34 0; [-m2, 32] 
3M d$ew'r-i4em) 643-0; — [0,9] 


36359*8-1957052-0; (202, 2/2) 


37 Conforme a figura, um navio segue um curso em 
lisha reta I. A menos distância de uma estação de 
rastreamento T »o curso do navio é d milhas, À 
medida que o savio avança, a estação registra sua 
distância k de T e sua direção O cm relação a 7. 
O ângulo « especifica a direção do navio. 


(a) Expresse u em termos de d, k e 0 


(b) Estime a a menos de 1 grau sed = SO milhas, 
k= 210 mi e 0 « 534A*. 
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38 Um crítico de arte, cujo nivel de visão está a 15 


m acima do solo, olha para um quadro pendurado 39 A única função trigorométrica inversa disponivel 
de 3 m de altura, cuja base está a 1,2 m acima em algumas linguagens de computador é arctg, 
do solo (veja a Figura). Na linguagem BASIC, esta função é denotada po 


- Ex termos de arctg: 
(a) Se o crítico está a x m da parode, expresse o ATN(X). Expresse em termos g 
Angulo de visão 0 em termos de x. 


(b) Use a fórmula da adição para a tangente para 
mostrar que O = arcte qe 405 -i sxa], € sempre possivel achas 

Y -16 arcsem (arcsen x) utilizando a sequência de 

teclas [INV] [SIN] duas vezes? Em caso nega- 


tivo, indique os valores permitidos de x. 


(a) arcsen x para | x | « 1 


(b) arccos x para | | 1 e x 40 


(c) Para que valor de x, O = 45*7 


8.2 DERIVADAS E INTEGRAIS 


Nesta seção abordaremos as fenções inversas do SEBO, CO-SENO, 
tangente € secante, O próximo teorema dá fórmulas para suas 
derivadas e para integrais que resultem em funções trigonomé- 
tricas inversas; ali, u = g(x) é diferenciável e x está restrito a 
valores para 0s quais as expressões indicadas tenham sentido. 
Você talvez se surpreenda 30 constatar que, embora tenhamos 
usado funções trigonométricas para definir funções irigonomé- 
tricas inversas, suas derivadas são funções algébricas, 


A só 
rm 


c 


| 


A. AE 
E est TAZCT a 


DEMONSTRAGÁO 


Consideraremos apenas o caso especial wu = x, pois as fórmulas 
para n = gir) podem ser obtidas aplicando-se a regra da cadeia. 


Fazendo f(x) =senx e g(x) = arcsen x no Teorema (7.7), 
segue-se que a função inversa do seno g é diferenciável se 
Ix[<1, Usaremos a diferenciação implicita p achas g'(x). 
Notemos primeiro que as equações 


y=ucmax € snyex 


são equivalentes se =] <x «1e — n/2 < y «x/2. Diferenciando 
sen y =x implicitamente, temos 


cos y D. y « 1 


c então D, arcsen x = D. Par. 


Como — 1/2 < y < 3/2, cos y é positivo e, postanto, 
€os y VI - sen" y - V1- x7 


Assim, D, atcsen x = 


1 
o 
para [x|<1, A função seno inversa não é diferencióvel em 


* 1, 0 que é evidente pela Figura 8.2, pois ocorrem tangentes 
verticais pos pontas terminais do gráfico. 


Obtém-se de maneira análoga a fórmula para D, arccos x. 


Decorte do Teorema (7.7) que a função tangente inversa é 
diferenciável para todo número real. Consideremos as equações 
equivalentes 


y*arctgx e igyex 
pora —x/2 < y < 2/2. Diferenciando tg y = x implicitamente, temos 
sec yD y-l 


1 
Conseqüentemente, D, arci =D, - 
ao er sec y 
Levasdo em conta que sed y = 1 + tg? y = 1 +x? obtemos 
1 
D, ucigx s 173 
Finalmente, consideremos as equações equivalentes 


yearscxr e secy=x 


para y em (0, 2/2) ou (x, 3242). Diferenciando sec y = x implici- 
tamente, obtemos 


secytgy D y-l 


Como O < y < m2 ou z < y < 3272, segue-se que sec y tg y » Ü e, 
então, 


I 
sec y tg y 


Como ig y «Vico y- T e Vx - T, obtemos 


D, arcsec x e D, y 


1 
D, urciec x e rr 


para [x | » 1. A função inversa da secante não € diferenciável 
emx = x 1. Note que o gráfico tem tangentes verticais mos pontas 
com essas coordenadas-x (veja a Figura 8.9). 


— 0 ————— 


ft) f) 
can qiero d^ yid 
arccos (la x) “= y 


2e 
is^ a Tee 


tame) gay = = 


EXEMPLO 1 


Lança-se um foguete verticalmente com velocidade inicial 0; o 
foguete consome combustível a uma taxa que produz uma 


* arcige” 


aceleração constante de 50 m/s! para 05 155, com o tempo é 
em segundos. Conforme Figura 8.12, um observador a 400 m 
Jig de Mn guga veupnbst ninh de Sagat 


e Espe o plo delação 0 do ope como ção 


y (b) O observador cometida quo o fogeete es eleva mais dépeeems 
“ quando dü/dr € maior, (Naturalmente, isto é uma ilusão, 
. pois o crescimento da velocidade é estacionário.) Determi- 
ne a velocidade do foguete nó momento em que o obser- 
Ir ep UN NA, 


SOLUÇÃO 


(a) Seja s(t). a altura do foguete no instante £ (veja a Figura 
8.12). Como a aceleração é sempre 50, temos a seguinte 
equação diferencial 


Figura 8.12 


s'i) = 50, 


com as condições Iniciais s(0) = O e s(0) = 0. Integrando em 
relação a t, obtemos 


[504 = $50 dr 


$1) = 50r«C 


uma constante C. Fazendo t «0 e como s'(0) « 0, temos 
0 » 50(0) + C, ou C = 0. Logo, 


s'(r) = 50t 
^ Integrando novamente, temos 
N fs de - f 501 de 

sd) = 25º + D 


para uma constante D. Fazendo t = O e como s(0) = 0, obiemos 
0 « 2540) + D, ou D = 0. Logo, 


st) = 2528 
Repostando-nos à Figura 8.12, com s(1) = 25º, obtemos 


pe p e 
80-00 "16º 9! Omara s 


Toorema (8.9) 


TL 


Cap 8 F inversas e 553 
(b) Pelo Teorema (8.8), a taxa de variação de O em relação a 1 é 


É E GU (2 3x 
di Ye(erioy (16) 25644! 
Como desejamos achar o valor máximo de d0/d1, começamos 


pos determinar os números críticos de divide Pela regra do 
quociente obtemos 


¿(2 2 . 1256 «1*(32) - 32041?) _ 321256 - 3). 
(256 + (*)? (256 4 (9)? 


Fazendo d Qd” -0, obtemos o número crítico te VIOS. 
Segio-so do testo da primeira (ou da segunda) derivada que 


ddi tem máximo em t « VISES ~ 3,04 s. A altura atingida pelo 
foguete neste instante é 
BOS) = 25 V BUSY = 25 VESES = 230,9 m 


Podemos usar as fórmulas de diferenciação (i), (ii) e (iv) 
do Teorema (8. 7) para obter as seguintes fórmulas de integração: 


(i) Sig tar masc 
a) fld c 
8) ST da noe ac 


Estas fórmulas podem ser generalizadas como segue 
para a » 0 


DEMONSTRAÇÃO 


Provemos (ii) Como de costume, basta considerar o caso 
té * x, Começamos escrevendo 


1 1 1 
a reus as 
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Em seguida, fazemos a substituição v = x/a, dv « (Nadie. Intro- 
duzindo o fator 1/a no integrando, compensando pela maltipli- 
cação da integral por a, e aplicando a fórmula (2) anterior a este 
teorema, obtemos o seguinte: 


faigat- zd 


Al 
a s 


dis 
(day Pre 
dv 
o) ares vec 
a B 
1 x 
y ae i he 
Provam-se de mancira análoga as fórmulas restantes. 
EXEMPLO 2 
"d 
e Jue 


SOLUÇÃO 


A integral pode ser escrita como na primeira fórmula do Teorema 
(8.9) fazendo a = 1 e usando a substituição 


ue, du = 26 de 


Introduzinsos o fator 2 no integrando e procedemos como segue: 
e 
Sia Meet 
1 1 
uum 
7larcsen u + C 


» Lascsen + C 


EXEMPLO 3 
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SOLUÇÃO 


A integral pode ser escrita como na segunda fórmula do Teorema 
(8.9), fazendo à? =$ e usando a substituição 


usd, dus X dx. 


Istroduzimos o fator 3 no integrando c procedemos como segue: 


Ist sn 


EXEMPLO 4 


Calcular f : as dx 
SOLUÇÃO 


A integral pode ser escrita como no Teorema (8.9) (ii) fazendo 
a! «9 e usando a substituição 


nor,  due2xdx. 
Introduzimos o fator 2x no integrando multiplicando mi 
merador e denominador por 2x, e procedemos como segue 
2x id 
Jzg E die f 2: EF Rr 


1 t 
rr de 
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EXERCÍCIOS 82 


Exeres, 1-26: Desermios f'(x) para f(x) dada. 


1 ascsen Vx 2arcsen! x 
3 meig (3x > 5) 4 uagh) 
5 e^ "arsece ^" 6 Varcsec Sr 
7 x arctg (o) 8 arctg sen 2x 
9 arcsec Vi - 1 (y ares 
u e 12 arcsen In x 


15 (1 + atccos Ju)" 


(15 juarctg (2) 16 meg EL 
(17 deste” "Y + eon x) x arecosx 
18 x arcos Vár + T 19 jene) 
w (i-u ) T 
+1 
22 -Z 23 Vx arcsec YY 


Mb (sen ZrMaresen 2x) — 25 (ga "S" 
7H (areng An) tt^ 
Exeres. 27-28: Ache y”. 


Dira y yl 28 ìn (xe y) = arctg xy 
Exercs. 29-44; Calcule a integral. 


29 (a) f 


1 1 
E rri wf, sid 


e 
ada FPE a 
M (0) f ¿Eq QE 

1 A 1 
nef ume Obg A 


of “f i de 
aja aj ¿e 


1 e 
4 de 4| ——h 
Sy E-25 e ue > 
45 O chão de um galpão tem a forma de um triángulo 
retângulo. As medidas dos comprimentos dos 
lados opostos adjacentes a um kagulo agudo 0 do 
triángulo são 3 m e 2,1 m, respectivamente, com 
erro possível de « 1,27 cm ma medida de 3 m. 
Use a diferencial de uma função trigonométrica 


inversa para aproximar o erro so valor calculado 
de 0. 


46 Use diferencias para aproximar o comprimceto 
de arco do gráfico de y = arctgx de A (0,0) a 
B (0, |, arctg 0,1). 


47 Um avião a usss altura coestante de 8 km e uma 


eni tod Qua as V aged 
de clevagio varia quando o avião está sobre um 
ponto a 3,2 km do observador. 

48 Um farol localizado a | ke do posso mais 
próximo P cm uma estrada € focalizado sobec um 


automóvel viajando na estrada a 50 kn. Use 2 


fusões trigonométricas inversas para achar 3 
taxa na qual o farol gira quando o automóvel está 
a 1 km de P. 


49 Um cartaz de 6 m de altura está colocado no topo 


de um edificio com sua borda inferior a 1$ m Ji 


acima do eivel de vista de um observados. Use 
as funções trigonométricas inversas para deteresi- 
nar a distância de um ponto disetamente debaixo 


do cartaz aa qual um observador deve colocar-se 
para maximizar o kagulo entre as linhas de visão 
do topo e da base do cartaz (veja o Exemplo 8 
da Seção 4.5). 


50 A velocidade, no instante 4, de um posto que se 
move esn uma reta coordenada é (1 + 2)! m/s. 
Seo ponto está sa origem quando 1 = 0, determine 
sua posição no instante em que a aceleração e a 
velocidade têm o mesmo valor absoluto. 


51 Um missil é lascado verticalasente de um ponto 
situado a E quillensiros de usa estação de 
rastreamento e à mesma altura desta, Donate os 
primeiros 20 segundos de vão, seu &agulo de 


52 Quando o sangue flui através de um vaso sangsi- 
neo causa uma perda de energia devido à fricgio, 
De acordo com a leí de Poiseuille, essa perda de 
energia E é dada por E = klir, onde r € o raio do 
vaso sanguineo, | € seu comprimento e k uasa 
constante. Suponha que um vaso sanguíneo de 
mio n € comprimeno iz se ramifique, a um 
Sagulo 0, de outro vaso de raño rj c comprimento 
li, conforme figura, onde as setas brancas indi- 
cam a direção do fluxo sasguésco. A perda de 
energía é então a soma das perdas individuais, 
isto é 


8.3 FUNÇÕES HIPERBÓLICAS 


Expresso li e ly em termos de a, be D, e ache o 
degulo que minimize a perda de energia. 


53 Use a regra de Simpson, com n = 4, para apeo- 


ximar o comprimento de arco do gráfico de 
y = acson x de A(O, 0) a B(1/2, 1/6). 


BS O gráfico de y=darctg (x?) de A(0,0) a 


B1, n) gita em torno do cixo-x. Use a rcgra do 
trapézio, com ^ = B, para aproximar a área da 
superficie resultante. 


As expressões exponenciais 


eec i dre”? 
a 2 


aparecem em aplicações avançadas do cálculo. Suas proprieda- 
des são, em muitos aspectos, análogas às de sen x € cos x. Mais 
adiante veremos por que elas são chamadas seno hiperbólico e 
e co-seno de x. 


Ln 
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Definição (8.10) 


AS Roe Miperbélico; debolids por sen é co-stmo 

hipe inen comiti 
ru po yiri A zr ph FOA ub 
AR é aha E 
esi A To redigi it E ye tu "ow. d. my AN 


todo ata AT Y yup: i e» 


des PA 


O gráfico de y = cosh x pode ser obtido por adição das 


coordenadas-y. Notando que coshx=le*+le”*, esboçamos 
primeiro os gráficos de y «3e* e y=le”* no mesmo plano 
coordenado, conforme exibido pelas linhas tracejadas da Figura 
8.13. Somamos entáo as coordenadas-y de pontos desses gráfi- 


cos, obtendo o gráfico de y = cosh x. Note que o contradominio 
de cosh é [1, «). 


Figura 8.13 Figura 8,14 


Podemos achar o gráfico de y = senh x somando cootdena- 
das-y dos gráficos y= ie" eyele“, confofme Figura 8.14. 


Algumas calculadoras científicas têm teclas que permi- 
tem achar diretamente valores de senh e cosh. Podemos 
tambén atribuir valores a x na Definição (8,10), como na 
ilustração que segue. 


ILUSTRAÇÃO 


ad”? 
* senh2 5E -363 . cosas = St aas 


A função cos-semo hiperbólico pode ser usada para descre- 
ver a forma de um fio flexível suspenso pelas suas extremidades 
na mesma altera, Conforme ilustra a Figura 8,15, as linhas de 
telefone ou de energia elétrica podem ser distendidas entre os 
postes desta maneira. A forma do fo parece sugerir uma 
parábola, mas é, na realidade, uma catenária (da palavra latina 


CPI mes roe 
TC 


M LP 


eme 


T xm PET qr 
o t i DEN: 


C Ht P TII I IR m manc 
voa 2S mes nce P TS 


Teorema (8.11) 


UU ALA E 


catena, cadeia). Introduzindo um sistema de coordenadas, con» 
forme Figura 8,15, pode-se mostrar que a equagio correspon- 


dente à forma do cabo é y = a cosh (x/a) para um sámero teal à. 


A função co-seno hiperbólico também pode aparecer na 
análise do movimento em um meio resistente. Deixando-se cair 
uns objeto de uma determinada altura, se a resistência do ar é 
desprezada, então a distância y percorrida ma queda em + 
seguados é y=!gf, onde g é uma constante gravitacional. 
Entretanto, nem sempre se pode desprezar à resistência do ar, 
À medida que a velocidade do objeto aumenta, a resistência do 
ar pode afectar significativamente scu movimento. Por exemplo, 
se a resistência do ar é diretamente proporcional ao quadrado da 
velocidade, então a distância y que o objeto percorre na queda 
em 1 segundos é dada por 


y= An (cosh Hi) 


para constantes A e B. No Exemplo 2 desta seção damos outra 
aplicação. 

Valem para as fusções seno hiperbólico e co-seno hiper- 
bólico muitas identidades análogas às estabelecidas para as 
funções trigonométricas, Por exemplo, se cos! x e senh’ x 
denotam, respectivamente, (cosh x)* e (senb x", temos a se- 
guinte identidade. 


ahi 
DEMONSTRAÇÃO 
Pela Definição (8.10), 
1 
eie -e* 
1 €e*e€ | .[e-e. 
exi! sem [ 2 | 2 ) 
Dred red 
T 4 4 
dre dm e 
= 4 
siel 


O Teorema (8.11) é análogo à identidade trigonomémica 
cos? x + ses? x « 1. Outras identidades hiperbólicas aparecem 
nos exercicios. Para verificar uma identidade, basta expressar 
as funções hiperbólicas cm termos de exponenciais e mostrar 
que um membro da equação pode ser transformado no ostro, 
conforme ilustrado na demonstração do Teorema (8.11). As 
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identidades hiperbólicas são análogas (mas nem sempre as 
mesmas) a certas identidades trigonométricas; as diferengas em 
geral dizem respeito a sinais dos termos. 


Definição (8.12) 


pipe UR. 


. senhx roça : 


Figura 8.16 Figura 8.17 


Se t é um número real, há uma relação geométrica 3 
interessante entre os pontos Plcos 1, sent) e Olcosht, senh) 27 
em um plano coordenado, Consideremos os gráficos de 
Y4y«41cx -y «1, esbogados nas Figuras 8.16 e 8.17. O 
gráfico da Figura 8.16 é o círculo unitário de centro na origem. 
O gráfico da Figura 8.17 € uma hipérbole (As hipérboles e 
suas propriedades serho estudadas no Capítulo 12.) Note 
primeiro que, como cos f + sem t= 1, o ponto Pícos f, sem 1) 
está no círculo x? + y! = 1, Em seguida, pelo Teorema (8.11), 
cosh?’ t - senh! f= 1, e dai o ponto Q(cosh 4, senht) está na 
hipérbole x? = y! = 1. Estas são as razões para nos referirmos 
a cos e sen como funções circulares e a cosh e senh como 


funções hiperbólicas 


Há uma outra maneira de relacionamento entre os gráficos 
das Figuras 8.16 e 8.17, Se 0« t « 2, então 1 é a medida em 
radianos do ângulo POB da Figura 8.16. Pelo Teorema (1.15), 
a área A do setor circular sombreado é A =! (1) f = È t e, então, 
t= 2A. Da mesma forma, se Q(cosh r, senh 1) é o ponto da Figura 
8.17, então t = ZA para a área A do setor hiperbólico sombreado 
(veja o Exercício 47). 


As analogias marcantes entre as funções seno € cos-seno 
trigonométricas e hiperbólicas motivam-nos a definir outras 
funções hiperbólicas que corespondam às restantes funções 

icas. Definem-se como segue as funções tangente 
hiperbólica, co-tangente hiperbólica, secante hiperbólica e 
co-secante hiperbólica, denotadas, respectivamente, por tgh, 
coth, sech e csch, 


y» cha 


— pr 


Figura 8.18 


Dividindo por cosh? x ambos os membros da identidade 
cosh?’ x — seah? x « 1 obtemos 


Com as definições de tgh x e sech x temos (i) do próximo 
teorema. A fórmula (ii) pode ser obtida dividindo-se por 
senh? x ambos os membros de (8.11). 


Notem-se as analogias e diferenças entre (8,13) e as identidades 
trigonométricas análogas. 


O próximo teorema, onde m= gfx) e g € diferenciável, 
estabelece fórmulas para as derivadas de funções hipesbólicas. 


Teorema (8.14) 


I D, hue D n | 


d» D, , coth u= csch u D, " 
f EU Sis MOMS O dai 
q weed 5 sech u ha; " 


(e D Su. Ashu coth D, u ; 


Como de hábito, consideramos apenas o caso u=x Como 
D, ee cD te”, 


D, seh x « D I^ E J- cosa 


c D, cosh x = (Es) LLE iz 


2 
Para diferencias tgh x, aplicamos a regra do quociente, como segue: 
senh x 
DM D, * cosh x 
cash x D, senh x — senh x D, cosh x 
- x — aa 
. Cos x - senh? x 
cosh?’ x 
= Lj sel 
cosh? x " 


Demonstram-se analogamente as fórmulas restantes. 
EXEMPLO 1 
Se f(x) = cosh (x + 1), ache f'(x). 


SOLUÇÃO 
Aplicando o Teorema (8.14Y(i) com u =x? + 1, obtemos 
f'G) = senh (P 1): D, (0 « 1) 
= 2x senh (i! + 1) 


EXEMPLO 2 


O gás radon difunde-se rapidamente através de materiais sólidos 
como tijolo e cimento. Se a direção da difusão em uma parede 
de porão é perpendicular à superfície, conforme ilustrado na 
Figura 8,19, então a concentração de radon f(x) (cm 
joules/cm") nos poros cheios de ar dentro da parede, a uma 
distância x da saperficie externa, pode ser aproximada por 
fx) = A senh (qu) + B cosh (qu) + k, 

onde a constante q depende da porosidade da parede, da 
meia-vida do radon e de um coeficiente de difusão; a constante 
k é a concentração máxima de radon nos poros cheios de ar; e 


A e B são constantes que dependera de condições iniciais. Mostre 
que y = f(x) € uma solução da equação de difusão 


EY yor 
SOLUÇÃO 
Diferenciando y = f(x) duas vezes obtemos 


S m qA cosh (ge) + gB senh (qu) 


e £3 - PA senh (qx) + 8 cosh (qx) 


Como y =A senh (qx) + B cosh (qx) + k, tensos 
q y = q'A senh (qx) + 8 cosh (qx) + q? k 
Subtraigdo as expressões de d? y/di! e q” y, obtemos 


2 
Petr 
e então 


Ad -qdyrqk-ü 
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correspondentes às fórmulas de 


As fórmulas de integração 
derivadas no Teorema (8.14) são: 


Teorema (8.15) 


EXEMPLO 3 
/ Cakule fx send? de 
SOLUÇÃO 


Fazendo u = x, então du = 3i dx c 
Se sento? de! f Geoh yag de 
= E fsenhu du = $ coshu + C 
=icoshr+ O 


EXERCÍCIOS 83 


a E 


E Freres, 12: Aproxime com quatro casas decimais. 
9 cn ! 10 $953 " zech (i2) 
E (a) senh 4 (b) cos la 4 (e) igh (-3) x cota 241 


(Denh 10 —— (e)sech2 (0 cch(-1) — 12 vsedisr Debió — M xcsche* 
? (a) senh la 4 (b) cosh 4 We) igh 3 


15 In senh 2x 16 seah? ar 
(dp coth (-1 ) sech (-2 
TONI ni Mahi 17 cosh Vac? 3 1 Poena 
Vveres. 3-26; Determine f^ (x) para f(x) dada. 1-coshx 
Ases — 4oeh(3 ed) — 5 co) P ce 20 la | tgh x] 


6 conh! y 7 VI tgh Vx 8 arctg tgh x 


21 colhinx 22 coth? 2x 

De sechx 24 | sech (a+ 1) 

25 arctg (csch x) 26 cch ln x 

Exeres, 27-42: Calcule a integral. 

mnfjcmQ)s —mfoLa 

19 ( 1855 a, 30 f x senh (20) de 
i 2 

1 e 

3 fut 32 f sech? (Sw) d 

33 f esci (13) dx H f (senh 4)? dr 


35 f uph3esech3edy 36 f senh x sech? xdr 
37 fombresctêrdr 38 f coth Gr csch c dr 
40 f ug x de 
41 fseshxcoshsde — 42 f sechxar 


39 f cota de 


43 Ache a ásca da região delimitada pelos gráficos 
de y= sehe, y -Oexe 1. 


44 Ache o comprimento do arco do gráfico de 
y = cosh x de (0, 1) a (1, cosh 1), 


45 Ache os pontos do gráfico de y = sesih x onde a 
tangente tem cocficieete angular igual a 2. 


36 A região delimitada pelos gráficos de 
y = ohx, x =i, x= ley = O gira em torno do 
cixo.x, Determine o volsese do sólido resultante, 


41 Se A é a regido da Figura 8.17, prove que 
t=?A. 


48 Eshoce 0 gráfico de x^ - y! = 1 e mostre que, 
quando 4 varia, o posto f(cosh r, senh f) descreve 
a parte do gráfico nos quadrantes 1 e TV. 


49 O Gateway Arch em Sx. Louis tem a forma de 
uma catenáris invertida (veja a figura). Com uma 
altura de 630 pés (192 metros) e uma largura, na 
base, de 630 pés (192 metros), sua forma pode 
ser aproximada por 


y = -127,7 cosh (127,7) + 757,7 


para -315 « x s 315. 


Fi inversas e 565 


(3) Dé uma apeoximação da área aberta total sob 
o mca, 


(b) Dé uma aproximação do compeissento total 


do asco. 


SO Se uma bola de aço de massa m € liberada na 
água e a força da resistência € directamente 
proporcional ao quadrado da velocidade, estão a 
distância y que a bola percorre em t segundos é 


y- inten (VE +). 


onde g é uma constante gravitacional e À > 0, 
Mostre que y É uma solução da equação diferem- 
cial 


51 Se wma onda de comprimento L caminha sa água 
com uma profundidade A (veja a figura a seguis), 
a velocidade v, ou celeridade, da onda está 
relacionada com L e A pela fómssla 


EL (op 2 
Pu L LI 
ode y é uma constante gravitacional, 
(a) Determine limi em v? e conclua que 
ve VEL ER) ees água profunda. 
(i Se x «0c f é uma função contínsa, estão, 
pelo teorema do valor médio (4.12), ` 


fi) = f(0) == f '(0) x. Com base nisso, mostre 
que v = VÃ se NL ~ 0, Conclua que a velo- 


$2 A figura exibe uma bolka de sabão fomada por 
dois anéis concêntricos paralelos. Se os anéis não 
estão musto distantes um do outro, pode-se mos- 
trar que a fenção f, cujo gráfico gera esta superficie 
de revolução, é uma solução da equação diferen- 
cial yy" = 1 +(yY, onde y = f(x). Se A e B são 
constantes positivas, mostre que y =cosh Hx é 
solução se e somente se AB = 1. Conclua que 0 
gráfico é uma catenária, 


11) 53 Grafc, nos mesmos cixos coordenados, 
y =Ighx c y m soch? x, para O x x « 2. 


(a) Estime a coordenada-x do ponto de intersec- 
ção dos gráficos, 


(b) Use o método de Newton para aproximar a 
com trés casas decimais. 


BIBLIOTECA DO DME/UFCG 
ZELE OS LIVROS 
EVITE MULTAS 
ENTREGANDO-OS EM DIA 


8) 54 Grafe, nos mesmos eixos coordenados, 
y -osb x e y-2 


(n) Estabeleça integrais para estimar o ceatróide 
da regido R delimitada pelos gráficos. 


(b) Use a regra de Simpson, com n4, para 
aproximar as coordenadas do cestebide de R. 


Exeres, 55-72: Verifique a idemidade: 

$5 coshx+senhx=e 56 coshx-senhx- e^" 
$7 senh(-x)- -senhx — 58 cosh (=x) = cash x 
59 seah (x « y) = senh x cosh y + cosh x senh y 

60 cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x seah y 

61 senh (x y) = senh x cosh y = cosh x sesh y 

62 cosh (x > y) = cash x coth y > senh x senh y 

63 igh (cy) = Et tc 


"eth tghy 
Ly). Mhx- hy 
64 igh (x - y) o 
65 senh 2x = 2 senh x cosh x 
66 cosh 2x = cosh? x + senh? x 
2x coshx-1 2x cohzre«! 
sea 2" 3 68 cosh 2 1 
luz. xr 
ados vi" Na, 1 + cosh x 


7 (cosh x + senh x)" = cosh nx + senh nx para todo 
inteiro positivo m (Sugestdo- Use o Exercício 55). 


72 (cosh x — senh x)" = cosh nx — senh nx para todo 
inteiro positivo n. 


8.4 FUNÇÕES HIPERBÓLICAS INVERSAS 


N, do RT: Seah” "x para os ingleses c americanos. 


^ função seno Mpeiblien é contínua e crescente para todo x e, 
por coe guinte, | pelo Teorema (7.6), admite uma função inversa 
comísma, crescente, demotada por argsenh x*. Lé-se: "Argumento 
seno hiperbólico de x". Como senh x é definida em termos de 
e, € de se esperar que argsenh x possa expressar-se em termos 
da inversa, In, da função exponencial natural. O próximo teorema 
mostra que isto realmente se comprova. 


TE 


Para provar (i), notemos inicialmente que 
y "argsenbx se e somente se x= senh y 


A equação x = senh y pode ser usada para estabelecer uma forma 
explicita para asgsenh x, Assim, se 


entáo e&-2x-et «0 
Multiplicando ambos os membros por e, obtemos 

E - 2x - 1-0 
Aplicando a fórmula quadrática, vem 


e IR t q daxa a 


Como x - V FT «0 e & nunca é negativa, devemos ter 
enrol 

A forma logarítmica equivalente é 
peine Da s veo 


E as 
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itoé, iU E ingeni oda (ce VT 1). ET 


Chilian; de manolo malloga us andes (i)-(iv). Tal 
como no caso das fanções trigonométricas, algumas funções 
inversas existem somente se o domínio for restringido. Por 
exemplo, se o domínio de cosh € restringido ao conjunto de 
púmeros reais não-negativos, a função resultante é contínua e 
crescente, e sua função inversa argcosh se define como 


y-argcoshx se e somente se coshy=x,y=0 


Utilizando o processo aplicado para argsenh x, somas 
levados a (ii). Da mesma forma, 


y -argighx se e somente se tghyexpara [x] «1 
Utilizando a Definição (8.12), podemos escrever tgh y = x como 


£s 
eue 


Resolvendo em relação a y, obtemos (iii). 


Finalmente, se restringimos o dominio de sech a números 
não-negativos, o resultado é uma função um-a-um, definimos 


y» argsechx se e somente se sech y =x, yx 0 


_Novamente, introduzindo a forma exponencial, somos Jevados 
a (iv). 


No próximo teorema, u = gfx), onde g é diferenciável e x 
€ restringido convenientemente. 


Teorema (8.17) ETC Tip Ss 


DEMONSTRAÇÃO 
Pelo Teorema (8,1615), 
D, aspsenh x= D, In (x + VT « 1) 


TOM PENA 


$ inversas e 569 


disso RIE "Oven Um 
xev sl vi +1 

vis Tex 
(raves vs 1 


1 
“Wri 


Esta fórmula pode ser estendida a D, argsenh 1 aplicando- 
se a regra da cadeia. Demonstram-se de maneira análoga as 
fórmulas restantes. 


EXEMPLO 1 

Se y = argsenh (tg x), calcule dy/dx, 

SOLUÇÃO 

Aplicando o Teorema (8.171) com tu = tg x, temos 
a Do PAE E 
cial "~ uim 


"Dac ye ani s sac 


Pode-se verificar o teorema seguinte diferenciando o mem- 
bro direito de cada fórmala, 


Teorema (8.18) 


Adega x 
176 Mu 


Sli: <e, 


Se utilizarmos o Teorema (8.16), então cada uma das 


fórmulas de integração no teorema precedente pode expressar-se 
em termos da função logarítmica natural. Para ilustrar, 


1 u 
S greg eegen + 


570 _ Cálculo com Geometria Analitica Cap. 8 


—,— 
(Vise 
a a 
Mostra-se que, se a > 0, a última fórmula pode escrever-se como 


f agen in (VET) + D, 


onde D é uma constante. Na Seção 9.3 estodaremos outro método 
para calcular as integrais do Teorema (8.18). 


EXEMPLO 2 


1 
125 «9; 


Calcular f dx 


SOLUCÁO 


Podemos expressar a integral na forma do Teorema (8.18y1) 
mediante a substituição 


um Ax, du = 3 de 


Como du contém o fatos 3, ajustamos o integrando multiplican- 
do-o por 3 e compensando pela multiplicação da integral por } 


antes de substitolr: 
S ss tel aes 
32 773) A 
iKa 
3 ara 
Lage 4c 
si 
1 à 
« 3 penh eC 
EXEMPLO 3 


Cap 8_ Punções trigonométricas inversas e hperbólicas $71 


SOLUÇÃO 


Fazendo u = e", du = e* dx e aplicando o Teorema (8.18)(iii) com 
a = 4, lemos 


e 1 
[3-847 ar 4 


1 
és "fa^ 
1 u 
2a Eg + O 
ni e 
“a geh 4 +C 
para |u| <a (isto €, e <4). 
EXERCÍCIOS 84 
M E Exeres, 1:2: Aproxime com quatro casas decimais. Exercs. 19-26: Calculo à integral, 
Bo A (a) argscah (b) argrosh 2 ju 28 f a 
(c) argigh (- 1) (d) argsech 1 V81 - 16? Vito -9 
1 sen x 
z o dy 22 dx 
2 (a) argsenh (-2) (b) argcosh $ nfo f pas ya 
(e) argagh ! (d) argsech ? 
2 
Exeres. 3-18: Calcule f'(x) para f(x) dada. [xe PG 
3 argsenh Sx 4 argscah e 
25 f — gee 26 f Gan 
5 argcosh Vz 6 Vargcosh x x V9 - x vs? 
7 argtgh (Ax) 8 argigh sen Ir 27 Um ponto se move ao longo da reta x ~ | ena wm 
plano coordenado, com uma velocidade ducta 
9 argsech e? 10 argsech Vi =x mente proporcional à sua distância da origem. Se 
k a posição incial do posto é (1,0) e a velocidade 
1 -—— inicial é de 1 m/s, expresse a coordenada y do 
a E, s angsenh x? ponto como fusção do tempo f (em segundos), 
agcosh argcosh 28 O sistema coordenado retangular exibido na fi 
"i - " dl gura ilustra o problema do cachorro cm basca de 
argtgh argtgh é dono. O cachorro, inicialmente no posto 
E id " (1,0), vé seu dono no posto (0,0) O dono 
17 argsech Vx 18 (argsech x) ^" começa a caminhar ao bongo do cixo-y a uma 
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velocidade constante, e o cachorro passa a cami- 
nhas sempre em direção ao dono, Se a velocidade 
do cachorro € duas vezes a do dono, pode-se 
mostrar que a trajetória do cachorro é dada por 
ee onde y é solução da equação diferencial 

VIA. Resolva esta equação fazendo 


pi sa E A 
para obter z = È [V — (1x )]. Finalmente, resol- 
va y' =! WE - (INE) 


Vxercs. 29-32; Esboce o gráfico da equação. 
D y = mpscah x ii di 
M y= Mplehx M y = angsech x 
Exeres. 33-38; Verifique a fórevala, 


M Do prod == Das, >] 


8.5 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exeres, 1-24; Ache f'(x), para f(x) dada. 


i anctg Vx - 1 2 arctg (la 34) 
JY à ascsee (12) qa 
arccos x 
5 26 6 (1 + arcsec 26) 
7 In aretg o) 8 LE 
9 aresca V1 =x 10 Varcsen (1 2) 
M (ig aretg x)* 12 arctg Vig Er 
13 aectg (arctg x) M 6 arcsec e! 


3 Deamighum Da, Jujxa 
1 

35 D, argsech u = Ds 0 1 

rr S 0t 

» f rea, Üca«cu 

3 f 0 gu «C, Iu]«a 


Ae DENS 1 " 
a6 f — dee agen lc, 
0«[u|«a 


Exercs, 39-41: Estabeleça a fórmula (veja Teorema 
(8.16). 


39 argoosh x= In (z 4 VET), zzl 


+ 
«0 argighro 5 TI 


jz] e 1 

41 speaa si TEE, Oex xt 
15 coshe^ * 16 ase 
VE she^? 18 eras 

senh x TY 
19 oxhr-swaa Plen) 
21 ascsenh (2) 22 arccosh tgh x 

3 

cpa) — xia! 
Exercs. 25-40: Calcule a istegral. 


[oit ¿e 


€ 
el 
ns E 
x — 
"AS ar im 
1 cos x 
4j a e i 1j, eda 
iss METTE 


as f -d 3 f "Wr de 


xV9-4d x Vac - 9 
"Igan Iga" 


41 Ache os pontos do gráfico de y = ascsen 3x nos 
quais a tangente é paralela à reta pos A (2, =3) e 
B(4, 7). 

42 Ache os pontos de inflexão e discuta a concavi- 
dade do gráfico de y = x arcsen x. 


43 Ache os extremos locais de f(x)e Bseex *, 


+escx no imervalo (0, 1/2) e descreva onde 
fix) é crescente wa decrescente no intervalo, 


44 Ache a área da regio delimitada pelos gráficos 
deymaa « 1), x ley 0. 

45 As oscilações amortecidas são oscilações de mag- 
nitode decrescente, que ocoriem quando se con- 
sideras forças de atrito. A figura a seguir é o 
gráfico das oscilações amoriocidas dadas por 
fix) - «777 sen 2x. 


(n) Ache as coordenadas-x das extremidades de 
f pui O & x x 25, 


(b) Aproxime as coocdenadas-x na parte (a) com 
duas casas decimais. 


Funções inversas e E 
y 
0,5 
x 
46 Ache o do arco do gráfico de 


y 7Intghix, de x=lax-2 


47 Solta-se um balão de nível do solo a 500 metros 
de distância de uma pessoa que obiera sua 
ascensão. Se o balio sobe à taxa constante de 2 
mis, use as funções trigonométricas inversas pasa 
achar a taxa na qual o ângulo de elevação de linha 
de visão do observador está varizado no instante 
em que o balão está a uma altura de 100 m. 
(Desprezar a altura do observador.) 


48 Uma pintura quadrada de 60 cm de lado está 
pendurada em uma parede com a base a 180 om 
acima do assoalho. Uma pessoa ceja linha de 
visão está a 150 cm do chão se aproxima do 
quadro à razão de 60 cm/s. Se D é o ángulo que 
a linha de visão faz com o topo do quadro, 
detemine 


(a) a taxa na qual O está variando quando a 
pessoa está a 240 em da parede, 


(b) a distância da parede na qual O toma seu 
valos máximo. 


49 Um dublé de acrobata salta de um balão que 
palra sobre vm lago a uma altitude de 30 metros, 
Uma câmera cinematográfica ma margem, a 60 
metros de um ponto disetamente ataixo do balto, 
registra a queda do dublê (veja a figura). A que 
taxa 0 ângulo de elevação da câmera está varian- 
do 2 segundos após o salto? (Desprezar a altura 
da câmera.) 
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pessoa queime c calorías por milha nadando, e 
c calocias por milha andando, com c1 > c3, 
y (a) Estabeleça uma fórmula para o número total 
ppa c de calorias queimadas desante todo 0 
a E A percusso, 
M "onu ^ 
Ke (b) Para que ângulo AIP c apresenta valor minima? 


SO Uma pessoa es uma ilhota / a k milhas de 
Estância do ponto mais próximo A, em ema praia 
em finda reta, deseja chegar a um acampamento 
que está a d milhas distante de A, sa prais, 
nadando até um ponto /* na praia c andando o 
testo do pescurso (veja a figura). Suponha que a 
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"ais TÉCNICAS DE INTEGRAÇÃO 


INTRODUÇÃO — — 


Em capítulos anteriores obtivemos fórmulas 
para o cálculo de vários tipos de integrais. —— 
Muitas constam da contracapa deste livro, 
Discutimos também o método de subsrirei- 
(do, usado para transformar wma integral 
complicada em outra que possa ser facilmente Ub iis Mol 
calculada, Neste capítulo consideraremos ou- Eur 1 
tras manciras de simplificar integrais, entre 
clas a integração por partes, Este poderoso 
dispositivo permite-mas obter integrais inde- 
finidas de Inx, arctg x e outras expressões 
transcendentes importantes. Em seções pos- 
teriores desenvolveremos técnicas para sim- 
plificar integrais que costém potências de 
funções trigonométricas, radicais e expres- 
sões racionais. 


Na Seção 9.7 explica-se a utilização de 
uma tábua de integrais. Tais tábuas são sem- 
pre incompletas, sendo, pos vezes, necessário 
usar da habilidade obtida em seções anterio- 
res. O mesmo se diz de programas de com- 
putadores para calculas várias (mas náo todas) 
integrais indefinidas, 


Para aplicações que envolvem integrais 
definidas, pode ser desnecessário achar uma 
antiderivada e aplicar o tcorema fundamental 
do cálculo, porque a regra do trapézio ou a 
regra de Simpson permite-nos obter aproxi- 
mações muméricas. Em tais casos é inesti- 
mável um computador ou uma calculadora 
programável, os quais podem chegar a uma 
aproximação em questão de segundos. 


DUE ESEC ERES ES + 
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0,1 INTEGRAÇÃO POR PARTES x f 


Fórmula de integração por 
partos (9.1) 


9 e 


LS 


Af ese ponto do és codes d ua nt como 


finxde fuer dx, fx? sen x dx, f arctg x de 


A próxima fórmula possibilita-nos calcular não somente estes, 
como muitos outros tipos de integrais, 


DEMONSTRAÇÃO Mass 
Pela regra do o 

D, COR = fée") + gp) 
ou , equivalentemente, 


SO) =D, gto) = g'a) 
Integrando ambos os membros obtemos 


S fede (9) de = f D, Lee] dx — fetos") dx 


Pelo Teorema (5.50), a primeira integral à discita é igual a 
flat) + C. Como se obtém outra constante de integração na 
segunda integral, podemos omitir C ria fórmula, isto é, 


fie 6) de = SUELO = f RS) de 


Como dv = g'(x) dx e du = f'(x) dx, podemos escrever a fórmula 
precedente como em (9.1). Ei 

Ao aplicar a Fórmula (9.1) a uma integral, o primeiro passo 
€ fazer uma parte do integrando corresponder a dv. A expressão 
que escolhermos para dv deve incluir a diferencial dx. Após a 
escolha de dv, denotamos a parte restante do integrando por i, 
e calculamos du. Como este processo implica em separar o 
integrando em duas partes, referimo-nos ao uso de (9.1) como 
integração por partes. É importante a escolha adequada de 
dv. Em geral, fazemos dv representar a parte mais complicada 
do integrando que possa ser prontamente integrada, O exemplo 
a seguir ilustra este método de integração. 
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EXEMPLO 1 2 S4542 
Calcular fxe" dr. 


A lista seguinte contém todas as escolhas possíveis de dv; 
dr, xde, e%dx, xe” de 


A mais complexa destas expressões que pode ser integrada 
rapidamente é e™ dx. Assim, fazemos 


dv= e de 


A parte restante do integrando é m — isto é, m = x. Para achar v, 
integramos dv, obtendo v «le, Note que, meste estágio da 
resolução, não se acrescenta nesbrama constame arbitrária. (No 
Exercício 51 você poderá provar que, acrescentando-se uma 
constante a v, chega-se ao mesmo resultado final) Se s = x, então 


. du = dx. Para facilidade de referência, disponhamos cstas expres- 


dv = "de =X 
vele? du = dx 


Levando estas expressões na Fórmeia (9.1) — isto é, integrando 
por partes, — obtemos 


frei! dem (pe) = fi e! de 
Podemos calcular a integral à direita como na Seção 7.4, obtendo 


fe? dx - | ne” -1e? «C 


É necessário considerável pelica para fazer uma escolha 
adequada de dv, Para ilustrar, se tivéssemos escolhido dv = x dx no 
Exemplo 1, teria sido necessário fazer. u = e”, donde 


dv ex dx une” 
veja? du «2e? de 
Integrando por partes, obteriamos 
fre” dee inte! fre de 
Como o expoente associado a x aumentou, a integral à direita 


tornou-se mais complexa que a integral original. Isto indica uma 
escolha incorreta de dv, 


BIBLIOTECA DO DME/UFCG 
ZELE OS LIVROS 
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EXEMPLO 2 
Calcular 


(a) [sext (b) f xsec?x de 


SOLUÇÃO 
(n) As escolhas possíveis de dv sio 
dr, rdr, secxdr, xsecxdr, secixdr, xsoc? xdi 


A mais complexa destas expressões que pode ser prontamente 
integrada é sec? x dx, Fazemos, pois, 


dv = sec? x de ue x 
v=tgx du = dx 
Integrando por partes, obtemos 
fsec? x dx - xg x -. fig x d 


= xigx eln|cosx|« C 


(b) A integral indefinida obtida na parte (a) é uma antiderivada 
de x sec? x, Aplicando o teorema fundamental do cálculo 
(e omitindo a constante de integração C), obtemos 


» E 
Í, xsee! x dem [rgo In [cos x], 


- A, Zn cos E 
353 3 


J- 6n 
-(517+m3)-0+0) 


SUS -n2= 1,12 


Se, no Exemplo 2, tivéssemos escolhido dv=xdx c 
-5cc!x, a imegração por partes pela Fórmula (9.1) teria 
wzido a uma integral mais complexa. (Verifique!) 


No próximo exemplo aplicamos a integração por partes 
pará achar uma antiderivada da função logarítmica natural. 


A Ticas de itegragio SD 


SOLUÇÃO 
Seja dv = dx u 9 ln x 


1 
ve x di = dx 
e integremos por partes como segue; 
i 
fim de» (ln ade f) de 
-xlnx- f dx 


exlnx-^ x+0 


! 
| 
Às vezes pode ser necessário aplicar a integração por partes 
mais de uma vez no mesmo problema, conforme se ilustra a seguir. 
EXEMPLO 4 


Calcular Joe de. 


SOLUÇÃO 

Façamos — dv=e?dx max? 
vule du ~ 2x dx 

€ integramos por partes: 


feet gen fq en 2c 
-ire f» dx 
Para calcular a integral no membro dircito da última equação, 
devemos sovamente integrar por partes. Procedendo cxatamen- 
te como no Exemplo 1, temos: 


a - 126? «1e? «C 


O exemplo que segue ilustra outra maneira de calcular uma 
integral aplicando duas vezes a fórmula de integração pos partes 


EXEMPLO 5 : 
Calcular. | f e* cos x di 


— —— — 
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SOLUÇÃO 5. 


Podemos fazer tanto dv = cos x dx, conso dv = e" dr, pois qualquer T 


uma dessas duas expressões é facilmente inlegrável. Escolhamos 
dv = cos x dx une 
V= Sen x du = e" dx 
€ integremos por partes como segue: 
Je osx de - e* sen x - f (sen xje* de 
(i) fet eo x de e e^ sem x - fe" sen x de 


Aplicamos em seguida a integração por partes à integral no 
membro direito de (1). Como escolhemos uma forma trigono- 
métrica para dv na prisncira integração por partes, escolheremos 
também uma forma trigonométrica na segunda. Fazeado 


dv = sen x de nag" 
ya -O0S x du = c" dx 
€ integrando por partes, temos 


fe" sex de - 6-0 x) - f (-cos xe! de 
(2) fe" stax de - -e* cos x + fe” cos x de 


Utilizando a equação (2) para fazer a substituição no membro 
direito da equação (1), obtemos 


Jereasdenetmoz-|-0teez fetomzá] 
ou, Sercosxdime"senx+ e cos x - fe! cos x de 


Somando f e* cos x dr a ambos os membros da última equação, 
obtemos: 


2 f e" cosxdrm e" (sen x + cos X) 


Finalmente, dividindo ambos os membros por 2 e adicionando 
à constante de integração, obtemos 


Ser cosxdr= te" (senx  cosx) «C 
Poderíamos também ter calculado a integral utilizando 


dv = e" dx para a primeira e para a segunda aplicação da função 
integração pos partes. 


^ 
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Devemos escolher cuidadosamente as substituições ao 
calcular uma integral do tipo dado no Exemplo 5. Suponhamos 
que, no cálculo da integral à direita da equação (1) da solução, 


tivéssemos escolhido 
dv= e! dx “= SEN Xx 
vm e! du » cos x dx 
A integração por partes então conduziria a 
fer senx dx - (sen zje” - fe! cos x de 
me” sen x - f e* cos x dx 
Se substitulmos em (1), obtemos 
[eed e et sex- [rs ems] 
que se reduz a 
$e" cosx de= fe" cos x dr 


Embora se trate de uma afirmação verdadeira, não é evidente- 
mente um cálculo da integral dada. 


EXEMPLO 6 
Calcular fs ? x dx 


SOLUGÁO 
As escolhas possíveis de dv são 
de, secxde sec?xdx, sec?xdx 


A expressão mais complexa que pode ser integrada facilmente 
é sec? x de, Fazemos então 


dv = se? x dx u = secx 
V=igx du = sec x tg x dx 
€ integramos por partes: 
see? x de e sec xig x - (see x tg? x dx 
Em lugar de aplicar outra integração por partes, mudemos a 
forma da integral à dircita valendo-nos da identidade 


14 tg? x ^ sec! x, o que nos dá 


[sec x du» sec x tg x - f'sec x (sec? x - 1) de, 


on [5e x du - seex ig x - [ sec? x de + fsec x dx 


Adicionando f sec? x dx a ambos os membros da última equação, 
obtemos 


2 f'sec? x dr = sec x tg x+ f secx dx 


Calculando agora f sec x dx e dividindo ambos os membros da 
equação resultante por 2 (e acrescentando então a constante de 
integração), obtemos 

IE x dk esee gx eH in| secx etgx| C 


——————— —— 


A integração por partes pode às vezes ser usada para obier 
fórmulas de redução para integrais, Utilizamos tais fórmulas 
para escrever uma integral que envolve posências de uma 
expressão, em termos de imegrais que envolvem potências 
inferiores da mesma expressão. 


EXEMPLO 7 
Estabelecer uma fórmula de redução para f sen" x dx. 


SOLUÇÃO 


Fazenos 
y dv = sen x dx “= sento! 
v= COS X du = (n — 1) sen*7? x cos x dx 


e integramos por partes: 

f 5en* x dx =—cosx sent" x & (n - 1) f sen?-? x cos? x de 
Como cos? x « 1 - sen? x, podemos escrever 
Jt xà -corsa rea 1) fren" "xd (n= 1) fsen* ue 
Conseqüentemente, 


fatit- 1) fuen" adr > -cosasen*”* xs (n — 1) f sen*! sde 


O membro esquerdo da equação se reduz a n fsenx dx. Divi- 
dindo ambos os membros por n, obtemos 


TEMEL À Cos x sent! x P fsent-2y de 
n n 


———————————  —— 


Be —— 


EXEMPLO 8 


Aplique a fórmula de redução do Exemplo 7 para calcular 
IET 
SOLUÇÃO 
Aplicando a fórmula com a = 4, obtemos 
fena de -1 eos x sen? x? f sen? x de 


Aplicando a fórmula de redução, com n =2, para a integral à 
discita, temos 
sen? xdx=-1cosxsenx! f di 


--bemasenx e ix «C 
Conseqüentemente, i" 


` 
[se x dem- 1 cosxsen?x =| cosxsenx e Ix «D 


com D « iC 


É evidente que, mediante aplicações reiteradas da fórmula 
do Exemplo 7, podemos calcular f sen” x de para qualquer inteiro 
positivo m, porque essas reduções sucessivas terminam em 
f sen x de ou f dx, ambas imediatamente integráveis. 


EXERCÍCIOS 9.1 

Exeres. 1-38: Calcule a integral. 1D arctg x de 12 f aresenx de 
Qa 2 ofawnxd: Las fr tarde 14 f i xat 
(pea 4 fà sen tds [15 [xac xd 16 f x arctig x de 
(SfrcmSede 6 fruta mfe*weaxde 18 fe sz 


(o faex sc Li [sec de de 
| 
| (S9 cos x dx 10 fà es dr 


p fertnr n f Pel da 


o co VT TE PER 
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Wes nis 22 fs x dx 
n f, got 24 feno x dx 
1 E «sen 2x de 26 fx sec? Su de 


Dun” de 28 EAN 


Vie 
19 fe" sen Su ds 30 [22 cos (2) de 
M fam aj" dx N fx? de 
y f senh x di 34 f(x + 4) conh de dx 
M feos s d 36 farcig 3x dx 
V). f suecos x de 38 f(x 1)" (x 2) dx 


Faeres, 39-42: Use a integração por partes para 
estabelecer a fóemula de redação, 


wtf Ed 
A0 fa” sem dice ea" cos ce m fx" 7! cos x da 
44 fn af” de = x (Mn xy" m f (la x)" 7 E dx 


sec 2 « 
42 fee mI CEN m m mp see Za da 


para me n. 
4) Use o Exercício 39 para calcular f i$ e dx. 


44 Use o Exercício 41 para calcolar f (la x) dx. 


45 Se f(x) = sen Vx, ache a fres de região sob o 
gráfico de f de x e0Daxe n. 


dé A regio delimitada pelo gráfico de y = x Vsen x e 
veio de x = Oax » 22 gira cm tomo do eixo-x. 
Determine o volume do sólido resultante, 


A7 A regido delimitada pelos gráficos de y «In x, 
y-Üecx-e gira em tomo do cixo-y. Ache o 
voleme do sólido resultante, 


48 Suponha que a força f(x) atuando sobes o ponto 
de coordenada-x eps uma reta coordenada | seja 
dada poc f(x) = x* Vx + T. Determine o trabalho 
realizado ao mover um objeto de x « 0a x = 1. 


49 Determine o centróide da região delimitada pelos 
gráficos das equações y=€, y-0, x«0 c 
x *In 3. 


50 A velocidade (no instaate 4) de um posto que se 
move ao longo de wma rela coordenada é 
tie! mis. Se o posto está sa origem quando 
t =), ache sua posição mo instante t. 


51 Ao aplicar a fórmula de integração por partes 
(9.1), mostre que se, após a escolha de dv, 
escrevermos v + C em bagar de v, chegaremos 20 


dos discos conduz ao mesmo resultado. Ulilize a 
integração por partes para mostrar que, se f é 
diferenciável e f'(é) » 0 em fab) ou 
Fix) < O em [a, b], e se V £ o volume do sólido 
oblido pela rotação em torso do cixo-x da regido 
delimitada pelos gráficos de f, x = ae x = b, estão 
obtemos o mesmo volume V, quer usemos o 
método dos discos, quer o método das cascas. 
(Sugestão: Seja g a fenção inversa de f, e use a 


issegragio por partes em f aP dc) 


53 Discuta a seguinte aplicação da Fórmula (9,1): 
Dada f (1/x) de, seja dv = dx e u = 1x, de modo 
que vex e de e (-1/x?)dr, md. 


fie A Ja? A 
e faja 


Conseqientemente, D= 1. 


54 Se u= f(x) e v = giz), prove que a análoga da 
Fórmula (9.1) para integrais definidas é 


fne v].- fre 


para valores de a € b de x. 


S A pego Esta FEU T ECUT E E P T vt 
SA UE . 3 1 ; v » x s . "RS " 


MS 


ice 


ICD Mfr 
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9.2 INTEGRAIS TRIGONOMÉTRICAS 


No Exemplo 7 da Seção 9.1 obtivemos uma fórmula de redução 
para f sen” x dx. Integrais desse tipo podem também ser calcu- 
ladas sem recorrer à integração por partes. Se n € um inteiro 
positivo ímpar, começamos por escrever 


sen" x dx = f'sen*7! x sen x de 
Como o inteiro n-1 é par, podemos utilizar a identidade 
sen? x «1 - cos? x para chegar a uma fórmula 
fácil de integrar, conforme exemplo seguinte. 
¿A 
Calcular fsen?x dx 
SOLUGÁO 
Conforme discussão precedente, escrevemos 
fun? x dx f sent xen x dx 
= f (sen? x)? sen x de 
= f (1 — cos? x)? sen x de 
= f - 2.005? x + cos* x) sen x dx 
Substituindo 
uecosx, du e-sen x de 


obtemos 
fient x dx - — f (1 — 2 cos? x + cos! x)(- sen x}dr 
m fü - 2u? + u*)du 
eus qu Ju eC 


=-cos x + loos? x — cos* x + C 


Analogamente, para potências impares de cos x, escrevemos 


feos x dx = [cost x cos x dx 


c consideramos cos ? x = | = sen ? x para obter uma forma integrável 
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e ^ " T do xj Em URL d ava 
Se o integrando é sen*x ou cos*x e n é par, então be ` E i nos Aeee o 
podemos aplicas a fórmula de Jngulo-metade A VETUS 


para simplificar o integrando, 

EXEMPLO 2 

Calcular — feos? x de 

SOLUÇÃO 

Aplicando uma fórmula de ángulo-metade, temos 


$ cos? x de=: f (1 + cos Zehe 


mixeisenZy+C 
"EXEMPLO 3 
Calcular ITE 
Calcular f cos? x sen* x d 
i SOLUÇÃO 
fsentx de= f (sen? x) dx il 


Pela diretriz 2 de (9.2), 
feos? x sent x dim feos? x sen* x cos x dx 
=} f - 2 cos 2r + cos? 2x)dx = f — sen? x) sent x cos x dx 
Fazrodo u « sen x, então du = cos x dx, e a integral pode ses escrita 
[eos xsen* de= fU - u?ju* du « f (u* - u*jdw 


A, 
-lu ju +C 


Aplicando novamente uma fórmula de àngulo-metade, escrevemos 
cos? 2x = | (1 + cos 4x) = ! +1 cos 4x 
Substituindo na última integral e simplificando, obtemos 


sent de f Q1 — 2 cos 2x + t cos 4x)dr "sen? x - sen" x « C 
C — MM M 

"ix -1sen2x +) sen dx C AM 
Pasa integrandos da forma tg" x sec* x, valem diretrizes 


Integrais que envolvem apenas produtos de sen x e cos x análogas às (9.2). 1 


podem ser calculadas mediante as seguintes diretrizes. 


> OO > e e = c 
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Dirotrizos para calcular 
[iu x noc” x dx (9.3) 


SOLUÇÃO 
Pela diretriz 1 de (9.3), 


Sig" x sect x dem fig? x sec* x (see x tg x)de 
= físec*x- 1) sec! x (sec x tg x)dx 
Fazendo u = sec x c du e sec x ig x dxyobtemos 
fg? sec? x de e fu? - hu" de 
~ f(u- u") du 
«tu = tu? + € 


"sec x - sect «C 


NAE Aiacis e a E 


Cot 


o VN 


Calcular fig? xsec* dx 
SOLUÇÃO 
Pela diretriz 2 de (9.3), 
fue? x sec! x dx = ftg? x sec? x sec? x dr 
- figix(1g2x+ 1) sec! de 
Fazendo n = tg x, então du = sec? x dx e 
Jus? x sect x dem fu? tu? 4 1) du 
m f quit + ue?) du 
e jutsu? C 
"ligar ligas C 


São calculadas de mancira análoga integrais da forma 
Son" xesc^ x dx. 

Finalmente, se um integrando tem uma das formas 
COS mx cos mr, sen m sen AX ou sen mix cos nx, utiliza-se uma 


forma produto-soma para facilitar o cálculo da integral, conforme 
exemplo a seguir. 


EXEMPLO 7 

Calcular f cos Sr cos 3x dx 

SOLUÇÃO 

Aplicando a fórmula produto-soma para cos u, cos v, obtemos 
$ eos Sx cos 3x de = f (cos &x + cos 2x) dx 


= 4 sen 8r + | sen 2r + C 
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EXERCÍCIOS 9.2 
Exeres. 1-30: Calcule a integral. 32 A região catre os gráficos de y = ig! x e y = O de 
1 feos! x de 2 f sen! dx de slice Messi inser a NA: 
3fsem rco ade 4 focos xdi 33 A velocidade (so instante f) de um ponto em 
movimento sobre usa reta coordenada é 
5 fun? x cos! x de 6 fsa x cos? x de codarm/s. Qual a distância percorrida pelo , 
ponto css $ segundos? 
6 A 
7 feat x de 8 fsa" z cos rds 34 A aceleração (mo instaste 4) de um ponto em 
3 4 6 movimento sobre uma reta coordenada é 
9 fuss kde — 10 fet nat sen? t cos t m/s. Esa r= 0, 0 ponto está na origem 
WfuPeseude 12 fig esee xd Maece rd 
13 fun x d 14 f eoi xd 35 (a) Prove que, se m e m são inteiros positivos, 
— cos! x [sen mu sen nu dr 
15 [v dx 
5 [sex cos x de 16 fo 
swn(m-n): sen(msn) 
17 füg x + cot xy de 18 f cor! x cse? x de „| Am-n) 7 Umen) +C mus 
z emm , c sem=a 
19 sena de 20 fw! (ia) de 
(b) Obtenha fórmulas análogas às da parte (a) 
21 [sen Se seo dx de 22 f?" cosacos Srde St 
all $ sen mx cos nx de 
23 f/ sen 3 cos 2x dx 
" € [eos mx cos nx dr 
24 f sen dx cos Jr de 
36 (n) Use a parte (a) do Exercício 35 para provar 
28 fostrcorde 26 f(1 + cos x)! sen x de e 
2 D se man 
sr gx-1 f senmrsea me dr = Í sá 
n [mat 28 f E pe A wx semen 
(b) Calcule 
9 f "s, 3 $ dt 
eus i O f. sen ms cos nude 
31 A região delimitada pelo eixo-x e pelo gráfico de E: 
y=costr de 1 «0 a x «2x gira em tomo do 
eixo-x, Determine o volume do sólido resultante, mf COS mr cos nx de 
4" 
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9.3 SUBSTITUICÓES TRIGONOMÉTRICAS 


Substitulcóes 
trigonométricas (9.4) 


No Exemplo 1 da Seção 1.3 mostramos como transformar a 
expressão Va? =x”, com a > O, em uma expressão trigonomé- 
trica sem radicais, utilizando a subsrimigdo trigonométrica 
xa send. Podemos adotar processo análogo para VaT +x? e 
Wa? Esta técnica € útil para eliminar radicais de certos tipos 
de integrando, Veja as substituições: 


Ao fazer uma substituição trigomométrica, admitimos que 
8 esteja no contradomínio da função trigonométrica inversa 
correspondente. Assim, para a substituição x = a sen 0, temos 
-x/2 < 0 x m/2 Neste caso, cos 0 = De 


Va T-x! « Va! - a? sen? 0 
e Va" (1 sen 0) 
- Va? cos 0 
a cos O 


Se Va! - x! aparece em um denominador, acrescentamos à 
restrição [x | = a ou, equivalemtemente -x/2 < O < x2. 


EXEMPLO 1 
1 
— ——n ==; dx 
Calcular Fac 


SOLUÇÃO 


O integrando contém V16 -x?, que € da forma Va? - «^ com 
a = 4. Logo, por (9.4), fazemos 


x»4senÚ0 para -m2 < 0 < x2 
Segue-se que 
Via ió ieun O = 4VÍ 50 0 4008 0 = 4 cos db 


- 
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Como x = 4 sen O, Jenna 79 019.90. Subelindo na latas 
gral dada, obtemos - == = 


a 1 
add lacs gyro 4 9504 
"Af asi 
E 
--ct0+C 


Devemos agora voltar à variável de integração original, x. 
Como 6 =arcsen (1/4), poderiamos escrever - X oot como 
-i cot arcsen (1/4), mas esta expressão é de manustio dificil. 
Como o integrando contém V16 - x^, é preferível que a forma 
calculada também costenha este radical. Há um método geométrico 
que garante a ocorrência disso. Se O < O < 12 c sen O= x/4, 
podemos interpectar O como um ángulo agudo de um triângulo 
retângulo com comprimentos x c 4, os quais correspondem, 
respectivamente, »o lado oposto do ângulo e à própria hipotenusa 
(veja a Figura 9.1). Pelo teocema de Pitágoras, o comprimento do 
lado adjacente é VIG- x". Considerando o triângulo, obtemos 


16-x 
x 


cot B 


Pode-se mostrar que a última forma também é verdadeira se 
-n/2 « € < 0, Assim, a Figura 9.1 pode ser usada, quer O seja 
positivo quer negativo. 


Substituindo cot 0 por VIG = x" /x em nosso cálculo, obtemos 


1 1 vi6-x' 
Ja e il q te 
AE e 
l6x 


Se um integrando contém VaT « x^ para a > 0, então, por 
(9.4), aplicamos a substituição x = a tg O para eliminar o radical. 
Ao usar esta substitescáo, admitimos que 8 esteja no costrado- 
mínio da função inversa da tangente, isto é, 3/2 < O < 1/2. 
Neste caso, sec ü > De 


Vat ax! e Vat aa tg O 


- Ya («ig 8j 
- Va! sec? 0 


=asec O 


9 Técnicas de 5923 


Após substituir e calcular a integral trigocométrica resultare, € 
necessário voltar à variável x. Pode-se fazer isto aplicando a fórmula 
tg 0 = x/a € considerando o triángulo retângulo da Figura 92. 


EXEMPLO 2 
1 
Calcular f VE dx 


SOLUÇÃO 


O denominador do integrando tem a forma Va?sx? com 
a = 2. Logo, pot (9.4), fazemos a substituição 


x*21g0, dr-=2sec*0d0 
Conseqlentemente, 
VI « Vae dig! O «2Vi «1g O =2Vs0c TÚ «2 sec 0 


e bella 
= [sec O do 


»In|secü «tg 0]+C 


Como tg 0 = x/2, esbogamos o triángulo da Figura 9.3, doede 
obtermos 


sec O = 


LEER 
2 


i 


-— 
Sia dx » la 2 2 
A expressio à dircita pode ser escrita 
- aa 
i i 


+C=in| Virx «x|-1n24C 


Como V4 sx! +x > ( para todo x, toma-se desnecessário o 
símbolo de valor absoluto. Fazendo também De-In2+C, 
obtemos 


fase dne one tx) +D 
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dial 


Se um integrando contém Vx? — a7, estão, de acordo com 
(9.4), fazemos a substituição x = a sec O, onde O é escolhido no 
comtradomínio da função secante inversa; isto é, ou 
0560s x20ux s 0 < 3x/2. Neste caso, 1g0 » 0e 

Vx "" “Va sec! B - a? 
Ld sec B- 
-vaig i 


-41g0 


x 
sec () = — 
a 


podemos recorrer ao triângulo da Figura 9,4 ao passar da variável 
0 para a variável x. 


EXEMPLO 3 
Calcular f 50-5 de 


SOLUÇÃO 


O integrando comém VIZO, que é da forma Vx? Dq? com 
4 = 3. De acordo com (9.4), fazemos a substituição : 


x-35c0, de=3sec01g0d0 
Conseqüentersente, 
«7-9 * V9 sec 8 -9 = 3Vsec! 0 - 1 -3VigT 3180 


[E [289 3 00019000 
ho 
73 fig’ do 
73 fec? 0 — 149 = 3 fscc?0 20 - 3 fn 
*31g0-384C 


Como sec O = x/3, podemos recorrer ao triángulo retângulo da 
Figura 9.5, Considerando que tg 0 = Vx 5/3 e 0 = arcsec (5), 


obtemos 
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f^ TE pu 336 ELS HL 
MEO - Sae E) «€ 


Como veremos no próximo exemplo, podemos usar subs. 
itu$ i icas para calcular certas integrais que en- 
a arre lucere err id 
n=] 


EXEMPLO 4 
Qn 
Calcular JUL q 


SOLUÇÃO 


O integrando contém a expressão 1-x?, que é da forma 
a? = x? com a= 1. Aplicando (9.4), substituímos 

x=sn0, di-cos0d0 
Assim, 1 =x? « 1- sen’ Ô= cos? À, c 


pe A EE cos tuo 


com (5020. 1 yy 
“J sento sentO sento 
= fcor* 0 c? 040 
=- 0040 


ltar à variável x, observamos que senB=x=-x/1 c 
poa ao triângulo retângulo da Figura 9.6, obtendo 
cot Ô = VI- x^ /x. Logo, 

5 
¡Epa p) ee 
x 


=x 


Pe +C 


dispormos de técnicas adicionais de integra- 
de emi i asia stop ee sellados astedanes. Fr 
exemplo, a integral f(x + x) de poderia ser calculada pela 


va 
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substituição trigonométrica x = 3 tg O, Todavia, € mais simples j 
utilizar a substituição algébrica u «9 « x* e du = 2c dr, pois, Y 
neste caso, a integral torna a forma ! fu “12, que € imediatamente 5 
integrável pela regra da poténcia. Os exercícios a seguir incluem 
integrais que podem ser calculadas por meio de técnicas mais 
simples do que as substituições trigonométricas. 


9 Técnicas de 397 
<ÓÉ—— e CRS Técnicos de icgroção _ 397 
9.4 INTEGRAIS DE FUNÇÕES RACIONAIS 


Recorde que, se q é uma função racional, então qix)- 
= f(xYg(x), onde f(x) e gix) são polinômios. Nesta seção 


Exch 105 93 


E: AA 


Parres. 1-22: Calcular a integral. 


24 Ache a área da região delimitada pelo gráfico de 


estabeleceremos regras para o cálculo de f q(x) dx. 


Coasideremos « caso específico q(x) = 2/(x? — 1). É fácil 
verificar que 


E A em A 
x-1 x*1 x?-] 


A expressio à esquerda da equação € chamada 
i AE y 7 (10 — 17)7, pelo cixo-x e pela reta x = 1. em frações parciais de 2/(x? — 1). Para achar f gfx) dx, integra- 
: de 2: [E de : 
| Tw LA e 2 Resalva a equação diercécial sujeita "nh uma das frações que constituem a decomposição, 
jd 4 lisa] 2514 - VE DIE A a 2 1 4 
f. PATI T x KU et facit Irem e 
sj Ja cdr 6 m INE y mach -la]x-1]-In]x+1]+C 
a NET: Pv 25 Exercs. 27-32: Use uma substituição "d 
i para estabelecer a fórmula. (Veja as Formals, mi = ln tl +C 
7 NA ¿o 8 pue 77, 31, 36, 41 e 44 no Apêndice IV.) (o [x1 
"n ds 27 [Vas dum Teoricamente é possivel escrever qualquer expressão 
spo! 16 fla y O me P eim rica 
days Vac minadores envolvem po nômios de grau 
dn a EVA A S wise se ec 
Hn 1 


(c ay 3 afa opt 
ENT wf je 
"fu ap de 16 f: V -9 de 
" | use nf Le 
Mit [o Ee 


ihi cixo-y. Ache o volume do sólido resultante. 


tn 
29 f V -u dum 
go - Wa E uet c 


[Zee [e 


NAO 


ICI e sc 


b 


-To 


34 o grau de f(x) é inferior ao grau de g(x), então pode-se provar 
que 


Pres +F, 
de tal forma que cada termo F, da soma tem uma das formas 


A o Ax+ H 
(ax +5)" (axis bx + c)* 


para reais A c B c m inteiro não-negativo, onde ax? + br s c é 


irredutível no sentido de que este polinômio quadrático não tem 
Vila zeros (isto é, b? - 4ac < 0). Neste caso, ar? + hx + c não pode 
Gear” nf E JS AP tec expressar-se como o produto de dois polinômios do primeiro 
(op 1-5 > grau com coeficientes reais. 
n | ; dy au Ja 
' Vi- nf M endi A soma F, «F,* ... F, € a decomposição em frações 
| FPA segiño delimitada pelos gráficos de x parciais de f(xyg(x) , e cada E, é uma fração parcial. Não 
Y71(17*25)-M, ele x=5 pla em tomo 


provaremos este resultado algébrico, mas estabeleceremos dire- 
trizes para obter a decomposição. 
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As diretrizes para achas a decomposição em frações parciais 
de f(xy gx) devem ser aplicadas somente se f(x) tiver grau inferior 
ao de glx). Se isto não ocorrer, teremos de recorrer à divisão para 
chegas à forma adequada, Pos exemplo, dada 


x! 5x3 
x?-1 


obtemos, por divisão, 


PR 09 
1-1 x*-] 


Passamos então à decomposição de (fx = 9)/(x? - 1) em frações 
parciais, 


Diretrizes para a decompo- "If de não é inferior - 
sig de f gto) em rações |. o med A eeh siea 
parciais ” n 


MM Les „t 


2 Pape sl) m o pod de fores liar 
T UA 


r RY 


E reci 
FAA 
VALE 


SL LP n SU id IL 
RESER DNE ADA? IAS Mun tt 
rindo a Aço BYE MEE id 
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SOLUÇÃO 
Podemos fatorar o denominador do integrando como segue: 
x) «26 - 3 x(x? « 2x 3) xx + 3 Mx 1) 


Cada fator tem a forma indicada ma Regra a de (9.5), com 


m = 1, Assim, ao fator x corresponde uma fração parcial da forma 
Alx. Analogamente, aos fatores x+3 e x- 1 corespoadem 


frações parciais BAx + 3) e CHx — 1), respectivamente, Portanto, 
a decomposição em frações parciais tem a forma 


Ac + 13 - -9 d E. E — 
Mx + 3x - 1) x'x«3* x-1 


Multiplicando pelo mínimo denominador comum, obtemos 
(*) Ar? + 13€ -9 = A(x +3)(x - 1) + Bax = 1) + Cx(x + 3) 


Ens casos como este, em que os fatores são todos lineares e nho 
repetidos, os valores de A, B € C podem ser obtidos pela 
sobstituigio de x por valores que anlem os vásios fatores. 


Fazendo x= 0 em (*), temos 

-9=-M w A-3 
Fazendo x= 1 em (*), obtemos 

8-4C, ou C=2 
Finalmente, se x = -3 em (*), temos 

-12«128 ou B=-1 
A decomposição em HF parciais é, pois, 


Arte 19 ES SA EN Ax 
ZEE. x tnar x- 


Integrando e denotando por K a soma das constantes de imtegra- 
ção, temos 


RC p^ Ji 4 [rsen f atn 
-31|x| -In|x «3| *21n|x - 1| K 
*labe|-1a|x*3]*fn|x - 1]? « K 

ta | ep 


x+3 +K 


Outra técnica para determinar A, B e C é desenvolver o 
' “membro direito de (*) e agrupar os termos de mesma potência 
de x, como segue: 


| 
E 


a A cum———n SR 


" 
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Ax? e 13-9 (A + B Cy? + (QA - B4 3C) - 3A 


Valemo-nos agora do de fato que, se dois polinômios são iguais, 
então os coeficientes de iguais potências de x são os mesmos, É 
conveniente dispor nosso trabalho da seguinte maneira, a qual 
chamamos comparação de coeficientes de x. 


coeficientes de x°: A+B+C. 
coeficientes dex: 2A -B +3C = 13 
termos constantes; -M = =9 


Pode-se verificar que a solução deste sistema de equações é 
Av B=-icC=2 


———————— 
EXEMPLO 2 


Calcular [= — 1802 + 29x -4 


Eee A 


SOLUÇÃO 


Pela Regra a de (9,5), há uma fração parcial da forma 
Ax + 1) que corresponde ao fator x+ 1 no denominador de 
integrando. Para o fator (x — 2)? aplicamos a Regra a (com 
m = 3), obtendo uma soma de três frações parciais Blix = 2), 
CAx - 2)? e Dix - 2)”. Conseqüentemente, a decomposição em 
frações parciais tem a forma 


Ir- 18174 29x-4 A B L^ 


(16-2) "x«1*x-2* (-2) * (x- 2p 
Multiplicando ambos os membros por (x + 1Xx — 2)?, obtemos 
(1) 3e - 188 «29x- 4 - A(x - 2)? + Bi 1) 2)? 

+ C(x + Lx - 2) + Dix + 1) 


Duas das constantes incógnitas podem ser determinadas facil- 
mente. Fazendo x = 2 em (*), obtemos 


6-3D o D=2 
Da mesma forma, fazendo x = =] em (*), temos 
-54--27A ou A-2 


As demais constantes podem ser obtidas por comparação dos 
coeficientes. Atentando para o membro direito de (*), vemos que 
o coeficiente de x? é A + B. Este coeficiente deve ser igual ao 
coeficiente de x? à esquerda. Assim, por comparação, 
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coeficientes de xk 3=A+B 
Como A = 2, segue-se que B = 1. 


Finalmente, comparamos os termos constantes de (*) 
fazendo x = 0, o que nos dá: 


termos constantes: -4 = -BA + 4B -2C + D 


Levando os valores já achados para A, B c D na equação 
precedente, temos 
-4 --164+4-20 42 
que tem a solução C = -3. A decomposição em frações parciais 
€, portanto, 3 
ur ur m 
(xc 1x - 2)? z*«1*x-2* (x- 25 Q- om 


Para obter a integral dada, integramos cada uma das frações 
parciais do membro direito da última equação, obtendo 


21n|x« 1] *In|x - 2143 iR c 


com K igual à soma das quatro constantes de integração. Este 
EX mcm 


laf « 1)? [x - 2|] 4 —— = +“ 


e E P 


EXEMPLO 3 


i!-x-21l 
Calcular e ps pe pe 


SOLUÇÃO 
O denominador pode ser fatorado como segue: 
2:  -x! a Be Ge xe = 1) (2x > 1) e (x? 4 42x = 1) 


Hang a Regra b de (9.5) ao fator quadrático irredutivel 

+4, vemos que uma das frações parciais tem a forma 

Vx «By +6). Poda Bagua a, M mnbéss vent Idle parcial 

CK2x = 1) correspondente ao fator 2x — 1. Conseguentemente, 
xi-x-2  Ar+B C 


— q 


20 -xa8c-4" 3724 * 21-1 


Tal como em exemplos anteriores, isto conduz a 
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(0 x!-x -21 e (Ax e BAZE - 1) + Clx? 4) 


Pode-se achar facilmente uma constante. Fazendo x « lem (*), 
obtemos 


-?e"C qu Ce--$ 


As demais constantes podem ser achadas por comparação de 
coeficientes de x em (*): 


coeficientes dex^:— 142A «C 
coeficientes dex:  -1=-A +28 
termos constantes: -21=-B «4C 


Como C = -5, segue-se de | «2A € C que A=3, Da mesma 
forma, utilizando os coeficientes de x com A3, temos 
-1=-3+28 ou B « 1. Assim, a decomposição do integrando 
em frações parciais é 


i-x- -21 — el, =$ 
SEE -4^ 3344 * 2x-1 


Me S 
x4 x!44 2x 
Pode-se agora calcular a integral dada integrando o membro 
direito da última equação, o que nos dá 


3 1 Ss 
gIn(* « 4) «arcta 5 - 1n [2x - 1 | e K 


EXEMPLO 4 

5-3 7-3 
Calcular f (apro 4 
SOLUÇÃO 


Aplicando a od enia 


D-3476-3 3 B, COD 
a Do. "341 MAP 


Multiplicando pelo menor divisor comum (x? + 1)? temos 
CSI 7x -3- (Axe B)? 4 1) «Cx 4D 
50-31 t Tz- 3 mAr? + Bx! e (A Che e (B D) 
Em seguida, comparamos os coeficientes: 
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coeficientes dex: S-A 
coeficientes de x°: -3- B 
coeficientes dex: 72A «C 
termos constantes: -3« B +D 
Temos assim A «5, B=-3, C=7-A=2 € D« -3- B0. 
"a Portanto, 
Su) -37471-3 Seg ARA, 


Integrando, vem 
ja Ir? + Tx > 


(x n isa Sm (x? + 1)-3arcig x = — == +K 


EXERCÍCIOS 94 


Exeres. 1-32: Calcular a insegral. a (228-3, 
TE AP (x + Pi- 5) 
xr- es e 
xe E 
ce 
g^ Am a 8 +3 
3 ft 2i pa < por m 
Ene E 3) 
2 43 
ad Sar + 134 14 ($E t0 tt dr 
PASTE 1) 
$ peu na spot d 
rd 
A 4 Sir -25 22 47H 
6 a m Mf rest 


2 ss ESI 
bo zi 13, SÊ «4r «20 


uf ama 


N 
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P» Ax 
, 20 | ——— dx 
EXTAT fao 
1 
n [^ ET. note Era y 
ts nn G9 a 1) 
n f" ia a [ts aur 
o, 
y É 
m |» x eh 26 — Be 
j I fis 
pn (M *96:€98 iy 
J Were 128 
cá 3 
mj M x -AÓadred 
xx 1 
y 2 
je [102 5016 
(c- 4e D? 
w ( rd a 
EST. 
1 
"n [" PO m 
(e -9) 
"Tos P ead - Mr $ 
I IIS 


Ferros. 33-16: Use frações parciais para calcular a 
hate grid (reja as Fórmulas 19, 49, SO e 52 da tábua 
de inte grais so Apéndice Iv). 


1 
Maca M [uj at 


" «die 
| X. + iw) 


17 Se fem adi? = 2 = 3), ache a área da região 
sob n gráfico de f dex «Dax 2. 


MA região delimitada pelos gráficos de 
y~ Ir -1H4-x), y 0,12 e 1-3 gira em 
bcm do eixo-y. Determise o volume do sólido 
icsaltamte. 


39 Se a região descrita no Exercício 38 gira em tomo 
do cixo-x, ache o volue do sólido gerado. 


40 Na lei logistica de crescimento admite-se que, no 
instante £, a taxa de crescimento $'(1) de uma 
quantidade fiñ seja dada por 
FO = AMAS — fü], com A € B constantes. Se 
f(0) = C, mostre que 


BC 
) o — É 
a 


41 Como alternativa so método des frações parciais, 
mostre que uma integral da forma 


iza 
pode ser calculada escrevendo-a como 
JVA ar 
a + (biz) 
€ usando a substituição u = a + (bíx). 
42 Gencralize o Exercício 41 para integrais da forma 


JE VER 
I5 


43 Supoaba que ple) = (x - Ke = c)... (1-6) 
para um inteiro positivo n e resis distintos 
Ey Ep S €, Se fix) € um polinômio de grau 
inferior a a, mostre que 
| M MP EEG S 
st) z-e x- "U Xeta 
com A, = fic Vg ie) para k 0, 2,..., n. (Trata 
se, ma realidade, de um método para obter a 
decompenição em frações parciais quasdo o de- 


nominador pode ser favorito cm fatores lincares 
distintos.) 


44 Use o Exercício 43 para achar a decomposição 
em frações pasciais de 
aq 45147 
FEET 
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9.5 INTEGRAIS QUE ENVOLVEM EXPRESSÕES QUADRÁTICAS 


A decomposição em frações parciais pode conduzir a integran- 
dos que contêm uma expressão quadrática irredutível como 
ax?! + bz +c. Se brO, 6 necessário às vezes completar o qua- 
drado como segue: 


a aega | ee | 


aeb) e 
2a 4a 
A substituição u = x + bi (2a) pode então conduzir a uma forma | 
integrável. | 


EXEMPLO 1 


2x =1 


Cedar f 13 


dx 


- 


Note que a expressão quadrática x? = Gr + 13 € irredutível, pois | 
b! = dac = -16 < O. Completamos o quadrado como segue: | 


x? = Gx + 13 = (x? - Gx) + 13 


(x? = úr +9) +13 -9m (x-3) | 


Jeu 
E (x- i 


Fazemos agora a substituição 
u=x-3, xeu+3, dxedu 


Assim, 
NF 9»231-1 
xi- Eig" -f u!«4 de 


¿de 


245 
ips p 


d red o 1,44 


= lalu? 5 u 
Ink +4) + 7 a10g o «C 
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«Inte? 60+13)+ 32019 Ec 


Podemos também empregar a técnica de completar o 


quadrado quando uma expressão quadrática aparece sob o sinal 
do radical, 


EXEMPLO 2 
A [mim 

S VE + 2x—x* ar 
SOLUÇÃO 


Complctamos o quadrado da expressão 8 + 2x — x? como segue: 
Be2r-x! -8-(1 -2x) Be 1- (x? - 2r 1) 


29-(x- 1)? 
Assim, 
1 1 
Iam mug 
Fazendo a substituição 
u=x-1,  duedr 
temas 


EC E 
T azucar 
1 
date 
=arcsen eC 


1 
sacan +C 


No próximo exemplo faremos uma substituição trigonomé- 
trica após completar o quadrado, 


EXEMPLO 3 


muli" + 
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SOLUÇÃO 
Completamos o quadrado da expressão quadrática como segue: 
x! + Rx & 25 e (x? + &x) 4 25 
» (x? 4 Ex 4 16) 4 25 - 16 
-(1+4)+9 
Assim, 


Sara 
Fazendo a substituição trigonométrica 
x+4=3180, de=3sec*0d0, 
entáo 
Vx « 4) «9 = 01g 849 = 3Vig"Ü «1 = 3 sec O 


1 M m 

c IE rid ma T dx « f "ELI 
= fsec 8.40 

-In|secü + tg8| « C 


Para voltar à variável original x, utilizamos o triángulo da 
Figura 9.7, obtendo 


1 Vi RR 2S x44 
f dx - la 3 ard is 


-la| V7 + & «25 ex «4|-In|3]« C 
-In[VxT + Sx 25 ex «4| K 
com K «C -In 3 
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EXERCÍCIOS 9.5 


Eseres. 1-18: Calcule a integral. 


f 


I 2x 
13 de 1 [| da 
js ung fn. 
ij rer 4d * Ja - ¿e E 
£ -X* -2t4 
sf. 16512, 10% e 
sf «$ lu ETE 
est "ne -tóa d mf : 
1 f 2x43. E a j- s z+5 de 224195 Js à 
— arcte 19 Ache a área da regido delimitada pelos gráficos —— 3 
+ Jr 1 f 1 di de y «VG? «4x +29), ye x 0 -2e6x 43. 4 
drag (8 - 6c Mp? 20 ^ região delimitada pelo gráfico .de 


"f epit 12 f (673) de 


I 
Ó— ¿e 2 | dx 
a C 


yx? 4 2x + 10) os eixos coordenados e a 
seta x » 2 gira em torno do eixo-x. Ache o volume 
do sólido resultante. 


9.6 SUBSTITUIÇÕES DIVERSAS 


Nesta seção estodaremos substituições óleis para o cálculo de 
certos tipos de integrais. O primeiro exemplo mostra que, $e uma 


integral contém uma expressio da forma VJ(x), entáo uma das — ^ $ 3 


substituições u = VJ(x) ou u = f(x) pode simplificar o cálculo. 


EXEMPLO 1 


Calcular S 


SOLUÇÃO 1 


A substituição n = Vi? 4 conduz às seguintes equações equi- E 


valentes: 
u- V *4, n'er? «4, x? -u? -4 


Usando a diferencial de cada membro da última equação, 
obtemos 


2xdx-3u?du ou xde=2u*du 


INTA 


z? de B. 
dea ES. 


-f i5, 3 uuu 3f (u* - 4u)du 


Qu? = 2u?) 4 Ce uu? - 10) 4 C 
Sti «4G? -64C 
SOLUÇÃO 2 
Substivindo por u a expressão sob o radical, então 


u=x244 ou x!" »u-4 


e. Quid o du ou xdx = tdu 
Neste caso, podemos escrever 
a x? 
dr = «x dx 
fra Fara 


$. A duel Sl” - 4070) 
m Iu? - 60%) 4 C  2u?(u - 10) + C 
- Ll? + 4x? 6) + € 


EXEMPLO 2 


1 
Vx + Yi 


Calcular f de 
SOLUCÁO 
Para obter uma substituição que elimine os dois radicais 


va ma e VE ex, fazemos u =x, onde n é o mínimo 
denominados comum de le I. Fazemos assim 


wu » x ou, equivalentemente, x= n“, 
Logo, 
dx» Gu? du, (uy, x? = (uy u? 


e, portanto, 
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1 NS GNO TE Eu 
Izd de fari“ 
Por divisão 
n 


u 1 
— eut epe] - —— 
ul u+l 


Conseqüentemente, 
1 1 
een ja 
260) iu? «u-In]u«1|)«C 


WI -I + 607 - 61n (Vx + 1)+ C 


Se o integrando é uma expressão racional em senx e 
cos x, então a substituição 


u-tg$ para -x € x « X 


transformará o integrando em uma expressão racional (algébrica) 
em u. Para prová-lo, notemos primeiro que 


EIL ES 1 EE 
99527 sec i2) ^ Viv ig Q3) ^ Vi eut 
seat. E cos «u l 
2 


Conseqdentemente, 


x x 2u 
$8 «2802 0055 y 


x: sã o a? eu? 
o rio 41 0t 
Além disso, como 1/2  arctg u, temos x = 2 arctg u e, assim, 
2. 
a” 


O teorema seguinte resume o assunto, 


SOLUÇÃO 


Aplicando o Teorema (9.6) e simplificando o integrando, temos 
1 


1 — A TUS 
Jizzs-3on 7l, 2u -3 len? Te 
1+u? teu? 
2 
"fusa 
1 
ad Ern 
Utilizando frações parciais, temos 
AR O al 
Ju? + Bu-3 10) %u-1 443 
e estão 
| 14 2 t 
rre ral rem JL 
En] 3u=1]-ImJu+31)+0 


ln vos [tc 


uà 


m 
$ 
1,131607) -1| , ,. 
-$»| tg (x2) «3 E 


O Teorema (9.6) pode ser usado para qualquer integrando 
que seja uma expressão racional em sem x e cos x; todavia, € 
importante também considerar substituições mais simples, con 
forme exemplo a seguir. 
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EXERCÍCIOS 9,6 


Furra. 1-26; Calcule a integral. 


i f* +Ü de 


~ de 
FATE) 


5 f 1 dx 
à Vk 04 


Ya 
En. 


[] 
— iie 
^ I e 1) vVr-2 


uf ced 


tua 4)? 


13 fe" Vise de 


EXEMPLO 4 


Calcular SE de 


SOLUÇÃO 

Podestamos usar as fórmulas do Teorema (9.6) para transformar 
o integrando em uma expressão racional em uw. A substituição 
seguinte é mais simples: 


u=senx, du=cosx dr, 


? Sra senta finis 
-arcig u C 
= arctg sen x « C 
17 fien vira de — 18 vr eh a 
2 fPVESTA só E a 
sx Tees 
af dx 
eum unj-— de 22 f dx 
N 3 cos x(cos x - 1) sci! x senx-2 
6 -—— 
he veem 23 [3 da 24 [la 
1 eic 
$ fé 
de str 15 [— sen 2x 
4 ses x -2senx - 8 
1 f 2523.4, 
LAETI 26 f NES 
S cos x + cos x 
i fl és 
2.1 Exeres. 27-32; Usar o Teorema (9.6) para calcular 
a tstegral, 
e E de 1 
Visa mem "i ud Ever ris 
MEM Br RES TA, c 
M A rr m! 77 d 


in. ^ 
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SEX 1 ug! 
nf nf AS 33 fsecx dem ln DE «c 
Exercs. 33.34: Use o Teocema (9.6) para estabelece 
swa — a Fress + 
9.7 TÁBUAS DE INTEGRAIS 


Matemáticos e cientistas que utilizara integrais em seu trabalho 
costumam recorres a táboas de integrais. Muitas fórmulas con- 
tidas nessas tábuas podem ser obtidas mediante aplicações de 
métodos já estudados. Em geral, as tábuas de integrais devem 
ser usadas somente apús adquisir experiência com os métodos 
padrões de integração. Para integrais complexas € freqlentemen- 
te necessário fazer substituigóes ou utilizar frações parciais, 
integração por partes, ou outras técnicas para obter integrandos 
sos quais se possa aplicar a tábua, 


Os exemplos a seguir ilustram a utilização de várias 
fórmulas constantes da pequena tábua de integrais do Apêndice 
IV. Como precaução contra possíveis estos no manuseio das 
tábuas, convém verificar sempre os resultados por diferenciação. 
EXEMPLO 1 
Calcular fx” cos x dx 
SOLUÇÃO 


Em primeiro lugar utilizamos a Fórmula de redução 85 da tábua 
de integrais, com m = 3 € u =x, obtendo 


fJ cos x dx - x? sen x - 3 (x? sen x de 


Em seguida aplicamos a Fórmula 84 com n = 2, e a Fórmula 83, 
obtendo 


fo sena de e x? om + 2 f(x cos x dx 


*-x! cos x + 2(cos x +x senx) + C 


Substituindo este resultado na primeira expressão, oblemos 


$0 eos dx e x? sen x & 3? cos x - 6cos x - Gx sena «C 
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EXEMPLO 2 

PM m 
Calcular [5% para x > 0 
SOLUCÁO 


O integrando sagere utilizarmos a parte da tábua referente à 
forma Va? +u”. Especificamente, a Fórmula 28 afirma que 


f du d ENT Las 
u? Ya! yu” atu 


(Nas tíbuas, a diferencial é colocada no numerador, e não à dreita 
do integrando.) Para utilizar esta fórmula, devemos ajustar a integral 
dada de modo a fazê-la coincidir exatamente com a fórmula, Fazendo 


02.3 e uluSy? 


então a expressão sob o radical está sendo tratada; entretanto, 
também mecessitamos de 


(1) u? à esquerda do radical 
(Ii) du no numerador 
Podemos obter (i) escrevendo a integral como 


ru CHEER 
sf TET 
Para (ii), notemos que 


uwmvV3Sx c du-v$ de 


e escrevemos a integral precedente como 


1 1 
Sl ana Sd 


A última integral coincide exatamente com a da Fórmula 28 e, 
portanto, 


M E V5+ 5x” 
Sapra tes | 345%) | 


y3 + S 
Ir 


+C 


Conforme o exemplo seguinte, pode ser preciso fazer uma 
sobstituicio de algum tipo antes de utilizar a tábua para o cálculo 
de uma integral. 
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EXEMPLO 3 
Calcular ¡Ae 
SOLUCÁO 
Comecemos escrevendo a integral como 
Fa ria a de 


Como nenhuma fórmula da tábua tem esta forma, tentaremos a 
substitsição n = cos x. Então du = =sen x dx e a integral pode ser 
escrita 


VS pars (n) 
“fe 


Recomendo à tábua de integrais, vemos que a Fórmula 55 é 


Fidis itn tnter 
Utilizando este resultado com a = 3 e b= -5, temos 
u 2 » 
af gig EA 78e 
Finalmente, como u = cos x, obtemos 


fas tee tels cos x + 63-3 eos x + O 


Estudamos vários métodos de cálculo de integrais imbet 
pidas; todavia, os tipos de integrais considerados constitucim 
apenas uma pequena parcela dos que ocorrem nas aplicações 
Seguem-se exemplos de integrais indefinidas para as quais o 
integrando não pode ser expresso em termas de um número finito 
de funções algébricas ou transcendentes: 


PT a, S V3cos*x + 1 dx, f et d 


No Capítulo 11 estudaremos métodos que nim somas 


infinitas úteis no cálculo de tais integrais. 


M a. 
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Exin ders 93 


Fen 1-40: Use a tábua de integrais do Aptadice 


IV. para calcular a integral, 

| ("^ e di 1 [Rm 
4 f? Va? iod 
6 [VSTE dr 
8 fros (0) de 


10 fsen 5x cos Av de 


| fas Y un 
A [o0 
Y fuen dde 

* fentit 

Wf y mesen cd 12 fi aret x de 
I fe P sen acad 14 f P 0 x de 


V y 


i f ils 16 f 


— 
x Vix - 22 
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Faeres, 1-100: Calcule a integral. 


I fu arcsen x ate 2 IT 
, Jtt adde 4 fea 
^ [om 2r sen? 2 de 6 fot xax 
| DIT T 5 Sig x sed x de 
» Ide La 
y. 323 
2 
ii (va x de A 
y +1) 
" 141 26 MA 
d be p^ 14 f ss 


18 f cosx Ven x - 1 dx 
19 f e" mocos e" dx 20 f sen? x cos x de 
n f? VIs a 
+ x dx 22 f gos de 
Secreta J + rd 


¡EE a, 26 [Wed -30 de 


27 


1 1 
> Ch 
29 (Vi - sec x tg x de 


1 - 20: ~ 63r - 198 
fo x -Si E CE 


16 [4-1 ar 


(rs 2) 


p[——L——- 18 X — de 
Ie 13:65 


19 (588 a 923 
21 fe" sen du de 22 f cos (la x) de 
23 [sen x cos? x de 24 f coi 3a de 
nc "grt 


Cep.9 Técnicas de integração 617 
nj 2 63 f coi x dx 64 f cof x esc x dx 
: 2 68 JOVI de 66 fien) de 
a 67 fé secar) de — 68 fxcoshx d 
1 2x41 
P» [55 id e de 69 [e^ d W f.i V «1 de 
E med de 32 fxgé de TEDE TUM 
33 fa sen Su d 34 (sen 2x cos x de Vit- ix a 
35 fse xom rde 36 fsendecotrdrde fic tde — UM fet de 
Visa Ag + 2872 de AX - 12x- 10 
y» fe vt 38 fuçar? + 25) po EN 
342 
wA di 40 
"m T2 aces ra 
x è cos x 
umani nins Tf enpemsde 78 fre 3e 1) de 
43 fz cot x esc x dr 4 fü eee xP d ! 
V9 - ad 
asfé 5-3 46 fx nx) de nf as 
of e á "T e ài x*- 1& +81 
ded i BI fiS- de — 82 es) a 
É -4 43 cos! x A 
aa n/——a E: é 
Ñ VT senx Na nj e 
pr de er ad — 
Lr E ER 
52, 3 gc t ua MED -ótti n 
57 farag Sede 58 f sent 3x de Praen 
e " pa Eya 
ss DE aof a“ Q5 +1) 
+ 88 (sca! x cos? x d 
af l ood aja? 3 a 
1.3% pa^ 89 fig? x sec x de 


x 
90 | —= dx 
Iz 
91 pe sad, 10x +13 4 
a 20 


95 f: tm x dc 


Fa 
37 dx 
a 


99 poa 


uf e 


]1-senx 
od ar S 2 


100 f(x + Dx + nº de 


lb Capítulo 10 
aon FORMAS INDETERMINADAS 
"" E INTEGRAIS IMPRÓPRIAS 


INTRODUÇÃO 
O primeiro limite importante estudado no | 
Capitulo 3 foi a fórmula da derivada 
2) « tim 109 = 412) 
fia) Em pa 
Se f é continua em x = a, então, tomando o 
limite do numerador e do denominador sepa- 
ràdamente, obtemos 
„ dia) - fla) 0 
a 0 


uma expressão indefinida. Todavia, sabemos 
que as derivadas nem sempre são indefinidas. 
Você recordará que, para chegarmos a cada 
tegra de derivação, utilizamos wma simplifi- 
cação algébrica ou trigonométrica, a qual era 
por vezes acompanhada de uma manipulação 
engenhosa ou em argumento geométrico, 
Neste capítulo estudaremos técnicas que nos 
permitem proceder de maneira mais direta ao 
consideramos problemas análogos sobre I- 
mites. O resultado mais importante que abor- 
daremos é a regra de L'Hópital, usada para 
determinar limites de quocientes em que am- 
bos, numerador e desominador, tendem para 
O, ou ambos tenders para v qu «so, 


Na Seção 10.2 estudaremos outras for- 
mas indeterminadas. Nas duas últimas seções 
abordaremos Integrais definidas que têm in- 
tegrandos descontinuos ou limites de integra- 
ção infinitos, 

, . Os tópicos estudados neste capítulo 
tém muitas aplicações na matemática e na 
física, Para nós, a aplicação mais importante 
ocomerá no Capítulo 11 do Volume Il, quan- 
do estudaremos as sérics infinitas. 


—— o AAA C Ñq_—oe mes 


o 
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10.1 AS FORMAS — DE 0/0 E DE «/o» 


No Copio 2 unam de límites de quociente tais como 


x-9 sen x 
En 


Em cada caso, tomando os limites do mumerador c do denominador, 
obtemos expressões indefinidas 0/0, Dizemos então que os quo- 
cientes indicados tim a forma indeterminada Q0 cm x = 3ex s 
0, respectivamente, Já usamos anteriormente métodos algébricos, 
geométricos e brigonométricos para calcular tais limites. Nesta, 
seção estsbeleceremos outra técnica que utiliza as derivadas do 
mamerador e do denominador do quociente. Consideraremos tan» 
bém a forma indeterminada o, na qual tanto o numerados como 
o denominador tendem para œ ou —00. A tabela seguinte apresenta 
as definições das formas que serão estudadas. 


XT 
m 


ry iak 


1 


ln fi) «0 " prm -0 


. 1 


lim f(x) = 00 ou -w € lim g(x) = ou te 


a 


O principal instrumento para o estudo destas formas 
indeterminadas é a regra de L'Hópital. A prova desta regra 
utiliza a fórmula seguinte, que leva o nome do matemático 
francés Augustin eS (1789-1857). 


Fórmula de Cauchy (10.1) 


i b AA TOTUM "t 
b) già) Vg (w) 7 timc 


bl scs bici diran cono 


Notemos primeiro que gfb) — ata) » 0, porque, de outra forma, 
gla) = gib) e, pelo Teorema de Rolle (4.10), existiria um número c 
em (a, b) tal que g'(c) = 0, costrariamente à nossa hipótese sobre g'. 


Introduzamos uma nova função À como segue: 
Mx) = [S(b) = fla) gx) = letb) = glad) f(x) 
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+ para todo x em [a, b], Segue-se que h é contínua em fa, b] e 


Regra de L'Hópital* (10.2) 


* G. L'Hópital (1.651-1.704) foi um 
mbee francés que publicos o primeiro 


livro de cáñculo, 


A tegra apareces naquele livros todavia, 
ela foi efetivamente descoberta pelo ma- 
temático suíço Johann Bernolli (1,667- 
1.748), professor de L'Héoital, que lhe 


comonicou o resultado em 1,694, 


diferenciável em (a, b) e que h(a) = Mb). Pelo Teorema de Rolle, 
existe um número w em (a, b) tal que A'(w) = 0; isto €, 


TOMOT (m)- l(b) - gta)) f'() =0 
Isto € equivalente à fórmula de Cauchy. 


A fórmula de Caschy é generalização do teorema do valor 
médio (4.12), pois, fazendo gix) = x em (10.1), obtemos 


He) fía) _ iw) 
ha "p "e 


o próximo resultado constitui o principal teorema sobre 


DEMONSTRAÇÃO 
Suposhamos que f(xMg(x) tenha a forma indeterminada 0/0 em 


x-c e que lim, ., FOYE()] = L para algum námero L. 
Queremos provar que lim. [HxVgtx)j = 1. Introduzamos duas 
funções F c G como segue: 


Fx)» f(x) zec e F(c)s0 
G(x) = gi) warne e G(c) » 0 


lim Qu) = lim $6) e O m F(c), 


a fungio F é continua em c e, dal, é contínua em todo o intervalo 
(a, b). Analogamente, G é coetínua em (a, b). Além disso, em 
todo x » c temos Fx) = f'(x) e G'(x) = g'(x) Segue-se da 
fórmula de Cauchy, aplicada ao intervalo [c, x] ou ao intervalo 
lx, €), que existe um número w entre c e x tal que 


CAS das s r S 
aw e 


Figura 10.1 


Flx)- He) (Eq) fw) 
Gix)- Gic) Gw) gw) 


Como F(x) = f(x), G(x) = gi), e F(c) = G(c) = 0, obtemos 


163 E) 
six) giw) 


Como w está sempre ente c e x (veja a Figura 10.1), segue-se 
que 


im LA in LO ti Pim). 
E geo dm > 


que é o que queríamos peovar. 


Argumento análogo vale se lim, ... [f'(xYg/)] =, A 


prova para a forma indeterminada 0/00 é mais difícil e pode ser 
encontrada em textos de cálculo avançado, 


A regra de L'Hópital é usada às vezes incorrentamente, 
aplicando-se a regra do quociente a f (x)/g(x). Tendo em vista 
que (10.2) afirma que as derivadas de f (x) e g (x) são tomadas 

após o que então é que se pesquisa o limite de 
f'GYg'(). 


EXEMPLO 1 


| cos + 2x -l 
Achar lim ax 


a0 
SOLUÇÃO 


Tanto o numerador como o denominador têm limite O quando 
x == (1, Logo, o quociente toma a forma indeterminada 0/0 em 


x a 0, Pela regra de L'Hógital (10.2), 
cos x + 2x-1 . $tDnre2 
A 3% o EC 


desde que o limite à direita exista ou seja 0». Como 


lim csenx+2 2 
3 


2-9 3 
segue-se que 

. co$x*2r-l 2 

LE CENE 


Cap. 10 Formas indeserminadas € integrais impróprias 423 


Às vezes é preciso aplicar a regra de L'Hópital vásias vezes 
no mesmo problema, como se vé mo exemplo seguinte. 


EXEMPLO 2 


eee"? 
Adut m ok" 


SOLUÇÃO 


O quociente dado toma a forma indeterminada 0/0. Pela repra 
de L'Hópital, 
P e*«e^-2 - lim e-e" 
140 1-c082% ,.o2sen 
desde que o segundo limite exista. Como o último quociente tem 
à forma indeterminada 0/0, aplicamos a segra de L'Hópital mais 
uma vez, obtendo 


EA A 
2-9 2500 2x motos 4 2 


Segue-se que o limite dado existe c é igual a ]. 


A regra de L'Hópital é válida também para limites umila- 
terais conforme se vé no exemplo seguinte. 


EXEMPLO 3 


úl de ¿BE 
E. l+secx 


SOLUÇÃO 
A forma indeterminada é of, Pela regra de L'Hópital, 
tim L LI A secx 


a «(27 l+secx Tory MOX IR xw MEX 

O último quociente tem ainda a forma indeterminada «0/00 em 
x=}; todavia, aplicações adicionais da regra de L'Mópital 
sempre resultam na forma oj» (verifique este fato). Neste caso, 
pode-se achar o limite utilizando identidades trigonométricas 
para modificar o quociente como a seguir: 
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Pode-se provar outra forma da regra de L*Hópital para 
x— ou r-o, Daremos uma prova parcial deste fato. 
Suponhamos que 

Vim f(x) = lim g(x) = O 
Fazendo w = 1/x e aplicando a regra de L'Hópital, 


EE CNN a y AR 
Mim o ^ Un. (ra) ^ n. D, gU) 


Pela regra da cadeia, 
D, JOu) « FUN Vu?) € D, glu) = g'(u) (1u » 
Substituindo no último limite e simplificando, obtemos 


a Sion EMA) pio LO 
No o ae go) 


Refecimo-nos a este resultado também como regra de L'Hópital. 
Os dois próximos exemplos ilustram a aplicação da regra à forma 
ajo, 


EXEMPLO 4 


In x 
Achar lim Vx 


pc 


SOLUÇÃO 
A forma indeterminada é «x». Pela regra de L'Hópital, 


, dnx ur 
im Je TT 


A última expressão tem a forma indeterminada 00. Mas a 
aplicação reiterada da regra de L'Hópital conduz novamente a 
(0 (verifique este fato). 


Se, em lugar disso, simplificarmos a expressio algebricamente, 
poderemos achar o limile como a seguir: 


lim ME «tim ZÉ a lim 2-0 
saal e X iosa 


Cop 10 Formas indeserminadas e integrais impróprias es 


EXEMPLO 5 
Y xo 

Achar lim —, se existir. 
x 


SOLUÇÃO 
A forma indeterminada é o», Apliquemos a regra de L'Hópital: 


O último quociente tem a forma indeterminada 00/07; aplicamos 
assim a regra de L'Hópital uma segunda vez, obtendo 
L] 


Be tim Y 
muxo. 


Logo, e*%/x? não tem limite finito, crescendo sempre quando x — «o. 


É extremamente importante verificar se um dado quociente 
tem a forma indeterminada 0/0 ou wf% antes de aplicar a regra 
de L'Hópital. Se aplicarmos a regra a uma forma que não é 
indeterminada, poderemos chegar a uma conclusão incorreta, 
como se vê no próximo exemplo. 


EXEMPLO 6 
Achar lim ELLET se existir, 
SOLUÇÃO 


O quociente não tem nenhuma das formas indeterminadas 0/0 
ou 00/20 em x = O. Para investigar o limite, escrevemos 


ERES a : 4 
lim ES «lim eee 
Como lim (e**e7) -2 € lim ee 
1-0 1-9 A 
segue-se que 
lim Ee -= 
1-0 x 


Se tivéssemos omitido o fato de que o quociente não tem 
nenhuma daquelas formas indeterminadas, e tivéssemos (incor- 
retamente) aplicado a regra de L'Hópital, tesíamos obtido 


BIBLIOTECA DO DME/UFCG 
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e+e” a E ue 
lim — lin ——— 
x 


Como o último quociente tem a forma indeterminada 0/0, 
aplicaríamos novamente a regra de L'Hópital, obtendo 


"T bel e'se* 151 
lim e y ——— a A 1 
1-9 a 2 


Tezíamos assim chegado à conclusão (errónea) que o limite dado 
existe c é igual a 1, 


O próximo exemplo ilustra a aplicação de uma forma 
indeterminada à análise de um circuito elétrico. 


EXEMPLO 7 


O diagrama esquemático da Figura 10.2 ilustra um circuito 
Figura 10.2 elétrico consistindo de uma força eletromotriz V, um resistor R 
e um indutor L. A corrente J no instante 1 é dada por 


Fm p cem) 


Aplicada a voltagem (em : = 0), o indutor opõe a taxa de aumento 
de corrente e / é pequena; todavia, na medida em que t aumenta, 
I tende para VIR. 


(a) Se L é a única variável independente, determine 
lim, at L 


(b) Se R é a única variável independente, determine 
lim, a*t. 
SOLUÇÃO 


(a) Se considerarmos V, R e t como constantes e L como 
variável, ent&o a expressão de / não é indeterminada em 
0. Aplicando teoremas sobre limites obtemos 


$r y lim! «lim E (1 = et) 
ZELE OS LIVROS PR 
EVITE MULTAS dem 
ENTREGANDO-OS EM DIA Ema! 


v v 
-gÜ-9 y 


Assim, se L ~ 0, então a corrente pode ser aproximada pela Jei 
de Ohm / = VIR. 
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(b) Se V, L c t são constastes e R é variável, então | tem a 
forma indeterminada 0/0 em R = 0, Aplicando a regra de 
L Hôpital, temos 
R 
lim 1 « Viim E 
Aea’ E 


- Vlim 90H 

ro 
y 

= VI Qd] = Y c 


Isto pode ser interpretado como segue: Quando R — 0, a 
corrente / é diretamente proporcional ao tempo 1, com a constante 
de » de VIL. Assim, em t = 1, a corrente é V/L, em 
t = 2, € (VIL Q2), em t » 3 € (VILA3) etc. 


EXERCÍCIOS 10.1 
NUUS HE AMD UN UE IENIS 17 lim Lewes 18 lim 222 
" - FIBA y 9 
1 lim RE 2 lim E: a (111) z 
(0 2x x0 wx xim Sce 
n 19 lim .— im == 
3 lin 1-2 4 lim pt ec T x À 
a5 2-25 1- 4/124 -2 a 
T 22 lim -L- 
ni $142 dr s. q In ca x o MOX 
XA Ga WARME 6 lim — 
— m 12-320 «3-9 - lel 
tim CE Atos 24 nim IC 
7 lim 20-304 2 $ lien Sub 95. x sem x s23 $2 
11 X -2x- 1 zł 2d -x-7 si. 
* AOSE -3x-e 
ex 25 lim 26 lim 
lor, MNAE senx in in 
Ee grx un i-us mo É 1-0 ; 
20441 o: 
= -€ 275g LAN I) Blim RES 
> LR yes nys ao $i 4294 1. 37 44 
I 10" 
= E xinx . e. 
1 lim E senx Mim. 4 Da mz > 
se c na - 
iis litres 16 lim SSL sita É,n>0 32 lim L,a>0 
2/1 cos! x aq ^ it d roa x" 
2 b 
33 lim PET =t) 34 lim 211200012 
gof -2° 10006 x- rien x - | 


EG S S 3325727721 .11.1 1.15 1517115171 €—wwwwwwx 
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'36 lim assen 2x 3 En In (ln x) 
¿+ MOSEN x zo IDE 
y) tim 69022 
0 gx 
sr 3 
AAA 
(E V-W exl 
3-3 y sl Dl 
M» 1 — lim 
pena 1-.01- cos! x 
5.0-M 56-2 
41 bm ETETA SATE 
(aate S 742 
PIOS 
(a - $9 - 7642 
+ 
41 Um 208 44 lim Em 
1.0 Tur sc Dec 
TI 
45 len" t$1-4 46 lim ZSSR 
je 485 rež- 


AT lim era 48 bm A 
gv = CETATE ode 
pija 
Av lim 10. laz 50 lim É 
(tt é y Li 
Si him 40052 82 limt 
T o. +1 


la Freres. 53:54: Preveja o limite após substitulr x 
pelos valores indicados para À 1, 2, 3 e 4. 
41 lim ln (pg x + cos x). x= 10? 


(n Vin (Es 1) 


54 lim ld roait 


¿0 = confia (1 + 1)]" 


55 Dexa-se calr de um balão wa objeto de massa 
m. Sc a força da resistéscia do ar É diretameste 
proporcional à velocidade w(4) do objeto no ins- 
tusbe 1, catho pode-se mostrar que 


vii) o (mg f EX1 = e 4m», 


code k > 0 € p € uma constante gravitacional. 
Ache lim, .. y + v(r) 


56 Se uma bola de aço de massa m é liberada na 
água c a força de resistência é diretamente 
proporcional ao quadrado da velocidade, então a 
distância s(f) que a bola percorre no tempo 1 é 
dada por 


sif) = (m / K) 1n cosh (VEE Tmt), 


onde k > 0 c gé uma constante gravitacional. 
Determine lim, .. y Mf). 


57 Com referência à Definição (4.22) de movimento 
harmônico simples, veja um exemplo do fcaóme- 
no da ressonância. Um peso de massa sm é perso 
a wma bola suspensa a partir de um soporte. O 
peso é posto em movimento movendo-se o $ë- 
porte para cima e pasa baixo de acordo com a 
fócmula h = A cos cat, onde À e w são cosstantes 
positivas e 4 é o tempo. Se as forças de atrito são 
desprezíveis, estão o deslocamento s do peso em 
selação à sua posição inicial no Instante t é dada 
por 


seu emet cog 


com wy» Elm para ue constante É c com 
tow ety. Ache lim, ..., s, € mostre que as oscila- 
qhes resultantes aumentam em magnitude. 


5$ O modelo logístico de crescimento populacional 
prevé o tamanho xr) de uma população no 
instante £ por meio da fórmula y(r) = AXL"), 
onde r c k são constantes positivas e c = [k - 
y (0))/y (0). Os ecologistas desominam k a 
capacidade de sustento (carryng copacity) e o 
imespretam como o número máximo de indi. 
víduos que o ambicie pode sustentar. Ache 
lin, a m M0) € lim, o MO), c discuta a significa- 
ão gráfica desses limites. 


$9 O seno integral Si) =f, sen ua de € uma 


função especial da matemática aplicada. Detci- 
mine 


1.0 * aco 
60 O coseno integral de Fresnel 


Ola) fos i du é usado nas análise da difração 
da luz. Determine 


e 


(a) Em Cb) 


2-0 * e im E já 


1-0 

ET61 (n) Com referência ao Exercício 60, use a tegra 
de Simpson com m = 4 para aproximar C(x) 
par de, 


(b) Grafe C em [0, 1] utilizando os valores 
achados em (a). 


7 EI 62 Com referência ao Exercício 61, seja R a região 


sob o gráfico de C de x = D a x = I, e seja Vo 
volume do sólido gerado pela revolução de R em 
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torso do cixo-x . Aproxime V por melo da regra 
de Simpson com m « 4, 

63 Seja x > 0. Sem -1, então 


f, 1* di « (0^! Hn « DE. 


: m 
Mostre que lim f rd fora 


64 Determine lim, .... (XNg(x) se 
f) Í Pad e gjedh. 


10.2 OUTRAS FORMAS INDETERMINADAS 


Na seção precedente estudamos limites de quocientes que têm 
as formas indeterminadas 0/0 ou mis, Os produtos também 
podem levas à forma indeterminada O . v», como se define na 
seguinte tabela, 


x Sra 


lim f(x) = 0 e lim g(x) = ou => 


Em exercícios consideraremos também a forma indetermi- 
mada 0. 9 para o caso x =» v ou x ^ — 09, Valem as seguintes 


diretrizes. 


Diretrizes para investigar 
lim x + e [f (x) g(x)] para a 
forma 0.0 (10.3) 


A escolha na diretriz 1 não é arbitrária. O exemplo seguinte 
mostra que a utilização de f(x)/[ Ug(o)] nos dá o limite, enquanto 
que a(xy[Uf(x)] leva a uma expressão mais complexa. 


EXEMPLO 1 


Achar lim x? Inx 


ss 


SOLUÇÃO 


A forma indeterminada é 0. «o, Aplicando a diretriz 1 de 010.3), 
escrevemos 


E PPE- 
Vx? 


Como o quociente à direita tem a forma indeterminada «efes em 
x = O, podemos aplicar a regra de L'Hópital 


lim x? Inx «lim y «lim —3 


* 
-0 s-0 10 


O último quociente tem a forma indeterminada ow; mas 
aplicação reiterada da regra de L*Hópital conduz novamente a 
cof, Neste caso, simplificamos o quociente algebricamente e 
achamos o limite como a seguir: 


Vx z* x? 
lim <= «lim — «lim ^40 
PR 7 : a. Xx s0" 3 


então a forma indeterminada resultante teria sido 0/0, Pela regra 
de L'Hópital, 


bi eos 
sons (nx) (ux) 


~ lim (-2x "(ln z)?] 


1.0" 


A expressão -2x*(In x}? é mais complexa do que x? In x, de modo 
que esta escolha na diretriz 1 não mos dí o limite. 


EXEMPLO 2 


Determinar lim (2x - x)secx 
aS 


SOLUCÁO 


A forma indeterminada é (1,0. Aplicando a diretriz 1 de (10,3), 
começamos por escrever 


Proz rx 
r-n exe lsccx cosx 


Como a última expressáo tem a forma indeterminada 00 em 
x = 1/2, podemos aplicar a regra de L'Hópital como segue: 


As formas indeterminadas definidas na tabela abaixo po- 


dem surgir na pesquisa de limites que envolvem expressões 
exponenciais. 


Forma do limite: 
lim f(x)? 


z-e 


lim f(x) = 0 e lim g(x) = 0 


lim f(x) = œ ou -œ e lim g(x) = O 


“=. Ae 


lim f(x) = 1 e lim g(x) = ou -œ 


Nos exercícios consideraremos também casos em que 
x =» 0 Qu X =» —00, 


Um método para estudar essas formas consiste em considerar 
y= foe? 
€ tomar o logaritmo natural de ambos os membros, obtendo 
la y = 1n f(x)" = g(x) la f(x) 


Se à forma indeterminada é 0° ou «*, então a forma indetermi- 
nada para In y é 0,5, que pode ser facilmente resolvida pelos 
métodos anteriores. Dá mesma forma, se y tem a forma 1”, então 
a forma indeterminada para In y é 5,1, Segue-se que 


se teta) [lim ) 1. logo timy = et 


acc ae 


IE EI DT 1 07 T 7 -— 7999 99 9 


2 A 
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Dirotrizes para investigar 
limy + e f(x) 900 para as 
formas 0°, 1* e «* (10,4) 


gd ¡Ao = 


isto é, lim f(x) = e* 
.( 


Este processo pode ser resumido como a seguir: 


Um erro comum consiste em parar após mostrar que 
lim, .... In y= L e concluir que a expressão dada tem o límite L. 
Deve-se ter em mente que queremos achar o limite de y. Assim, 
se In y tem o limite L, então y tem o limite el, As diretrizes 
podem ser usadas também se x — œ Qu sc x =» -< para limites 
unilaterais. : 


EXEMPLO 3 
Achar lim (1 + 3x) 99 


SOLUÇÃO 


A forma indeterminada é 1º. Aplicando as diretrizes (10,4), 
procedemos como a seguir; 


Diretriz 1: y = (14 X) 
Diretriz 2: lay = 37 la (1 4 30) = 120,130 


Diretriz 3: A última expressio tem a forma indeterminada 
0/0 em x = 0, de modo que ao aplicarmos a regra de L'Hópital: 


lim in y o lim 228 pm MER 30) 3 


. . . 
a0 a0 ac 


——— ——À a 


10 Formas indeterminadas e es 


Conseqüentemeate, chegamos a: 
Vim (1 + 3x) 99 w lim y = e? 


. + 
s PLIJ 


—————————— 


A última forma indeterminada a considerar € definida 
abaixo; 


A pe TN 
lim f(x) = o € lim g(x) = œ 
Ao investigar » —«e, procuramos transformar a forma 
f(x) - glx) em um quociente ou produto e aplicar então a regra 


de L'Hópital ou outro método de cálculo, conforme se vé no 
próximo exemplo, 


EXEMPLO 4 


Acar im (==) 


sepe 7d x 
SOLUÇÃO 
A forma é v — as; mas, escrevendo a diferença como uma fração 
única, então 


a e 
lim E. | o lim E e: 
2-9" Me" =x 


Isto nos dá a forma indeterminada 0/0. É pecessário aplicar a 


regra de L'Hópital duas vezes, pois a aplicação pela primeira 
vez conduz à forma indeterminada 0/0, Assim, 


x-e'«l l-e* 
m Mag IR xe'4 é=] 
o" so - 


LE lim E -— 
aq tdg 2 


——————M——— 


A velocidade v de um impulso elétrico em um cabo isolado é 


dada por 
r $ r 
(ajala) 
onde k é uma constante positiva, r é o mio do cabo c R éa 


distância do centro do cabo à paste externa do isolante, conforme 
ilustrado na Figura 10.3, Determine 


(a) lim v (b) lim v 
hor” Ao" 
SOLUÇÃO 


(a) A notação de limite implica que r é fixo e R é variável, 
Neste caso a expressão de v não é indeterminada, e 


Res 


ha v=- dim (E) mf Ma 1 - - (0) «0 


(b) Se R é fixo e r é variável, então a expressão de v toma a 
forma indeterminada O - «e em r = 0; transformamos, assim, 
a expressão algebricamente, como a seguir: 


lim v= = lim In (RAR? tim Inr -InR 


ny ro r-9 


O último quociente tem a forma indeterminada «jf em r = 0, 
de modo que podemos aplicar a regra de L'Háópital, obtendo 


lim v= AR lim, a 9 


r9" 
A p 
^ -kR? im (5) =-480)=0 
2 -2 
EXERCÍCIOS 10.2 
Exeres, 1-42: Ache o limite, se existir. Aa a T eei 
I fimxlax 2 lim igx Insenx a 1. 
PII d rc (nl 
e` 9 lim sen | 10 lim €" Inx 

3 lim (P - 1e" 4 lim x(e! ^* — 1) a 1 
cdd pies 11 lim x sec! s 12 lim (cosa)! 
5 lim e" sen x 6 lim x mtg x x0 m 


2-0 -= 


ln (1 y 14 Em (P + 303)" 
gi 1-0 
15 lim (e - 19 16 lim à 
PEST d s-o 
17 tim i! ^ 18 lim (gx o” 
Joa zizi 
19 li — (ga) 20 lim (x-2) 
a+ lali Yi 
21 lim (Qu 17** 22 lim (des 
nú a 
o AE A dt 
nanir-i x91 — lax 
25 tim fl. 26 lim —(scr-ig) 
zegi "e a ta /2Y 
27 lim (1 - 3)'^* 28 lim (1« Y^" 
tel 1. 


E. S: e 
29 lim f a4 ] 30 lim (co esc x) 
3» lim col 2xaectgx 32 lima?" 
oO aren 


33 lim (cod x -e*) 
2-0 
34 lien (Vi 4 arctg x) 


i. 
351im(lecosa]UT* 36 lil e ax)" 
ani o 


x 4 
385 |[———--—— 
a [2525 53) 
38 lim (Vi 4 58 43 63) 


s=. 


Cep. 10 Formas indererminodos e integris impróprias 635 


39 limir+cos 2% 40 lim serasi 
1-0 al YY 


41 lim (sen x =x) 


gm 


42 lim [1m (dx + 3) - 1n (3 + 4)] 


3. 


E Exercs. 43-44: Grafas f no intervalo dado e usar o 


gráfico para estimar AG 


PYTRUTT EE TET 
bx 
umae] ; [05:05] 


Exeres, 45-46: (a) Ache os extremos locais e discuta 
o comportamento de f(x) na vizinhança de x » 0, 
(b) Ache as assintotas horizontais, se cxislircm. 
(c) Esboce o gráfico de f para x > O, 


45 f(x) o x! 46 f(x) » x* 


47 A média geométrica de dois números reais posi- 
tivos a e b é definida como Va. Use a regra de 
L'Hópital para provar que 


"I ps as 


acm 


48 Se uma quantia P é aplicada à taxa de juens de 
100r % 20 ano, composta m vezes por ano, entia 
o principal, ao cabo de 4 amos, é dado por M1 + 
rm! Y**. Considerando m como um número real e 
fazendo w crescer indefiasdamente, diz-se que a 
taxa é composta continuamente. Use a regra de 
L'Hópital para mostrar que, neste caso, o quinci 
pal após t aca € Pe”. 


49 Com referência ao Exercício $$ da Seção I I, 
na fórmula da velocidade 
V(t) = (mg 1 — e 
m repeesenta a massa do objeto em queda. Ache 
lim, .,  v(r) € conclua que v(r) € apronienada 


mente propoecionalmente 30 tempo f se a massa 
é muito grande, 


am — Cálculo com Geometria Analítica Cap 10 + 
10.3 INTEGRAIS COM LIMITES DE INTEGRAÇÃO INFINITOS 


Seja f uma função contínua e náo-negativa em um intervalo 
infinito [a, œ) e lim, |. f(x) «0. Sc 1 > a, então a área A(f) sob 
[r9 o gráfico de f de a a 1, conforme Figura 10.4, é 


Alo « f! f) 


Sc lim, ... A()) exist, então o limite pode ser interpretado 


como a área da regido sob o gráfico de f, acima do cixo-x e à 
direita de x = a, conforme ilustrado na Figura 10.5. Usa-se o 


símbolo (^ f(x) dx para denotar este número. Se lim, . . A(0) = 
= «o, não podemos atribuir uma área a esta região (ilimitada) 
A parte (i) da próxima definição generaliza as 


observagóes 
precedentes para o caso em que f(x) pode ser negativa para 
algum x em (a, «). 


Dofinigáo (10.5) We ub é Mc fe Cen foto! Md pum: 
Rs nen Sa 
[1-00 ds 


Cat teni 
e fidc = lim Sa 
pe e eptes “em Yrdou c 737 Pall 
J yolanda quê o Ji uci A a 


Cena 


E lum Se f(x) = O para todo x, então o limite na Definição 
e 177 — X (10.5yii) pode ser encarado como a área sobre o gráfico de f, 
Vigura 10.5 acima do cixo-x € à esquerda de x = a (veja a Figura 10.6). 


As expressões na Definição (10.5) são integrais impró- 
prias. Elas diferem das integrais definidas pelo fato de um dos 
limites de integração são ser um número real, Diz-se que uma 
integral imprópria converge se o limite existe; o limite é então 

y o valor da integral imprópeia. Se o limite não existe, a integral 
diverge. 


A Definição (10.5) é útil em muitas aplicações. No Exem- 
Mud plo 4 utilizaremos uma integral imprópria para calcular o 
n a ^x trabalho exigido para projetar um objeto da superfície da terra 
Figera 106 a um ponto situado além do campo gravitacional da terra. Outra 
aplicação importame ocorre no estudo das séries infinitas, 


E 
ys fo) e 
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EXEMPLO 1 


Detesmine se a integral converge ou diverge; se convergir, ache 
seu valor, 


A 
(a) L pio 


SOLUGÁO 
(a) Pela Definição (10.5X1) 


o f la 


x-1 


~ im ftn E] 


- dim 75 = h zu] "don 
Assim, a integral converge e seu valor é 1. 
. (b) Pela Definição (10.5)(1), 


LI lim A 
1 x-1 1r-1 


e 1 
Lys” 


«pele, 
= lim [ln (t- 1)-In(2-1)] 
* lim In (1- 1) = 


Como o limite não existe, a integral imprópria diverge. 


As Figuras 10,7 e 10.8 exibem os gráficos das duas fungdes 
dadas pelos integrandos no Exemplo 1, juntamente com as 
regiões (ilimitadas) sob os gráficos para x = 2, Note que, embora 
os dois gráficos tenham a mesma forma geral para x = 2, podemos 
atribuir uma área à região sob o gráfico da Figura 10.7, mas não 
sob o gráfico da Figura 10.8. 


Figura 10.10 


P LÀ 


Figura 10,7 Figura 10.5 


O gráfico da Figura 10.8 apresenta uma propriedade 
interessante. Fazendo-se a regido sob o gráfico de y = 1/(x — 1) 
girar em tomo do cixo-x, obtém-se um sólido (ilimitado) de 
revolução, conforme Figura 10.9. A integral imprópeia 


- Lb. 
L "py 
pode ser vista como o volume deste sólido. De acordo com (a) 
do Exemplo 1, o valor desta integral imprópria é x - 1, ou x. Isto 
nos dí o fato curioso de que, embora não possamos atribuir uma 
área à região da Figura 10.8, o volume do sólido de revolução 


gerado pela região (veja a ^d 10.9) é finito. (Situação análoga 
é descrita no Exercício 35, 


EXEMPLO 2 


Atribua uma área à regiáo sob o gráfico de y = e”, acima do 
cixo-x e à esquerda de x = 1. 


SOLUÇÃO 


A Figura 10.10 é um esboço da região delimitada pelos gráficos 
dey=,y=0,x=1lex=1f para 1< L A área da regido 
ilimitada à esquerda de x » 1 é 
1 
ftd = tim f etde ti fer}! 
- pm. 


LI eo 


- lim (e-e)-*e-0-e 


dct 


Uma integral imprópria pode ter os dois limites de integra- 
ção infinitos, conforme definição a seguir. 


ut 


a mma ung vm ee pamm e 
á - uw A TP r 
» O- c 2 ^ 


2 ~-i 
Figura 10,11 


SRT Era w^ mer Se a é um número real 


^ 
' 
1 IL LE 


25 foa 4. Soja af fe) de 


^ deside que as s Es eiii Y dista sjan cn 
vergente. ^ 


LLL ign 


Se uma das integrais à direita em (10.6) diverge, diz-se 
então que f^ Sida diverge. Pode-se mostrar que (10.6) náo 
depende da escolha do número real a. Mostrar-se também que 
fre pão é necessariamente a mesma que lim, s 
f(x) dx (considere f(x) = x). 


EXEMPLO 3 
E | 
(a) Calcular [ 


(b) Esbogar o gráfico de f(x) = id e interpretar a integral 
em (a) como uma área. 


SOLUÇÃO 


(a) Utilizando a Definição (10.6) com a = 0, obtemos 
- 1 . 2 r. 1 
f. ine] nae: " Toni 


Em seguida, aplicando a Definição (10.5)(i), temas 


— 


- lim (arctg t — arcig 0) « 7 . 045 


p- 


Analogamente, pode-se mostrar, por mebo de (10.5 (0), que 


, | 
É: 1 FES, de 


Conscqüentemente, a integral imprópria dada converge € Vm o 
valor (3/2) + (1/2) = x. 


ANM nn A TAN TI AAA s mme aln" a m CM q 
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A P “ 
. MR —— .- 
^ a b ! 


Figara 10,12 


Pigura 10,13 


(b) O gráfico de y = 1(1 + x?) € a Figura 10,11, Tal como em 
nossa discussão prévia, a região ilimitada sob o gráfico e 
acima do eixo-x pode ser considerada como ursa área de 
a unidades quadradas. 

e 


Concluamos esta seção com uma aplicação física de uma 
integral imprópria. Se a e b são as coordenadas de dois pontos 
A e B em wma reta coordenada | (veja a Figura 10.12) e se f(x) 
éa força que abaa no ponto P com a coordenada x, então, pela 
Definição (6.21), o trabalho realizado quando P se move de A 
até B é dado por 


We ff fi) de 


De modo análogo, a integral imprópria (^ f(x) dt pode ser usada 


para definir o trabalho realizado quando P se move indefinida- 
mente para a direita (nas aplicações, usa-se a terminologia P se 
move em direção ao infinito). Por exemplo, se f(x) € a forga de 
atração entre uma partícula fixa em A e uma partícula (móvel) 


emPesec> a então f f(x) dx representa o trabalho necessário 
para mover P do posto com coordenada c até o infinito. - 


EXEMPLO 4 


Seja | uma reta coordenada com origem O no centro da Terra, 
conforme a Figura 10.13. A força gravitacional exercida em um 
ponto de / à distância x de O é dada por f(x) = kix?, para alguma 
constante k. Tomando 6.300 km para o rajo da terra, determine 
O trabalho necessário para projetar um objeto de 45 quilos ao 
longo de 1, da superficie da terra até um ponto fora do campo 
gravitacional da Terra. 


SOLUÇÃO 
Teoricamente, há sempre uma força gravitacional f(x) amando 


sobre o objeto; entretanto, podemos cogitar de lançar o objeto da 
superficie até o infinito. Pelo que precede, queremos determinar 


Wf. fi) de 


Por definição, f(x) = Mx? € o peso de um objeto que está à 
distância x de O e, então, 


45 = f(5300) = jt 
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ou, equivalentemente, 
k = 45(6.300)? = 45 - 10? - 1.786.050 
Assim, f(x) =45- 10? 1288080 
€ o trabalho necessário é 


dd dre45-10-178050 f^ de 
x 4300 X 


waf 45 10?- 


= 45 - 10? - 1.786.050 lim All 


-10° ALE 
45-10 1786050 tim | aa] 


res 


45-10? - 1.756.050 
"—— 6300 qiiaim-kg 


EXERCÍCIOS 10.3 
A 
Exeres, 1-24: Determine se a integral con ou en o 
diverge; no caso de disi. Oi. ue LEN ose "a 16 f cos xd 
a ” E a “1 “4 
1f, 35% jf PRE be nf a M fold 
|] x m 
Mont S, TU je "f cos x dt mf sen 2x dx 
I é sk -æ 
5f 5-4 os TP 2 fta 
E o 
If a sf en EM = x+18 
" i a a? À X +r- 
14 = 1 
fos "f uana Exercs. 25:28: Se f e g são contínuas e 0 x f(x) « 
g(x) para todo x em fa, w), então valem os seguintes 
f MS EX US nf —— testes de comparação para integrais impróprias: 
(x- sp? NI à M 
" O Se f g()dr converge, então f fín) de 
gf ae uf La S, S, 
V7 7o sen! x 2.4 converge. 


Gs) f Ft dedere, cto f gta) de diverge. 
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Determine se a primeira integral converge, com- 

parando-a com a segunda integral. 

ste "m 
25 —— dn : Se 


fies f ya^ 
nf La ac 
28 f e" de fet 


Exercs. 29-32: Atribua, se possível, um valor (a) à 
área da regido R c (b) so volume do sólido gerado 
pela revolução de R em torno do eixo-x. 


29 R = ((xyyk xe 10 «y s Ix) 

30 Rs (xy 210 < y < INE) 
n Ro ((xykxx40syxx V) 
I R= {kyk x280syxx 77) 


33 A região ¡limitada à direita do eixo-y e entre os 
gráficos de y =e"? e y = O gim em tomo do 
eixo-y. Mostre que se pode atribuir um volume 
so sólido resultante; ache o volume. 


34 O gráfico de y = e* para x » O gira em tomo do 
cixo-x. Mostre que se pode atribuir wma deea à 
superficie resultante; ache a área, 

35 O sólido de revolução conhecido como trombeta 
de Gabriel é gerado fazendo-se totsciosar em 
tomo do eixo-x a região sob o gráfico de y » tir, 
x = Uveja a Figura). 


(a) Mostre que a treenbeta de Gabriel tem um 
volume finito de x unidades cübicas. 


(b) Mostre que a área da superficie da trombeta 
de Gabriel é dada por 


f, 22/3) VT + (11) de, Use em teste de 


área à superficie, embora o volum da tom- 
beta seja finito, 


(c) Mostre que a deca da superficie de trombeta 
de Gabriel é dada por 


f, 0 13 Ls ( 725) dx. 


Use um teste de comparacio (veja os Exer- 
cácios, 25-28) com f(x) * BUx para mostrar 
que esta integral diverge. Assim, não pode» 
mos atribuir ema área à superficie, embors 
o volume da trombeta seja finito. 


36 Uma cspaçosave leva um carregamento de com- 
bustivel de massa m, Como medida de conser- 
vação, O capitão decide queimar combustível à 
maño de Ni) = mie gis, para uma constaste 
positiva &. 
(a) Que representa a integral imprópria 

f, Ri) dr? 


(b) Quando se esgotará o combustível? 
37 A força (cm joules) com que dois elétrons se 
repelem mutuamente é inversamente E 


geoporcio- 
tal ao quadrado da distância (em metros) entre 
eles. Se, na Figura 10,12, um elétron é fixo em 
A, ache o trabalho realizado se outro elétron é 
repelido ao longo de |, de em posto B que csti a 
1 metro de A, até o infinito. 


38 Um dipolo elétrico consiste em cargas opostas 

por uma pequena distância d. Suponha 

que xs cargas +q € —q unidades estejam Jocah- 

zadas em uma reta cocedemada la Id e id, 

respectivamente. (veja a figura) Pela lei de 

Coulomb, a força líquida que atua eem sma carga 
unitária de -1 em x > 1d é dada por 


--— --—-— 9 
fu) "HU Troia 


para uma constaste positiva k se a > 1d, ache o 
trabalho realizado 20 mover a carga unitária ao 
longo de | de a até o infinito, 


` 


39 A confiabilidade R(1) de ue produto é a proba» 
bilidade de ele não exigir reparos por ao mesos 
t amos, Para elaborar um certificado de garantia, 
wm fabricante deve conhecer o tempo médio antes 
do primeiso reparo de um produto, Este tempo 


médio é dado por f. (-0R (0) dt. 


us Para multos produtos de primeira qualidade, 
Rif) tem a forma e! para uma constante 
positiva &. Ache uma expressão, em termos 
de k, para o tempo médio de serviço ames 
do prismeiso reparo. 
(b) É possível fabricar um produto para o qual 
R(r) = 141 + 19? 

40 Usa quantia € depositada em uma conta que paga 
juro a 8% por amo, composto continuamente (veja 
o Exercicio 48 da seção 10.2). Daqui a T anos, © 
disheiro será retirado à taxa de fluxo de capital 
poro obse bosco 

do indefinidamente. Para a renda futura a ser 
gerada a esta taxa, a quantia minima A que deve 
ses depositada, ou seja, o valor afit! do fluxo de 
capital, € dada pela integral imprópria A = 
J? Ke0, Ache A se a renda desejada daqui à 
20 amos é 


(a) 12.000 wsidades monetárias por aao. 
(b) 1200000 unidades monetárias poe ano, 
41 (a) Use a integração por partes para estabelecer 
a fórmula 


feet a fe et t 


Pode-se mostrar que o valor desta imegral é 
vnm. 


(b) O simero relativo de molécelas de gás em 
um recipiente que viaja a uma velocidade de 
v cms pode ser determinado pela velocidade 
de distribuição F de Maxwell-Boltzmann: 


Fi») - epe mnn, 


onde T é a temperatura (em "K), m é a massa de 
uma molécula e c e k são constantes positivas. A 
constante c deve ser escolhida de modo que 
f, dv = 1. Use (a) para expressas c em termos 
dek Tem. 


10 Formas indeserminadas e 643 


aa 
certas equações diferenciais. A 
para, Dido de dan ção da 
por 


FAO) = £ ficos ax de 


para todo número real s para o qual a integral 
imprópria seja convergente. Ache F [e] para 
a>0 


Exercs. 43-48; Na teoria das equações diferenciais, 


sc f é ema função, então a transformada de Laplace 
L de f(x) é definida por 


fi) - f efi) de 


para todo sámero real s para o qual a integral 
imprópria seja convergente, Ache L[Mx)] para a 
fo) dada. 


31 Mx 45 co x 
46 ses x nc 48 sen ax 
49 A função gomma T é definida como 
Ký) arte de 
para todo real positivo m. 
(a) Determine F(1), (2), e 13). 
(b) Prove que Tín + T) Tin), 


(e) Use a indução matemática para peovar que, se 
n é um inteiro positivo, então Pía + 1) = nº 
(Isto mostra que os fatorisis são valores 
especials da função gamma.) 

50 (Ref. Exercicio 49.) As funções dadas por f(x) = 
cade“, com x > 0 são chamadas distribuições 
gamma e desempenham papel relevante na teoria 
das probabilidades, A constante € deve ser euo 
Móda de modo que f! f(x) di 1. Expresse c em 
termos das constantes positivas & e u e a função 
gamma F. 

El Exercs, 51-52: Aproxime a integral iespeópria fazen 


do a substituição u = i/r c aplicando então a resa 
de Simpson com a = 4, 


sf Las de af Ml, 


P LIT 


EFESE 222:2222 2 Eccc clcccclbo ol o c 4 L X 
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104 INTEGRAIS COM INTEGRANDOS DESCONTÍNUOS 


Sc f é contínua em um intervalo fechado [a, b], então, pelo 
Teorema (5.2), a integral definida f f(x) dx existe. Se f tem 
uma descontinuidade infinita em algum número do inter- 
valo, ainda assim será eventualmente possível atribuir um 
valor à integral. Suponhamos, por exemplo, que f é não- 
negativa no intervalo semi-aberto (a,b) e que 
lim, „p f(x) e œ. Se a<1<b, então a área A(/) sob o gráfico 
de f de a a t (veja a Figura 10.14 na próxima página) é 


A(O = ff) de 


Se lim, „p A(f) existe, então o limite pode ser interpretado como 
a área da região ilimitada sob o gráfico de f, acima do cixo-z, 
è enire x = à è x = b. Denotaremos este número por f^ f(x) dx. 


Para a situação ilustrada na Figura 10.15, lim, a+ f(x) = 0, 
e definimos f f(x) d como o limite de f^ f(x) dx quando t — a", 


' + 


Dro... 


Figura 10.15 
Estas observações motivam a seguinte definição. 


Dofinição (10.7) 


Definição (10.8) 


> 


+ Tal como na seção precedente, as integrais definidas em 
(10,7) são chamadas integrais impróprias, elas convergem se o 
limite existe. Os limites são os valores das integrais impróprias. 
Se os limites não existem, as integrais impróprias divergem. 


Outro tipo de integral imprópria se define como se segue. 


ESA deni unà descoalínuidade d ait zoo c do laor 
valo aberto (a; D), mas é contíaua em todo outro y ponto de™ 


eren isto fresa veil ias BA or uid 
E 3 er OS Ph 
rd x 


«Dl ns 
E e ad ; 
mac IO. convergem, então o valor da . 
V [ J( dx é a soma dos dois valores, 


A Figura 10.16 é o gráfico de uma função que satisfaz as 
condições da Definição (10.8). 


Vale definição análoga a (10.8) se ftem um número finito 
de descontisuidades em (a, b). Por exemplo, suponhamos que f 
tenha descontisuidades em c, € c, com e, < c, sendo contínua 
em todo outro ponto de [a, b]. A Figura 10.17 ilustra una 
possibilidade. Neste caso escolhemos um número k entre c, e c, 
e expresamos f^ f(x) de como uma soma de quatro integrais 
impróprias sobre os intervalos fa, c). [c,, A), [£, c] e [cs b), 
respectivamente. Por definição, f f(x) dx converge se e somente 
se cada uma das quatro integrais impróprias na soma converge. 
Pode-se mostrar que esta definição € independente do número k. 


Figura 10.17 


— — 


Finalmente, se f é contínua em (a, b) mas tem descooti- 
nuidades infinitas em a e b, então novamente definimos 


f fx) dx por meio de (10.8). 


EXEMPLO 1 
Caleular f A4 
SOLUÇÃO 


Como o integrando tem uma descontinaidade infinita cm x = 3, 
aplicamos a Definição (10,74%) como segue: 


fies dr tim JE Il 
* lim[ 5-2), 
= lim (=2/5=7 + 2/3) 
d 


2022/3 = 2/1 


EXEMPLO 2 
Determinar se a integral imprópria f^. de converge ou diverge. 
SOLUÇÃO 
O integrando não é definido em x = O. Aplicando (10.7Y(ii), 
obtemos: 
HM à» é : 
f, y 47 imf ade lim [in], 
- lim (0 = Ind) - « 
1 


Como o limite náo existe, a integral imprópria diverge. 


EXEMPLO 3 


4 
" , " 1 
Determine se a integral imprópria f. =P ap converge ou 
diverge. 
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SOLUÇÃO 


O integrando não é definido em x = 3. Como este número está 
no intervalo (0,4), utilizamos a Definição (10.8) com c = 3: 


E: WC NC 
fraise, asp tnl ze 


Para que a integral à esquerda seja convergente, ambas as 
integrais do membro direito devem convergir. Equivalentemente, 
a integral à esquerda diverge se uma das integrais à direita 
diverge. Aplicando a Definição (10.741) à primeira integral à 
direita, obtemos 


P | 
Í, trote Dm J, (x=3)3 pt 


d 


Assim, a integral imprópria dada diverge. 


É importante motas que o teorema fundamental do cálculo 
nio pode ser aplicado à integral no Exemplo 3, pois a função 
dada pelo integrando não é contínua em [0,4]. Se tivéssemos 


aplicado (incorretamente) o teorema fundamental, teríamos 
obtido 


Este resultado é obviamente incorreto, pois o integrando sunca 
é negativo, 


EXEMPLO 4 


Calcular nat 


SOLUÇÃO 


O integrando não é definido em x = -1, que está no intervalo 
(2, 7). Assim, aplicamos a Definição (10.8), com c = —1: 


1 1 4 1 
Er da! ¡tl das 
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Investigamos a seguir cada uma das integrais no membro direito 
desta equação, Aplicando (10.7)(i) com b = -1 vem: 


- lim 1 


a 1 
f, tes pa de= in Ds ds 


- lim [os], 


e 3 lim ee mo -t1 yo] 


= 40+1)=3 
Analogamente, aplicando (10.7)G1) com a = —1, obtemos 


». 74 
Frisia de" m f, pat 


= lim pen), 


= 3 tim [8-6 1^] 


- 32-0)-6 


Como ambas as integrals convergem, a integral dada converge 
€ tem o valor 3 + 6 = 9. 


Uma integral imprópria pode ter tanto uma descontinuidade 
no integrando como um limite de integração infinito, Estudam-se 
integrais deste tipo expressando-as como somas de integrais 
impróprias, cada uma das quais tem uma das formas y previamente 
definida. Para ilustração, como o integrando de f, (1X) dx € 


descontinuo em x = 0, escolhemos qualquer número maior do 
que () — digamos 1 — e escrevemos 


[Atl qe qe 


Pode-se mostrar que a primeira integral à direita da equação 
converge e que a segunda diverge. Logo (por definição), a 
integral dada diverge. 


> io APS pa a 
rio a Tv » pe iaceo TD ^ 
"ie gii s eto mesi le Eon, 


A niai: nÃ£o 
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Integrais impróprias dos tipos considerados nesta seção 
surgem em problemas de aplicação física, A Figura 10.18 é o 
desenho esquensático de uma mola com um peso anexo, que 
oscila entre os pontos de coordenadas —e € c ao longo de uma 
reta coordenada-y (para clareza, o cixo-y foi colocado à direita). 
O periodo T é o tempo necessário para uma oscilação completa 
= isto É, duas vezes 0 tempo necessário para percorrer o intervalo 
l-e, c}. O próximo exemplo mostra como surge uma integral 
imprópria quando procuramos estabelecer uma fórmula para T. 


Figura 10.18 


EXEMPLO 5 


Denotemos por (y) a velocidade do peso na Figura 10.18 quando 
ele está no ponto de coordenada-y em [-c, c). Mostre que o 
período T é dado por 


Ne | 
Tef o 
SOLUÇÃO 


Particionemos [-c, e] na mancira usual e denotemos por Ay, = 
Y, — Ya 2 distância que o peso percorre durante o intervalo de 
tempo 44, Se w, é um número arbitrário no subintervalo [y, „ 
Jj. em v) € velocidade do peso quando ele está no ponto 

de coordenada w, Se a norma da partição é pequena c sc 
admitimos v uma função contínua, então a distância Ay, pode 
ser aproximada pelo produto v(w,)A, , isto é, 


Ay, e v(w,) A, 
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Logo, o tempo necessário para o peso percorrer a distância Ay, (0 Se fana converge, estão fie forças de atrito, a velocidade v do peso é ama 


pode ser aproximado por solução da equação difesencial 
1 »" y K mL, ty o 
Y Gi) Se f fa) dc diverge, então f six) de nd 
a : (a) Use a separação de variáveis (veja a Seção 
€, portanto, diverge. 7.6) para mostrar que v? = (ime — y). 
Testes análogos valem para a contimuidade em (Sugestão: Recorde que, pelo Exemplo 5, 
7-20 =2 27550 fa, b) com oma descontinuidade em x = b. we) = vx) = 0) 
r M) Delérmiae se a primeira integral converge ou (b) Ache o período T da oscilação. 
diverge, comparando-à com a segunda integral, 
Considerando o limite das soenas à direita e aplicando a definição : “u ri IPASE EASE Ta yan 
de 3 senx E E m anexo a uma a 
integral definida, conchuímos que nf t dr, foge eo q el lo at 
* 1 de ceras forgas de atrito, a velocidade angulos v = 
reif o4 » setas Za idt é uma sedação da equação diferencial 
o 
Note-se que v(c) = 0 e »(-c) = 0, de modo que a integral é ES TALI 
imprópria. y ph a EE XS 
0-27 e (x- 24 cade g é uma constante gravitacional, 
e M si (a) Se v » O em 0 = aB, use a separação de variáveis 
a Re tem fo za de para mostrar que 
EXERCÍCIOS 10.4 
Exercs. 3-36: Ache todos os valores de a para os v «Des 0 cos 0) 
Exeres, 1-30: Determine se a integral converge ou f. P quais a integral converge. 
diverge; se convergir, sche o seu valor. 17 ande 18 b tg! x dx (b)O periodo T de pindelo é o dobeo do tempo 
f 1 f 1 as fd 36 f i dna de "repere iere vd aa 
1 de 2 de 1 T pela integral imprópria 
ud v MEL nf Iit Exeres, 37-40: Attibus, se possível, um valor (a) à 
L] x t área da regido R c (b) 20 volume do sólido gerado 
JE d rer ru an(-—aa nf 1 pela revolução de R em tomo do eixo-x. 
265-5644 Ve (in x)? 37 R= (1, y 05 x 10 a y s INT) 
e 
sf sec? dr V 6 f Se de nf jota 4 f secx dr 38 Re (x,y 0x « 10 y « AT) 
1 fede 8 " y de 39 R = ((x, ye -4 «x«40sys Ux «4) 
0(4 -x) ^? as f 22 x 40 R= (x, y): 1 «xe 20% y a Ma 1) 
q x} O RI dài z f y its 
(a 10 f —a 1 E 3 141 Obtenha uma aproximação de f. “> de fazen- 
9(4 - xp? 133-1 P e^ 28 Um do a substituição u = VE e aplicando a regra do 
x trapézio com n = 4, 4S Quando uma dose de y, miligramas de wn 
PAP nf e ar » q remédio é injetada ma comente sanguínea, O 
A (xs 1) 1 19 E — «a "Tí EL EE) 42 Aproxime e y 4 mmowcado a desconinuidade tempo médio T que ema molécula permanece mo 
- em XA + 
nf s o u Lodi nen j em x = De aplicando a regra de Simpson com an = 4, sangat é dado po T = (Vy) f^^ 1 dy para o tempo 
Vg 2V4 e Exeres, 31-34: Sejuen f € g contínuas e O < f(x) < 43 (Ref. Se o peso da Figura 10.18 tem t em que ainda estão presentes y miligramas. 
ese mamen cido oem Sy m ch purum cmt poa 
xa : 
is fita 16f td sester de aopepnraçõos à msn ma 0j BM om ét ih explique por que a integral para Té iesqeípria 
4 AS 
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(b) Se x é a meis-vida do remédio no sangue, 


mostre que T e vin 2 


46 Ha ciéncia da pesca, a colegio de peixes que 
resultam de uma reprodução amual € conhecida 
como um coorte. O número N de peixes ainda 
vivos após t anos é dado em geral por uma função 
exposencial, Para o hadoque do Mar do Norte, 
enem o tamanho Ny inicial de uma coorte, N « 
Ny" A esperara média de vida T (em anos) 


10.5 EXERCÍCIOS DE REVISÁO 
Freres, 1-16: Ache o limite, se existir. 


) manie 1) 


5 lim 
. 0 


9 tim (1 = Zeta 


n lim (1 « SU? 
EI) 


13 Him (e! y 


Vxeres, 17:28: Determine se a integral converge 


Per 


8 lim cosxincosx 


x (iy 


10 lim are tg x esca 
o 


n lim (1a. ^! 
xl 


imi diverge; se convergir, ache scu valor. 


GM 
UN 


i8 f7 e de 


em uma coorte é dada por T= (LIN) f rdN para 
0 tempo 1 em que precisamente N peixes ainda 
estão vivos. 


(a) Ache o valor de T para o badoque do Mar 
do Narte. 


(b) É possível haver uma espécie tal que N = 


NA(1 + KN) para alguma constante positiva 
k? Em caso afirmativo, determine T para tal 
espécie. 
9 4 o 
if 3:4 20 f, sends 
1 9 1 
n f de 2 Pra 
em M la 
o Lt 
sf piat uf ud de 
2 f 19 a. 28 f oct 
Exeres. 29-30: Aproxime a integral imprópria fa- 


zendo a substituigho w = 1/x e usando a regra de 
Simpson n = 4. 


»f ela 3 (7 E sen de 


31 Ache lim, fic) se fix) = fr Gen ^ d 
€ gx) » x. 


MA integral do ero de Gauss erf: 


(s) = (QN), es? da tem larga aplicação na 
teoria da probabilidade, Goza da propriedade 
especial lim, ... erf(x)=1. Ache 

li, PP - ect(x)]. 


EL y T A Ñ 
A, > 


A 


< 


em 


Teo 
IY 
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APÊNDICE 


| INDUÇÃO MATEMÁTICA 


Principio da indu 
matemática " 


O método de prova conhecido como indução matemática pode 
ser usado para mostrar que certas afirmações ou fórmeolas são 
verdadeiras para todos os números inteiros positivos. Por exemplo, 
se n é um número intciro positivo, denotemos por P, a afirmação 


Gyr = ey 
onde x c y são números reais. Assim, P, representa a afirmação 
(y)! « x*y', P, denota (y » xy, P, € (y) my etc. É fácil 
mostrar que P^, P, e P, são afirmações verdadeiras , Mas, como o 
conjunto de números inteiros positivos é infinito, toma-se impossível Ţ 
verificar a validade de P, para todos os números inteiros positivos. 
A prova de que P, é verdadeira requer o principio seguinte. 


E. nei 


Para compreender melhor este principio, consideremos 
uma coleção de afirmações 


E A PORN A 


que satisfazem as condições (1) e (ii). Por (i), P, € verdadeira. 
Por (ii), sempre que uma afirmação P, é verdadeira, a próxima 
afirmação P,,, também é verdadeira. Como P, é verdadeira, 
P, também o é, por (ii). Mas, sc P, é verdadeira, então, por (ii), 
vemos que também o será a próxima afirmação P,. Mais uma 
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vez, se P, € verdadeira, estão P, também o é. Continuando desta 


maneira, pode-se argüir que se n é um inteiro particular, então 
P. é verdadeira, pois podemos usar a condição (H) passo a passo, 
atingindo eventualmente ^, Conquanto este tipo de raciocínio 


não prove efetivamente o principio da indução matemática, 
certamente a torna plausível, O princípio é demonstrado em álgebra 
avançada por meio de postulados para os números inteiros. 


Ao aplicar o principio da indução matemática, sempre 

seguimos os dois passos abaixo: 

Passo 1 Mostrar que P, é verdadeira. 

Passo2 SuporP, verdadeira, e provar então P, , , também 
o €. 

O passo 2 costuma causar confusão. Note que não 
provamos que P, é verdadeira (exceto para km 1). Em lugar 
disso, mostramos que, se P, é verdadeira, então a afirmação 
P,,, também é verdadeira, Chamamos hipótese de indução a 
suposição de que P, € verdadeira, 

EXEMPLO 1 


Prove que, para todo inteiro positivo a, a soma dos n primeiros 
inteiros positivos é : 


nn + 1) 
2 


SOLUÇÃO 
Se n é um inteiro positivo, denotamos por P, a afirmação 


142434 rn ÉEN 


Veja alguns casos especiais de P. : 
Se n= 1, ceto P, € 
12 EOD iso é, T 


Se n= 2, então P, é 


142,221); isto é, 3=3 


Se n = 3, cilio P, é 
14243-2020; isto é 6=6 
Se n = 4, então P, é 
10203440 820, isto é, 10 = 10 


É desnecessário (embora possa ser instrativo) verificar a validade 
de P, para vários valores de m, como fizemos. Basta aplicar o 
processo dos dois passos que antecede este exemplo. Procede- 
mos, pois, como segue: 

Passo 1 Fazendo m = 1 em P então o membro esquerdo 
contém apenas o número 1 e o membro diseño é 122, que 
também é igual a 1. Logo, P, é verdadeira, 


Passo 2 Suponha que P, é verdadeira, A hipótese de 
indução é 
142036 + ku EN 


Nosso objetivo é mostrar que P,,, é verdadeira — isto é, 
+1f(k + 1) +1 
162634 A 


Pela hipótese de indução, já temos uma fórmula pam a 
soma dos k primeiros inteiros positivos. Logo, para achas uma 
fórmula para a soma dos k + 1 primeiros inteiros positivos, basta 
adicionar (k + 1) a cada um dos membeos da hipótese de indução 
P, Obtemos assim 


162436 Mr que) 


Mk+1)+ 20k +1) 
2 


Fatorando o sumerador mediante grupamento de termos: 
1424354, +k+[(k+ 1)- Eee 


u.c D[(e1)s1]. 
2 
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Mostramos que A ad en ta 
matemática está completa. 


Seja j um imteiro positivo, e suponhamos que a cada 
inteiro n = jesteja associada uma afirmação P^. Por exemplo, 
se j= 6, então as afirmações são rotuladas Po P, Pi... O 
princípio da indução matemática pode ser estendido de forma 
a abranger também esta situação. Para provar que as afirma- 
qões P, são verdadeiras para m x j, consideramos os dois 


passos seguintes, da mesma forma como fizemos para n = 1. 


Estonsho do princípio da 

Indução matemática para 

Pak a) 
EXEMPLO 2 
Seja a um número real diferente de zero, tal que a > -1. Prove 
que 

(L+af »1«na 
para todo inteiro m = 2. 
SOLUCAO 
Para cada imeiro positivo n, denotemos por P. a desigualdade 
(1 +a)" > 1+ na. Note que P, € falsa, pois (1 + a)' = 1+ (1a). 
Todavia, podemos mostrar que P, é verdadeira para n 22, 
utilizando a extensão do princípio da indução com j= 2 
Passo 1 Notemos primeiro que (l+a=1+20+04, 
Como a » 0, temas a? O edad, ou 
(1* af »1222a. Logo, P, é verdadeira. J 
Passo2 Suposhamos P, verdadeira. Assim, a hipótese de 
indução é 
(l +a >1+ka 
Queremos mostrar que P, ,, é verdadeira — isto é, 
(eat! > 1+{k+1)a 


e 2 


Como a » -1, vemos que Ì +e > 0. Logo, multiplicando por 
14 a ambos os membros da hipótese de indução, o sinal da 
desigualdade não se altera, Esta multiplicação conduz às seguin- 
tes desigualdades equivalentes: 


(140) (1 +a) > (15 ka)(1 +a) 
a (1*af** > 15 4asa ka 
(1 ay*! > 1+(L+ 1)a ka? 
Como hr” > 0, 
| I (k* 1)a «Ao! > 1+(£4 1)a 
€, portanto, (Leaf! > 14 (k* 1)a. 
Assim, P, , , € verdadeira e a prova está completa. 


—————————— 


EXERCÍCIOS 
Exeres, 1-22: Prove que a afirmação é verdadeira iau. 2 
para todo inteiro positivo m. 1.2 2:3 3.4 M" "TT S T 
1 244464... «2n n[n + 1) ( Y i 

ai REM SIE NEM ETA” 
2 144470... 6 (Mom 2)= 24-10 

2 Mn) 
3 143659... (n- l)e 5? o 7 Ain * (n +2) 

Ny 

4 3694159... (6-3) 3 D3«3 3. *-Nr- 0 
$ 2474125. (n - 3) nfs - 1) CELERE ERT n - 1 - nhe - 1) 
6 246+18+..+2.3 1.921 marr 
T 142-243 Petra a MY 


17 152435. nein v 19 
$ CI «(P (yo... 


ny. arzt 


"NEL ins 1) 


2 
10 Da 26 agudo EI 


9 Po Pes. se ce ch co fg 


19 3 é um fator de a -m +3, 
20 2 € um fator de nº + a. 


| 


21 4 é um fator de 5" = 1. 31 Prove que se a € um inteiro real maior do que 1, 
i então a > 1 para todo inteiro positivo r, 
22 9 é um fator de 10" * * + 3. 10^ +5. 32 Prove que 


Exercs, 23-30: Ache o menor inteieo positivo j pura o PAP ode Hd 
qual a afirmação é verdadeira Use a extensão do principio E 
da indugio matemática para provas que a fórmula é para todo inteiro positivo n e todos os reais a e 


vendadeira para todo inteiro maior do que j. r com rel. 
Bassa! TERET PT 33 Prove que a= b é um fator de a" - b^ para todo 
intcito positivo n. 
25 S+log nsn 26 £4 «2^ per pr Ea í Figura 1 
27 Yan 28 10" « 4^ M Prove que a + b é um fator de a?7? + b?! para | 
29 224 2a 2" 30 nlog, n+ 20x -—- ii Teorema (2.8) Se añabos lm Ji) e lim gl) existem, então, us 
ndun td ITO 
II TEOREMAS SOBRE LIMITES, DERIVADAS E INTEGRAIS LE pm : m, fe) lim gi») 


e) Me [fshi fi): in a 
EN uy eit eit HT a fu 


[^3 is up a ie in| 05 LI TS ula Me do -0 


Jen ol E Rn S] xa 


Este apêndice contém ss demonstrações de alguns teoremas 
_ enunciados no texto. O sistema de numeração corresponde ao 
“gas capitulos prévios, 


Teorema da Unicidade para eo ett co AND le é $ á Áo WE E 


lim, .., six) = M. 
DEMONSTRACÁO (i) De acordo com a Definição (2.4), devemos mostrar que, 
Suponhansos lim f(x) =, e lim f(x) = L, com L,” L. 3 para todo « > 0, existe um 8» O tal que 
- =L, com L a L 

- V acra : $ : (1) SeO«l-a| «5 então |f) + x) - (L + M) < « 
Podemos admitir que L, <L, Escolhamos e tal que Comecemos por escreves 
«<UL,-L,) e consideremos os intervalos abertos 1 ^ a: -L Mi 
(L,-€,L,+e) € (L,-€,L,+€) na reta coordenada F (veja | 4 9 oss Ci» 0-0 + (009 = MA 
Figura 1). Como « « KL, -L,) estes dois intervalos mio se E Utilizando a desigualdade do triângulo 
interceptam. Pela definição (2.5), existe um 5,» 0 tal que, t p+dsihi+ id 
sempre que x está em (a - 5, a «5,) e x «a, então f(x) está em i para quaisquer reais b e c, obtemos 
(L, - €, L, + €). Analogamente, existe 5, > O tal que, sempre que 3 
x p eni (a-ö atd) e din entáo f(x) está em to) = £) + Leo) - M s lfa) = 14 + Loba) - M 
(L,— €, L, « €). Veja ilustração na Figura 1, com 8, «5, Se Combinando a última desigualdade com (2), obtemos 
escolhermos um x que esteja simultaneamente em -(L- -L )-M| 
(a-5,0+5) e (a-ö a+) então f(x) estará em ES e you Meo Vie 
(L, -4,L, + e) e também em (L, - €, L, + €), contrariamente so E Como lim f(x)=1 e lim g(x) = M, os números [f(x) q 
fato de que esses dois intervalos não se interceptam. Logo, nossa f e |g(x) - M] podem tomas-se arbitrariamente pequenos 
suposição original é falsa e, conscqüentemente, L, = L, quu escolhendo-se x suficientemente próxinso de a. 


| 
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Em particular, eles podem tormar-se menores do que e/2, 
Assim, existem 6, > 0 e à, > 0 tais que 


Se 0 « x - a| « 5, então |f(x) - L| < 4/2 e 
(4) SeO«]c— a| «5, então |g(x) - Mi < €/2. 


Denotando por 5 o menor dos dois números & , € 5, então, sempre 


que 0 « [x ~ a] « 8, as desigualdades em (4) envolvendo f(x) e 
elx) são ambas verdadeiras, Conseqúentemente, se 
0 € ik - a| « , então por (4) e (3), 


Uia) + gt) - (. + MO] < «2 + «2 == «2 
que é a afirmação (1). 
(i) Mostremos primeiro que, se k é uma função e 
(5) Se lim Mx) = 0, então lim Six) Mx) = 0. 


Como lim, | f(x) =L, segue-se da definição (2.4) (com 


€ * 1) que existe um 5, >0 tal que se 0 < [x ~ a] < 5, então 
Uie) - L| < 1 e daf também 


tcl Mo) - 1 1 s Lf) 2] i] <1 + 
Conseqüentemente, 
(6) Se 0<|=0]<8,, então [fU] < (1 + YD Ko 
Como lim k(x) = 0, para todo € > 0, existe um à, > 0 tal que 


I, 


0) Sc0«[c- o| «5, então f(x) - Q1 «ir 


Denotando por 3 o menor dos números 5, e à, então, 


sempre que 0 « [x - a] <d, ambas as desigualdades (6) e 
(7) são verdadeiras e, conseqienemente, 


Mee) + Fig 
Portanto, 
Se 0 « | — a] « 6, então |f(x) k (x) - 0| <e, 
9 que prova (5). 
Consideremos em seguida a identidade 
(8) fdgie) - LM = Jigi) - M] + MifG) - L). 


vos Ub dE e cci Vif a 


£- 


4 


E eN 


ço 
¿A 
mme 


IST 


Como tim [gx) - M]=0, segue-se de (5), com 

Mx) = =g) - -M, que lim fixit) - -M]=0. Além disso, 

lim Mif) - 1] «0 c então, por (8), im E) gx) - -LM) 

=, A última afirmação é equivalente a lim f(x)g(x) = LM. 
(UI) Basta mostrar que lim Vix) = UM, porque, feito isto, o 

resultado. desejado «pode scr obtido aplicando-se (ii) ao 

produto f(x) - REL Em 

"a x|“ E ris - 

Como Jim g(x) = M. existe um 5,>0 tal que se 


D<k- d «8, então (x) - Mi < M12. Conseqüentemen- 


le, para todos esses x, 
[em lee) + (M - 09] 
s [gio] «1M - g(x) | 
«Ig «Mp 
e, portanto, 


IM Lud. 

2 <1gl)], ou icol * M 
Levando na equação (9) obtemos 
(10) lii; a| * jr 1 tl desde que Oche ~a] <8, 


Novamente, como lim, |. &(x)« M, segue-se que para todo 
€ > 0, existe um ô, > O tal que 


(11) Se 0 <he- a «8, então lst) -a <P e, 


Denotando por d o menor dos números $, e 5,, então ambas as 
desigualdades (10) e (11) são verdadeiras. Assim, 


Se 0 «|x - a | « 5, então 


souls 


9 que significa que lim, |, 1gtx) = M. 


— —Da- —————— À 


Se a» 0e n é üm inteiro positivo, ou se a «0 e m é um 
intéiro positivo ímpar, então 


ons fim V Va 


a. 


DEMONSTRAÇÃO 


Sejam a > Ô e n um inteiro positivo, Devemos mostrar que, para 
todo € >0, existe um & > O tal que 


se 0 «|x-a|«5, então |Vx - Val<e, 
ou, equivalentemente, 
(1) Se-5bex-a«b e x»a, entlo-e< Vx - Va <e 


Basta provar (1) se € < Va, porque, se existe sob esta condicio, 
então o mesmo 5 pode ser usado para qualquer valor maior que 


€. Assim, no restante da prova, Va ^ € é considserado um mümero 
positivo menor do que é. São equivalentes as desigualdades 
abaixo: | 


-e< Vr - Va «« 

Va -e«Vx «Va «« 

(Va - e «x «(Va «ey 
(Va - Y -a«x-a«(Va + -a 
-[a - (a - ey] «x-a«(Va «ey -a 


Se b daoa o menor dos dois últimos números positivos 
a (Va -« e (Va + €y- a, então, sempre que -h ex -a«, a 
última desigualdade ma relação é vendadeira e, por conseguinte, 
também o é a primeira. Esto nos dá (1). 
Suponhamos em seguida a «(c^ um imeiro positivo 


impar. Neste caso, = a € V-a são positivos e, pela primeira parte 
da demonstração, podemos escrever 


lim V-x = V-a 


LL 


Assim, para todo « > O, existe um 5 > 0 tal que 
se 0«]-x - (-a)| «5, entáo | V-x - V-a |« «. 


PARE PA IIA 


TETAS TEN 


EI 


Ur) 


AS 


“Teorema do sanduiche” 


(2.15) 


Teorema (2.18) 


o O. 


ou, equivalememente, 


se 0«|x-a]«5, ——— 


As últimas desigualdades implicam lim, | 


gogiçodo e, exco possivelmenta para o próprio 6; 
"Se lim FO e M MATS, tis go) então tim Mx) -L 


Seja $6) x Ma) x gx) para todo X eai um intervalo aberto 3] 


DEMONSTRAÇÃO 
Para todo € > O existem um 5, > 0 e b, > 0 tais que 


SeO<|x-al<bdrembo| fie) - £| <a, e 


a) Se 0 «|x - a |< z, ento Le(x) - L| < «. 
Denotando por 6 o menor dos números 5, e ð, então, sempre 
que Q«|x-a|«5, ambas as desigualdades em (1) que 
envolvem « são verdadeiras; isto é, 


-e«f()-L«« e -«egix)-Le« 


Conseqilentemente, se O<|[x-a[<b, então L-e<fli) o 
gl) <L + «. Como f(x) < hix) « gix), se 0 «|x - a «6, então 
L - «€ « h(x) « L + e ou, equivalertemente, | h(x) =L | < e, como 
queriamos provar. 


oA Eum plenera cional ps e c é um nt ve 
então ~ 
TEONA qo 


DEMONSTRAÇÃO 
Para aplicar (2.16) na demonstração de que lim (c/*) 0, 


devemos mostrar que, para todo € > 0, existe um número positive 
N tal que 


[= < e sempreque x» N. 
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leorema (2.24) 
/ 
to Am 
LI r I 
A — 
de b X 


——4-4+— — 
fum» nU 


Vigura 2 


Lb 


E 


Se O, qualquer > sr Sec ai quitdeipaldids 2 
seguintes sáo equivalentes para x » 0: E. 


|ž-0 «€, EF, papo el, ME 


A última desigualdade nos dá uma chave para a escolha de N, 2 
Fazendo N = (| c 10%, vemos que, sempre que x » N, a quarta E. 
desiguzldade 


DEMONSTRAÇÃO ER 
A função composta f(g(x)) pode ser representada geometrica- -A " 
mente por meio de trés retas reais |, Fe P", conforme Figura 2. * ) 
A cada coordenada — x na reta | corresponde à coordenada ` AN 
gx) em f e, por sua vez, f(g(x)) em ". Queremos provas que ^ 
f(x) tem o limite f(b) quando x tende para c. Em termos da E. 


Definição (2.4), devemos mostrar que, para todo € » 0, existe E 
um à >0, tal que : 


(1) se0«|x - c| «8 então | figi) | - fh) | « e. 


Comecemos considerando o intervalo (f(b) - €, f(b} + €) em HS 1 
[", exibido na Figura 3. Como f é contínua em b, — 155 
lim, p f(z) = f(b) e então, conforme ilustrado na figura, existe E 
um número à, > 0 tal que Eu 


Q) se|z- b|» 5, então | fie) - f(b) | « «. 


b~ e-b A m cra !' E vd 
pu 

de S 

[=== — s 
r-e SOS py QU bos, bos() ara" By 
Figura 3 Figura 4 ES 
qa 

E 

p 

[^ 
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Teorema (3.148) 


Em particulas, fazendo z = g(x) em (2), segue-se que 
O) se|gix) - b| «5, então | f(x) - f(b)] « «- 

Em segu ida, voltando nossa atenção para o intervalo 
(b = 8,548) em lc usando a definição de lim, ., glx) = =b, 
chegamos ao fato ilustrado na Figura 4 — E 
tal que 
(4) se0<|x-c|<d, então | gà) - b] «5, 


Finalmente, combinando (4) c (3), vemos que 
se 0 « [x - c | « 5, entào | f(x) = f(b)] <e, 
que é a conclusão (1) desejada. 


EZ 
Pela Definição (3.5) 
+h" - x 
£0)- lim rape 


Consideremos a identidade 
wt -Y n (uv)! sss 
Se u » v, então 


i^. v!) 


av I ——. 
A A LL 


¿Fazendo u = (x + h)™ e y = x^, obtemos 
(xs hos 
ix «h)-x 


1 
(x thy (x « hy” bit (xr h) mm ma x^ 


Fazendo h — 0, temos 
1 
A A a a DR a, ain 


€— rÀ2 1 


my 


a 
então a de definida por TANT tem 


ade ira gs 


Se y = f(x) e Axo 0, então a diferença entre a derivada f'(x) e a 
razão AyíAx é pequena numericamente, Como esta diferença 
depende do tamanho de Ax, representá-la-emos pela notação 
v Ax). Assim, para cada Ax « 0, 


q nha) = ^ a fi) 


Note que v( Ax) ndo representa o produto de y e Ax, mas afirma 
que n é uma função de Ax, cujos valores são dados poe (1). Além 


disso, aplicando (3.27), vemos que 
a) lim n(A) « lim (à - rm )-0 
su) ta 4 


A fangáo n foi definida apenas para valores de Ax diferentes de 
zero, Convém estender a definição de n de modo a incluir 
Ax = 0, fazendo n(0) = O. Segue-se então de (2) que n é contínua 
em 0. 


Multiplicando ambos os membros de (1) por Ax e redis- 
pondo os termos, obtemos 


o Ay = f'(x) Ax + n(Ax) Ax 


o que é verdade, quer Arr0, quer Ar=0, Como 
f'(x) = Ax = dy, segue-se de (3) que 


(4) Ay = dy =n(Ax) : Ax 
Consideremos agora a situação mencionada na hipótese do 
teorema, 
y~ flu) e u~ g(x) 
Se g(x) é o domínio de f, então podemos escrever 
y = Flu) = fist) 


isto é, y é uma função de x. Se dermos a x um incremento Ax, 
haverá um incremento Au de w e, por ssa vez, um incremento 
Ay de y = f(u). Assim, 


Apêndice — 687 
SS 


Atim gix + Ax) ex) 
Ay m flu + Au) - f(u) 


Como dy/du existe, podemos utilizar (3) com u como variável 
tadependente, para escrever 


(5) . Ay w f'(u) Au + vf Au) + A 
para uma função y de Au tal que, por (2), 
16) e aeo 


Além disso, y é contínua em Au=0 e (S) é verdadeira se 
Au = O. Dividindo ambos os membros de (5) por Ax, obtemos 


^u Au 
Ar fi) E em) e 
Tomando agora o limite quando Ax tende para zero e conside- 
rando que 


Ay. dy Au du 
Ax € lim 


se) dx ar AX de 


2. rod + lim ta) 


Como f'(u) = dy'de, podemos completar a prova mostrando que 
o limite indicado na última equação é O. Para tanto, observemos 
que, como g é diferenciável, é contínua e então 


Jim [gx + Ax) - gi] = 0 


ou, equivalentemente, E. 


lim Au = O 
As 0 


Em outras palavras, Au tende para O quando Ax tende para 0. 
Considerando este fato, juntamente com (6), obtemos 
wq lim v(Au) = lim n(Au) = O 

m-0 ta 0 
c o teorema está demonstrado. Pode-se estabelecer que 
lim, o v(Au) = O também por meio de um argumento do tipo 
e - 5 utilizando (2.4). 


| 
,ertvenanenannanmnmanasa- 


———— 


(6% Cálculo com Geometria Anelbica — Apéndice ^d 


Teorema (5.22) 


Teorema (5.23) 


$ 


DEMONSTRAÇÃO 


Se c= 0, o resultado decorre do Teorema (5.21). Suponhamos, 
portanto, c « 0. Como f é imegrável, f f(x) de = 1 para algum 
número /. Se P é uma partição de (a, b], então cada soma de 
Riemann ft, para a fenção cf tem a forma E, cf(w,) Ax, tal que, 
para todo À, w, € o K subintervalo(x, x] de P. Queremos. 
mostrar que, para todo « > O, existe um 5 > 0 tal que, sempre que 


<E 


(1) | b» ef(w,) Ax, - el 
LI 


para todo w, em [x, x, ]. Fazendo € = «/ c |, então, como f é 
integrável, existe um 6» O tal que, sempre que JP | «5, 


Een 


Multiplicando ambos os membros desta desigualdade por |c |, 
somos conduzido a (1). Logo 


T, ) cf) Ax,» e «e f fla) de 


Sef Ej Kein D enito ¿64 prs 


ue 


dies an VN tdi Hn deja? s 
DEMONSTRAÇÃO 


Por hipótese, existem números reais /, e J, tais que 


b 
[= der, e una, 


Seja P uma partição de [a, b] e denotemos por R, uma soma de 
Riemann arbitrária para f + g associada a P; isto é, 


A 


mrt 
LS 


; ART 


ES 
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Teorema (5.24) 


(1) B, YU) + inl 


tal que w, esteja em [x, _ ,,x,] para todo A. Queremos mostrar 

que, para todo €>0, existe um 520 tal que, sempre que 
¡Pi <, |R,- (1, * 1)| «€. Aplicando o Teorema (5. 110). 
podemos escreves (1) na forma 


R,» Diart PL 


Redispondo os termos e usando a desigualdade do triángulo, 
obtemos 


e 1R, -0 +11- (219) at) (Z st a to) 
< Dash + [2505-4 | 


Pela integrabilidade de fe g, se € = «/2, então existem 5, > 0 
€ 5,» 0 tais que, sempre que Pi « 5, e DPI < b, 


(3) D fw.) Ax, K << e 
+ 
e D giw) Ax, "| <U vel 


para todo em w, [x, px} Denotando por ò o menor dos 
números à, e à, sempre que [P || <5, ambas as desigualdades 
em (3) são verdadeiras e então, por (2), 

|R,- 0, +1)1<(0/2) + (42) = € 


que é o que queríamos provar, 


; ASES deem e Bento 
quede phe 
j m Vang doro Dip foi ft J“ 

EO e 


DEMONSTRAÇÃO 
Por hipótese, existem números reais 1, e 1, tais que 


a frau, e feat, 
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Denotemos uma partição de [a, e] por P, de [c, b] por P, e de 
la, b] pot P. Demotaremos por R,, R, € R, somas de Riemann 
arbitrárias associadas a P., P, e P, respectivamente. Devemos 
mostrar que para todo (0 existe um 5>0 tal que se 
IP 1«5/ então |R,- M ULIAILIS 


Fazendo € = «/4, então, por (1) existem números positivos 
5, € 5, tais que se || P, || «5, e ||P] <5,, entio 


a) IR, -hise mes e IR, chico mus 


Denotando por 5 o menor dos números 5, e 5, então ambas as 


desigualdades em (2) são verdadeiras sempre que || P |J « 5. Além 
disso, como f é imegrável em [a, e] e [e, b], é limitada em ambos 
os intervalos e, então, existe um-sünsero M tal que | fix) | <M 
para todo xem [a,b]. Admitiremos agora que 3 tenha sido 
escolhido de modo que, além da exigência prévia, também 
tenhamos 5 < NAM). 


Seja P uma partição de fo, b] tal que PP] «5. Se os 
números que definem P sio 


ge XXE, eX mb 


então há um único intervalo semi-aberto da forma (x, ,, x,] que 
contém c. Se R, = 91. , f(w,) Ax, , podemos escrever 


4-1 
O R- = E fe) + Sw) Ar, + Y fiv) Ax,, 

fsd» 
Denotemos por P, a partição de [a,c] determinada por 
(a, x, cem x, eh por P, a partição de [c, b] determinada por 
[e Xp 0» X, ub), € consideremos as somas de Riemann 


4-1 
R- 2 Jovi) xi + fee —x,.) 
- 


(4) a 
Rr, flexa - e) + X fin) 


A=d4+t 


Pela desigualdade do triángulo e por (2), obtemos 


IR, eR) - 0, e 1] lR, - y HR, - 19] 


A DR IS DARIO RT E 


Teorema (5.26) 


(5 IR, -1,1+1R,-41 
el. £ 
44 4^2 
Segue-se de (3) e (4) que 
|R,- (R, +R i=l fen) - fe) | Ac, 
Empregando a desigualdade do triângulo e a escolha de 6 vem 


(6) IR, - (R, € RI s fov) | « Ift) D ax, 
s + MHAM) = 2, 

desde que || P || « à. Escrevendo 

IA, - d, += RAR, € R,)+ (R, eR) - +19] 

<IR,-(R, +R, IIR, + R,) -(, 13] 
segue-se então de (6) e (5) que, sempre que || P || « 8, 
I8, 7 0, +1) | (902) + (62) = e 

para toda soma de Riemana R, Isto completa a demonstração. 


dcpisvel"em: (a, b 0 para todo 
n Er 


DEMONSTRAÇÃO 


Daremos uma demonstração indireta. Seja f sd! E 

que | < 0, Consideremos uma partição qualquer P de 
la, b] e seja R, = E, f(w,) Ax, uma soma de Riemann atbitrásia 
associada a P, Como f(w,) = O para todo w, em (x, x,), segue-se 
que R, z 0, Fazendo « = - (1/2), então, de acordo com a Definicio 
(5.15), sempre que | P || for suficientemente pequeno, 


I 
In, -1| «67-5 


FTPTT?)9,0)979?7994$9»9299927*9"2252-*---—--—--——- 
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Teorema (7.6) 


Segue-se que R, « 1 — (1/2) = 1/2 < O, uma contradição, Portanto, 
a suposição | < O é falsa e, estão, / 2 0. 


Se f é crescente, estão f é um-a-um e, então, f^ existe, Para 
provas que fº é crescente, devemos mostrar que se w, <w, em 
Uta), f(0)), então fo) <) em [a,b]. Daremos uma 
prova indireta deste fato. Suponhamos f w) « f"(w,). 


Como f é crescente, segue-se que Mw) « Sm) e, 
então, w, =w, O que É uma contradição. Conseqdentemente, 
PRACA « fw). 


Provamos em seguida que f^! € contínua em [f(a), f(b)). 
Lembremos que y = f(x) se e somente se x = f”(y). Em particu- 
las, se y, está em wm intervalo aberto (f(a), f(b)), denotemos 


por x, © múmero no intervalo (a,b) tal que y, f(x), ou, 
equivalentemente, x, = f"(y). Queremos mostrar que 


0 lim 10-09 =x, 


A Figura $ exibe uma representação geométrica de f e de 
sua inversa f”*. O doménio fe, b) de f é representado por postos 
no cixo-x e o dominio [ f(a), f(b)] de f^*, por pontos no cixo-y. 


() »*/69 gg) — 


Figura 5 


RA PA 


A A ——__===mIII[T[> —— agis 80 


. que correspondem a números em (y, - 


as ` 
“y0 x Axe» * 


As setas de um cixo para o outro representam valores 
funcionais. Para provar (Y), consideremos uns intervalo arbitrário 
(x, 7 ex +0) para €>0, Basta achar um intervalo 
(y, - 5, y, + 5), do tipo esboçado na Figura 6, tal que, quando 
y está em (y, = 5, y, + Ò), f (y) está em (x, — €, x, + €). Podemos 
admitir que x, — € c x, + € estejam em la, b]. Conforme n Figura 
7, sejam 6, = y, - f(x, - €) € b, f(x, + 4) - yy Como f define 
uma correspondéncia um-a-um entre os números nos intervalos 
(x, 7 €, x, * €) € (y, - 5, y, * 5), os valores funcionais de f^ 
Ör Y, * 5,) devem estar 
em (x,-«,x,*«) Denotemos por 5 o menor dos números 
b, cö, Segue-se que, se y está em (y, - 6 y, +8), então fly) 
está em (x, — €, x, + €), que 6 o que queríamos provar. 


*4-€ Ñ Ey + , 


A TO suo Peg? 
HD a? Yo No fi» y to— boia — 
Figura 6 Figura 7 
A continuidade nos pontos extremos f(a) e f(b) do dominio 
de f^ pode ser provada de maneira análoga, utilizando-se limites 
laterais. 
Teorema (17.35) ¿Se s Su, yhy m giu, v) é Juma transformação de 
‘cogor peo A i E 


quando é. escolhidozo Sinal “mais”), seja no sentido 
negativo (quando é escolhido o sinal “menos”). 


DEMONSTRAÇÃO 


Comecemos escolhendo G(x, y) tal que IG/dx = F. Aplicando o 
teorema de Green (18.19) com G = N, obtemos 


M foo) dedy- (f. (Gt) dedy pot, dy 
R R 


Suponha que a curva K no plano uv admita uma parametrização 
ud, ví); asish, 


Por nossas hipóteses sobre a transformação, as equações para- 
métricas para a curva C no plano xy são 


a) x= flu, v) = S(90), (0) 
y = gu, v) = (90), plo) 


para a « I s b. Podemos, portanto, calcular a integral curvilinca 
for, y) dy em (1) por meio de substituições formais para 


x € y. Para simplificar a notação, seja 
Hir) = GLKA, vr), gto), v] 
Aplicando a regra da cadeia a y em (2) obtemos 


Coescqlientemente, 
Y G0.) 4v qu Ea 


«f im E so. 9 v) di 


Como du = p'(1) dt e dv = wp'(t) dt, podemos considerar a última 
integral curvilínea como uma integral curvilinea 20 longo da 
curva K no plano-uv, Assim, 


Q $, ES AAA 


Por simplicidade, usamos G como abreviação de G(f(u, v), 
g(u, v)). Para a escolha do sinal + oa do sinal -», fazemos é variar 
de a a b e observamos se (x, y) descreve C no mesmo sentido 
ou no sentido oposto, respectivamente, em que (ar, v) descreve K. 


A integral curvilínea à dircha de (3) tem a forma 


fm du + N dv 
K 


aG 
Moe 


9G àx SG dy) dy 
Me dv 


du àv 


96 (de dx 
So (ae de= ae ao) do 


Levando em conta o fato de que IG/dx = Fix, y), juntamente com 
a Definição (17.34) do Jacobiano, temos 


3x, y) 
JM du t N dv= ff Ut v) "A y) ded 


Combinando esta fórmula com (1) e (3), obtemos o resultado 


desejado, 
Ill TABELAS 


Tábua A Funções Trigonométricas 


joe 


am Cillculo com Geometria Analítica Apêndice 
E REDE 
6n S HE m AM in| EO ELO 


0,157 $] E 
10 0,175 5,671 so A 
n 0,192 $,145 7 $ 
12 0,209 4,05 78 ine 
13 0,227 4331 n E 3 
M 0244 4011 7% ed 
$ 
15 0,262 3732 ?5 p.d 
16 | 029 3487 " SR 
17 | 029 32m n E 
18 0314 3,078 | 0,951 n E 
19 0,332 2,904 | 0,946 71 13 
20 0,349 2/47 | 0,940 7 4 
21 0,367 2605 | 0,934 69 Al 
22 0,384 2475 | 0527 68 
23 0,401 2356 | 0,921 67 
24 0,419 2246 | 0914 66 0,25 
0,30 
25 0,436 2,144 | 0,905 és 0,35 
26 0,454 2050 | 0,599 64 040 
27 0471 1,963 | 0,591 63 045 
28 0,459 1,881 | 0,883 62 
29 0,506 1,804 | 0575 61 0,50 
0,55 
30 0,524 1732 | 0,866 e 0,60 
31 0,541 1,664 | 0,857 59 0,65 
32 0,559 1,600 | 0,548 ss 0,70 
33 0,576 1,540 | 0,839 57 
M 0,593 1483 | 0,829 56 0,75 
i 0,80 
as 0,611 1428 | 0,519 ss 0,85 
36 0,628 1,376 | 0,509 54 0,90 
31 0,646 1,327 | 0,7% 5 0,95 
As 0,663 1280 | 0,788 52 
39 0,681 1,235 | 0,77 si 
40 0,698 1,192 sa 
41 0,716 1,150 49 
«Mo. » -- - - => 


10 | 2303 2332 | 2,342 | 2351 | 2,361 
*— Sebtrsis 10 se a < 1; por exessolo, la 03 — 8,796 = 10 » - 1,204 
IV TÁBUA DE INTEGRAIS 
Formas básicas 
1 fuite nm = fo du 1 Jose cor e dum - ecu + € 


Age à so 
2 Judas mt (C, nel 12 fiera ln | cos w| +C 


3 fnnu 13 footudu~tajsenu]+C 

4 fehu-6^c 14 fecu du ln] sec ur tg] e C 
S födi d+c I$. fecu du-In|escu-cotu| «C 
e fan dun -cosut C 16 [ages uen * ec 

7. fcosudu=senu+C 17 Star Lat ec 
8ofecudeguec 18 [tac 

9 fecudis-onnsC 19 SL “lo 

10 fsecutgudue secus C 2 fein lue V Lec 
Formas que envolvem Va? + a 


2 SETE da E pus V TV sc 
m [AVETE AA Caju VET eC 


E PEZ aeg sai | -< |e 
24 PE CIT NUI or NÉ 
" u 


25 fases leer c 


"rus MET S 
adu u a 
Ena AE 
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Fonsi que envolvem vata 


10 [V4 du TZ E ua c 
m [vM VI dem E à ANTT + E moen cC 
u JE — du- VETE at ern 


i pus e ar 

T [5s VER E cen eC 

T Laz-2-- be s T 
Liga RT e 


v IA an - ah sd IT IR uat uc 


EA 

Formas que envolvem Vir a? 

IVETE as S77 E pur VEZ oC 

o [APTE dat VER E ju VIZ aC 


a f- uV anonte 


a f- T E «ln jus Va pa C 
o [A VET ul zc 


N NA 


Em i a kd 7 
y aa As [ uc E , > 

T A t "m a. Pre. ^ 4 dos M Tx 

y 2 ° ti SES pay, cd > PARA j E 
: E iw bi T J E UNS p LOL 
Ay 7 d NE j qui pn 1 mw de z o 
J x - o PG p S j "ON OR > - AC A T > í 

EIN , SETA AA TA - ADS na J dass AAA AE AA 3 

wu À a d, vaL 3 Bre dt 31 m M RIA AA vs 
TOT E , > : - Ne FA de T : 
Ay: SOTA ams : 

2 e 


Uv . y 681 
——————————À plain — 08 


46 [a es qt le VET sc 
Formas que envolvem a « bu 


u du 
4 m^ MOL 2la[a*iu|)4 C 


48 SEM A test Aca + bu) + 22 In | e bu |] 4 C 

49 [32 rt "71-1 +€ 

so [asi eue 

51 E ey 
Taie serie pl ec 


edu 1 È 
ap" po A) ec 


5 feat den E Qu 2 elu) «C 


Vi" ng in 20) VE + C 


SEE - 3 au «anys eC 


facris ve rire | 16 se 000 


- g E *C, se ac 


q 


in 


» ¡EE verte ,b 


a+ 
e furari aee grs [tata na pet vata] 


udu  nNasbu u^ ^ ! du 
él Era b2n41) AN 


du a+ 


e E q” 


E 


E Dini. 


85 [esu du P senu- m fuh 7! sen u du 


O f(sen'udu-lu-!sen2u«C ses? é e 
Indie B6 fsenPucos madu - - 9 —À MIT M E Ba Suert 3, cos" u du 
64 [cos udu - 1n 1sen2u «C ntm E 
ses * corr? zi 
65 fujuduetgu-uecC À Ed = nor Da A MED : 
6 fe udu--cotu-ueC Formas trigonométricas inversas é 
67 fsesP udu - - 1 4 sen? 1) cosu e C ui frena du unrcicn m + Vi - n ec n 
es feos u du - 1(2 4 cosu) enn + € ; ss Surcos du u arocos u = V1 17 O e 
69 fuod iu u+Im]cosu]+ C | 59 foret nde e nare a En (1 ea) c " 
W0 foo udun- [cog u- Ia|senu| + C E % fun dy 2€- À waren u + E +C e 
n [se du - 1 ecu tgu e! 1n [sccu + tgu| o C 5 
s 51 fusecoos ud n E= aa uM pe q 
n fest udu - - Lese u cot ue I infescu -cotu|+ C ^N $ x e 
E 
RA 2 fumogudeo H gu ec e 
NI eN ¿1 e 
74 Jew udu = À cost usen ue E f coh ^N a | E "T 93 fé mma = do Lm É de, PES e 
' f sat) La 
. =. - - 4 Y * 
75 Sw ud at tu- fu" Tu du - : 94 atom da pn aros + pc, Re-l H 
^ AN * Pa 
76 fot RL | cot ^! u— f co^ tudu na VAN J a PT 
do cl ids T Boom jr pat E ana e 
1 dá M 
" f mdu e ^ tgu sec" ari aa “A E Formas exponenciais e logarítmicas e 
78 [NC Pes at - E 956 fett dao m c [E 
Do fusassbuds D o E N prat jas 3 
b b : 
m J cos cacos buda SEa le = p Mer, c a, b m fe ca ta da» ¿tosca ba -bcos bu) +C Mm 
" „Sla bju cos (a + bj 
S sem cos bu du Aa-b) ^ Mardy ' L Z X E » fee bu dao (oom bu é sen bu) + C a 
82 fs due sen uu cos u + C q h M do e 
100 flaudu-ulnu-usC € 
83 [290 du - conu e usenu+ C z NS 
uy A | £t ic 
BA fuhsenudus -wcosu «n fu^ ! cosudu | ^ y E. 101 fruta rome ]+ 


— — "uu 
pm OS! O D. D c d xd 
> 


A gado 5 Là Ss 
E ai à 
w? Liam nina js € 


Formas hiperbólicas 
10) [seems du = cosh + C 


"ma [obw du = seshu + C 

V5 f'ghudueincoshusC 
10% foot m des mn | senh ufe C 
107 fecha du = arctgh sesh w + C 
108 feschudusla|tghiu[e C 
Wo foech uduetghueC 

NO fes! ui diem -eothu« C 
n" fuigh u du = = sech we C 
112 fecha coh u du = = esch u + C 


Formas que envolvem V2au - 14 


Who [Via due 5 Var! 4 É go (E ne 


i" [MET mA aê um 


"s ¡E que Vina cam E c 


pa qu o VR NN "tec 


ad 
u a 


"AY AGS JO 


lb RESPOSTAS DOS 
ps EXERCÍCIOS DE 
NÚMERO ÍMPAR 


Não são dadas as respostas de exercícios que exigem (d) Todos pontos dos quadrantes I e Ili. 
a m: (e) Todos os pontos abaixo do cixo-x. 


(0 Todos os pontos interiores ao retângulo 
-26 xe 20-15 ys L 


CAPÍTULO 1 41 (a) VA o «iJ 
43 dA, C)? = dA, BY + AB, CP; área = 28 
EXERCÍCIOS 1.1 
1 (3)-15 (b)-3 [GET 45 y a y 
3(904-x  (4-n  (015-v7 
$--9  72-: 9 =£,2 
5 3 D Hg ed 4 ao n = 


2,3 3,1 
Go Basi 1572 AT 
(12%) — 19[9.19) 21 (-2,3) 


23 (=, -2)U (4,0) as (a, ¿Ju 1,9 


37 7 o e 
2 (23) 29 (- », -1)U uH d y 
31 (-3,01;-2,99) 33 (- 0, 2,001] U [-1,999; æ) — 
$49 op i 
39 (a) A paralela ao eixo-y que intercepta o eixo-x 
em (2, 0). 


(b) A paralela ao eixo-x que intercepta o eixo-y 
em (0, 3). 


(c) Todas os pontos sobre o elxo-y e à direita 
dele, 
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53 55 
y y 
aes ey 


57-21 + (yr 3! - 25 
59 (+4 « (y- 4) o 16 
61 Ars y 17 63 dx - 4y = 12 
65 5r-2y-18 67 &- Ty --15 


o 7i 
y y 
Se z (8, 0) i 
(4, -2 


73 x «0,41; y «0,15 


75 (a) 1 cm. (b) Cáguula: AX cm tabete: E em! 


UT4spc6 3790sv« M 


JE 
MTC M3 (0163,8C 


EXERCÍCIOS 1.2 
1-17 22; -M 
3 (a) Sa -2 (M)-Sa-2 (e) -Sar? 
(45a*5&-2 (0) Sar Sh-4 (5 
Sima -243 (ba sas3 
()- 52-3 (da! sabe tê -a-hs3 


——————————— M —s 


(e) dios, (f Za +%-1 
7 Todos os reais exceto -2,0€ 2 


3 
[à Ju (4, «) 


HM (impr (b) Par (c) Nem par ncm Impar 


LE .. me —..o rs Att 


+ 


(b) 


x 

y 
- 
x 

y 
o 
x 
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25 


MIO «5,1 (b)[-S 00); (-5, o) 
Arte o eta, 
Das) emacs 
20 re 10 
(x-40r*5)' x-4 


(b) Todos os reais exceto -5 e 4; todos e seals 
exceto S, Oe 4. 


3$ (a) x+ 2-93 € 2; [-2, 00) 

(8) V7 - 3r 42; (- 0, 1]U [2,) 
37 (a) $3 -2; [-1,) 

(5) VY 2 + $; [-2, 4) 


QUA Cólenlo com Geometria Anelitica 


wx; 28] G9 VV25-2 -a (4,4) Mio q) cg. i “OR 


Vimeo - h 
T eo qa y Ps 
At 3 todas os reais exceto -3 e O 19 (a) tg8 = Viec 0-1 (0) sen 0 - E Ex 
met; todos os reais exceto ~ 3 e 0 Exercs. 21:26: As respostas não são únicas. x 
Freres. 43-50: As respostas não são únicas. 21 4 cos 8 Boo 250000 p 
REJ yi B 
M ua! e, yn ul duna y 27 (a) 2 e 2 E 
LJ T 
E 20-3 ©- 2 
AT wnat- 23. 5, ya Du YET yea 3 ' E. 
SE 1.91; 5,05 53 Ve A - 100 + 600r : 
55 ul - 2/7 4 2500 E 
57 40) y- Vk + 2hr — (b) 1.280,6 mi 3 
f» d V90400 «x7 
bh 
ál Wr-==3 


LITE 200 
qn V « Ala + ab + b?) (T m 


EXERCÍCIOS 1.3 


^h. 


mt 07 ož 0-5 


T. 


fe iso REV ERE CM 
- z " tide. "rn mes ? a d ^ E? C = T 
Uu . oov Ro ES AME PUMP CAE ET A h A CENE. ; 


V (np 120 (b) 150" (c) 135* (d)- 630* 
5 x 7 x-E, yy 


V.yescs, 9-16: As respostas estão na ordem ses, cos, 
te, €t, Sec, Cc. 


$3,2,2,4 


Respostas dos exercícios de número impar 689 
Exeres. 39-42: As sespostas não são únicas. Fe Fo WERT ME 
82 8 
39 u- tg! x64, ye Vi Tm As liz 
55 15 +10, 12 + mm, onde n denota vm inteiro. 
ay Lethe) oeth) cos x 
h h PERE 
6 6 2 44 
„ 905 x cosh — sen x sen À - cos x 
» 610,4 7,5 
. osx cos h-cosx_ sena senh 
h 3 63 0, x 65 2147207, 325'40 
mon [- ')- «(n 67 0020, 250720 
69 153*40/, 206*20" 
Exercs. 45.54; Dio-se verificações típicas. - 07,04 
AS (1 sen? O(I + 18? i) = (cos? sec? 0 à 
= (cos? D (Lcos? 1) = 1 
odo do Meno 
1540 sco Yoo” e 
E cos O 
“eo (sno "ex^ 
leach ol cb 
49 sec B cof rM cot p 
"cnp TRE cotf = cosp CAPÍTULO 2 
$1 sen du = sea(2u +u) = sem 2ucos i + cos Qu seni 
(2000 cos d)co n 9 (1 = siga! idwen EXERCÍCIOS 2.1 
-Z sen cos? ue sen u- 25e) u NE denota “Não Existe”. 


-2sen u(1- seo? u) + sea w- duds" 
-2snu-2sen" ue senu-2 sen n 


est pH rj 


152c050 + cos 0 
x 4 


13 34 57 Tn 9-3 
1 1 
nj 134 I5 5 7 32 192 


2112. 23NE 125 ()-1 (5)! (9 NE 
27(2)NE (5-6 (ONE 

29 (à)NE MNE (QNE 

193 à)! (ONE (42 (92 (02 
Be) O (OL (03 (93 (03 
35 (2) 1 (O — (ONE (4) (Q0 (f NE 
37(3NE (NE (ONE (4)NE 

(0 MNE 
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39(30-1. ()-1 A 
(DNE (e! ( NE 


a y (a) 0 093 (9 NE 
x 
43 y (a) 2 092 (902 
x 
as y (2 02 (02 


(LE ATI sex « 20000 
a (179 - [ns 100 sex » 20000 


(5) $3,000; $3.000 
49 (a) 2g's, a força. na decolagem, 


(b) Limite A esquerda de 8-a lorga-g imediata- 
mente anios do nto do seguedo fo- 
guete; limite à direita de l-a fotga-g 
imediatamente após o lascamcnto do segan 
do foguete. 


(c) Limite à esquenta de 3-a foiça-g imotiata- 
mente antes de os motores serem cortados; 
limito à direita de O-a força g imedistamente 
após os motores serem cortados. 


Exeres. 51-56; Uma calculadora não pode provar 
resultados. Pode apenas sugerir que certos Emites 
existem. 


57 (a) Valores aproximados: 1,000, 1,0000, 1,0000; 
-1,2802, 0,6290, -0,8913, 


(b) O Emite não existe, 


EXERCÍCIOS 2,2 


V (a) limv() - K significa que para todo € > O 
tor 


existe um Ô » 0 que se Ô< |r- e| « & en- 
mo lH)-K| < e 


(b) lim vi) = K significa que para todo « >0 
14 


existe um & > O tal que se t está no intervalo 
aberto (c = 5, e + b)er» e, catio vt) está no 
intervalo aberto (K — e, K + €). 

3 (a) lim g(x) = C significa que para todo «>0, 
= 
existe um 6 >0 tl que se p-5b« x <p, 
cesso | piz) - C| < e 

(b) lim (1) =C significa que para todo «» 0, 

ap 


existe um b. > O tal que se x está no intervalo 
aberto (p = 5, p), então (x) está no intervalo 
aberto (C — €, C+ e) 


S (a) lim f(z) NM significa que para todo «>0 
sf 


existe um 5 >0 tal que se f<z<teb, 
então | fi-N] < e- 


(b) Baian significa que para todo «>0, 
dm 


existe em ò > Otal que se z está no intervalo 
aberto (1, 1 + 5), então fz) está no intervalo 
aberto (N-e, N + 4). 


7 0,005 (9 Vis -4 

1 16,97 - 16|« 0,29 

13 Dado e asbitrário, escolher b « «/5. 
15 Dado e arbitrário, escolher d « «/2. 
17 Dado e abitrário, escolher 8 « «/9. 
19 Dado « asbitrário, escolher 5 « 2e. 


21 Dado « asbitrário, seja 5 um número positivo 
arbitrário. 


23 Dado « arbisrário, seja 5 um aésoero. positivo 
arbitrário, 


e 


j 
2 
£ 
; 
k 
; 
i 
e 
à 
à 


IT -——— Responses dos exercícios de número (mper 691 


31 Todo imervalo (35,3 +0) contém números 
para os quais 0 quociente é igual a 1 e outros 
números para os quais o quociente é igual a =}. 


33 Todo intervalo (-1 - &, -1 + 8) contém números 
para os quais o quociente é igual a 3, c outros 
rúmeros para os quais © quociente é igual a -3. 


35 Podemos fazer Lc? tão grande quanto quisermos, 
. escolhendo x suficiestemesse próximo de 0. 


37 Podemos fazes Vx + 5) arbitrariamente grande 
(positiva ou negativamente) escolhendo x safi- 
cicatemente próximo de -S. 


39 Má muitos exemptos; vm deles é 
fi) (a? - 1 = 1) se x ede (1) 3, 


41 Todo intervalo (a - &, a+ 5) contém números tais 
que f(x) =0 e outros mimeros tais que f(x) = 1, 


EXERCÍCIOS 2.3 


“Is 32 58 7 981 


HO 13-13 1557-20 
17 2 -3,1416 15 -23 4 


3 1 
23 NE 3-5 0-1 192 


72 LI 
=> 3-2 352 N- 39 


rr 
41-810 43 451 o 


49()0 — (NE — (9 NE 
$1 (a) 0 (à (0 
83 (y? (ay 


1 es eu o om 
Qs 
ooo od 5 es 


y 


85 0,0 
$7 (2)n-1 Min $9 ln batt 
65 Sugerido: Faça g(x) = cx, 


67 Porque o Teorema (28) só € aplicável quando os 
limites individuais existem, € Hes sen É não exis 
ge 
69 (a) 0. 


(b) Se T « -27Y'C, o volume Vé negativo, o que 
é um sbeerdo. 


71 (a) NE 
(b) A imagem está se movendo mais para a 
direita, 


EXERCÍCIOS 2.4 
1 (a) - (bj (c) NE 
3 (2) - (b) (c) NE 
$ (a) - (bh) - (c) = o 
7 la) æ (b) - o (e) NE 
9 (a) = (x (e) 00 
5 7 
11 2 nB- 3 15 0 "-- 
19 = 211 23 NE 


25 0,996664442, 0,999966666, 0,999999066, 
0,9999999%6 o limite parece ser 1. 


Fre-haeXMy-0 29 Nenhom;y o? 
Mi--1=01=2y-0 
DBi--d1=liyol Ja-4y0 


DAA AAAAAAAGAAAS2.. 


A) Cálcio com Geometria Analítica 


TO A te 


Faeres, 37-40: As respostas nio são únicas. 


y 


A du) We) 50 + Sr A(r) = 0,50 
iy ctn) = aite + 100) 
(eh «(r) tende para 0,1 


EXERCÍCIOS 2.5 


4 Salio 3 Removível 


9 Removível 
15 Removível 
19 hon f(x) = 12 4 V3 = f(4) 

1.4 


5 Salto 
11 Salto 
17 Removível 


7? hulimita 


11 Removivel 


L 
ni -» 19 = - f(-2. 
. mm) v $2) 


23 f nio é definida em -2 
25 hm f(x) = 67 4 = f(3) 
s.) 


27 bim fix) = 1 0 = f(3) 
t-j 

20 lim f(x) = 1 O f(0) 
s90 


"2 33 -2,1 


15 So 4< ecg, lim fix) =w= T w fie). 
1=€ 


lim f(x) = 0 = f(4) e lim f(x) = 2» f(8) 
EET y B 


z- 


M See 50, lim fi) == fte) 39 xe] 


3 
«p 
45 [x:xw-9) 
47 (x:x-0, 1) 


43 (m, -1)U (1,00) 


51 ber | 53 (xix 222) 


55 co V i 81 c-3 ieri 

59 f(0) =- 9 « 100 e f(10) = 561 » 100. Como f é 
contínua em JO, 10], existe ao mesos um número 
a em [0, 10] tal que f(a) = 100. 

61 (35) = 979745 < 9,8 e (40) = 9/50180 > 9,8. 
Como g é contimsa em [35*, 40"), existe so menos 
vera latitude 0 entre 35° c 40" tal que g(0) = 9,5. 


2.6 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 

7 2 
13 G-evw os] 1% 
9» 3 BA 154 ml 
97 MO Men  25-e 
27 y w (4 (9 NE 
B sso E 

M-i (ONE 


49 [-5, -3] U[3, 4) U (4, 5) 


T 


vt De 


E 
s 


Arb in 


E o 
Vp E de 


SCR 


Em 


> d 1 n 

TERT a St IA 
Ddr S ASi Ed a 27 Th 

E (e De es - 


Lj 
A 
ARES 


E 


ns 


Spa Rc 


m 
pi 


IAN AR E^ 


"aru" 


UE 


AA 


DA 


693 
31 y 
(a) 1 (b) 3 (c) NE mA (e) y 
1 
My--qx+1 
x 

M y (0) (3, 9) 
33 Dado « arbitrário, escolhes 5 « «JS. 
35 54 3702 39 R 
41 [-3, -2U (-2, 2) U (2, 3] * 
43 lim f(x) =? = f(8) d 
a 

13 ln cos (a) 115; 114; 11,04 — (b)11 
CAPÍTULO 3 151»cs (2-32 — (5-32VIU 

17 (a) Creatura em x = 3 (b) Não atinge, 

19 (3) 6,5 (b)6 
EXERCÍCIOS 3.1 21 (a) pro - 39 (9-2 

v 
1 (2) 10 - 4 (6) y = lár = 20 2 m) -1 
3 (a) 3a? (0) y= 12x = 16 y (b) = 0,9703; = 0,9713 
5 (2)3 (y-3r42 
ás: ME y, 
ME (c) > 
M)y=qu+t 
x 


25 ln ms: — 0,06864; — 0,065426; — 0,6382 


An DB o — - — 


en Cálculo com Geometría Analitica 


EXERCÍCIOS 3.2 
I (a) -ire g WR 


()y=18+7 — (4 n 


3 (a) 3 st HR 
()y=4x-2 —— (d)Nenhum 

5 (2)9 (n 
(y-9r-2 (d) Nenhum 

7 (0) 0 HR 
te) y - 37 (d) Nenhum 

s 3 (b) (- 9,0) U (0,9) 

M 

(9y--Srel (69 Nenhum 
y 

n" (8) sa (b) (- 09,0) U (0,06) 


(oy a +9 (H) Neúom 
1318903000 154%. oa. $e» 


136018 190 
21 (a) Não, porque f não é diferenciónel em x = 0. 


(b) Sim, porque f' existe para todo néssero em 
11,3) 


23 (a) Não — (b) Sisa 25 (a) Sim — (b) Nio 
27 (a) Sim — (b) 5i 29 (a) Não  (b) Nio 


31 f(-1)«1, f(1)-0, 
f'(2) não é definida, f'(3) = -1 


33 As derivadas à discita e à esquerda são diferentes 
em ass, 


35 As derivadas à diceita c à esquerda são diferentes 
em qu 2, 


Respostas dos exercícios de misero impar [2] 


NX (x:x20] y 85 x=-0,7 | 59 x -0 y 
x d 
x 
"TN , EXERCÍCIOS 3.3 Blois (41018 eT a 
1107 3 Per 5 fre qui? 65 y -2«- 1, y =I8x - 81 
Es 6200)!  ()- (9-4 (n 
acao LRL MD rta adl 
y (0 - 3; 05 
1 185-21 14r 
Ut pem GR 69(3)-4 (U! (9-3 -i 
1-3 y PÉ tz 73 (Se - 16 «Ac Ta). 
41 f não é diferenciável em 2 1, 22. "T Q-ay (à = 2r e Aye -5)« 
a nd ja ge S + dx e TO > $) 
UM = 
DER 75 x(28 — Sx ~ 1020) e (Ge? SHA 47) 
2. ifsre a 
Nie (tox. 3 es (= Se - N +1 
x 1 
2 a 1 , 
ee DUu-Y ds! arms) TI (a) gemin (9) 36x em min 
2 
"E as 218 - 206 (e) 122 cm^/min 
i (5r - AP 20 7 79 ln cms: (2) 3,200% (b) 6400x (c) 0.00% 
81(91001 mm 
1 9 32-3.45 lé- 
d 0 Fe NV atar? do je» 


49 (1) Ar =Zar — (b) 1OOOx fif 


41-23 43044553 47 Pm 
St (a) A fórmula dá uma aproximação do corficica- 


te angolar da tangente em (o, f(a)) utilizando 49 2 a. 8 yo ty, HB 
o coeficiente angular da secante por vz mer $ 5 


Pia = h, f(a - h)) c Ola + h, fía + h)). 


(b) Subirzir c somar f(a) e» numerados e cossi- 
derar dois liesites. 


(6) -2,0406; -2,0004; -2,0000 (d) 2 
53 (a) 532 mus (5) 88,3 m/s 


2 4 1. E 
55 (a) -2, 7 )-31,0 87|2.-2-]. (1,0 
3 ln 3 9 5 d (c) 3; /2 € quase paralelo à tangente, mas mão é 


BMC Moe eom vostra Analítica 


——————————————X 


EXERCÍCIOS 3.4 


(EE PPT 3 See mi - voy) 


EI wni-2008491 7 9.0080 - send 


LENT sent) 


Hom reote sec! xo Zeta 


TER ci 15 -cse x(1 + 2 co? x) 


[t TT 
II om" a ese a o col x - esc x col! x 


sec v x! sec! 2 tg 
- (exp 


M wv 15 -cos x - sen x 
n nd t vex vió 


M y 1 ( E, y y (r-3) 
n (e 3 (5.212) 


6 *t2mm (b) y»x+2 


IO sms 


Hn tab " e inn, 
h 


" OPREL TE + 2m e y 40185 -5) 


VE i05; 24; 37 y 


4 T 2n LS 43 (16, 96) 


AN d) sonw; =o x; senz; oosa — (b)senx 
Mirada (Ug? 1) 


49 D, y = D, (e. 
x 


x 


Mem xs cosa) — — 
sen! x seo! x ada 


(sen xK- sen x) - (cos x (cns x) 
z sen! 


51 D, sen 2x =D, (2 sen x cos x) 


= 2(sen x(-sen x) + cos x cos x] 
= 2(cos? x — sen? x) = 2 cos 2x 


EXERCÍCIOS 3.5 
1 (a) (4x - 4)&x + Ar); (4x = 4)de 
(b)- 0,72; - 08 
= (2x + Ax) Ax 2 
3 (a) + Ax de 


7 1 
(9) - S == 001928, - ¿q = - 00 
$(2-9A« w) -Ia — (90 


7 (1) (Gx + 5) Ax + Map 
(b). (Gx +5) de O «Mary 
ar o 4 AM 
$0 a) Mat O 


11 -3,94 13 0,92 15 1,80 17 242 
19 (a) Com 
k = 001, y = 0,98451 =0,27315(x - 2,5) 
(b) -1,011825 (e) - 1,011825 
(d) São iguais porque a 
gente equivale a usar (3.31). 

21 20,02; 22% 23 20,04; 24% 281,1 
17 145% 29 20,06 


31 12x em, 37,7 cmi, 00075; 0,75% 
33 1000 cm”; 1.030,30 em? 

35 35,82 m^; «000419; 20,419% 

y È em = 000637 cm 39 -1cm 
41 40% aumento 43 1,228N 
45 0,107 œ 47 20,19" 


[ATA A e pl A DEE Ai E ph 
: ~ . , q 1 


Es. 


Y 


TI. 
22 


e 
V dc 


v ; 
d 


MM 
74 


"UE 


o E 


Oe n yere 


NA 


EXERCÍCIOS 3.6 
1&9 - de E 
Ese A - 2 
S arsed) 7-20 +8 (2-3) 


"ES 
9-4-7* n. *l 
CET 


13 5(&? - 28 « x - A -ra 1) 
15 17.000(17v - 5) 
17 2(6x - 7) (86 + 91686 — 12x + 81) 


E t 


ms ao ag tiwo 


24 
n 29 2ucos (x? 4 2) 


31 =15 cos* 39 sen 30 

33 4(2z + 1) sec {2r + 1 tg (22+ 1 

35 (2 - 3) se! (9) - 23) 

37 Gr sen (333) - 6 cos Ju sen 3x 

39 Ad Mep 41 2r cot c Sz cuc! Sr 
43 21g 0sec^ 94 31g 0 sec^ 0 

45 25(sen 5x - cos Sx) (cos Sx + sen Sx) 


Respostas dos exercícios de número impar 07 


47 - 9e Qw « Da Qu 1) 49) md 


51 61g 2x sec? 2x (ig 2x — sec 2x) 
cos Vr — cosx 


WE É 
g5 8V3- 80 senV3 - 89 
v3 = 80 
S7 rse V3 1 ++ E 
2 sec Vic v T ig Var T 3 esc! 3 eot da 
sy EE = y ni 61 = "v. [Y 


63 (0) y - 81 e 8645 - 2) y - BL e re 2) 
E 29 
War 13 
65 (1) y = 32; x=} (b) =1 


y yla 34 En 
E PERI) 
206 10 a 1) 

71 204r + 7), 320(4r 4 7) 

7 3 sen? x cos.r, 6senx cos! x - 3sen! x 


1 Ki 
54 Ti Ua 


79 -0,1819 lb/s — 81 -4; 15 


5s- 85 4,91 


87 (a) Sugestão; Diferenciar ambos os menibros de 
f(x) = f(x) usando a regra da cadeis. 


(b) Sugesido: Diferenciar ambos os membros de 
Hx) = - f(x) vsando a regra da cadeia, 


s» i TY (1,50 > or 
(b) 7,876 co más 
91 (a) 60 em” »1,508cm^ —— (b) «0,855 


693 Cálculo com Geometría Amalitica 


EXERCÍCIOS 3.7 


WWE eu n 
6sen3ycos3y- 1. 3senóy- 1 
=p cot (xy) ese 


o i 20-1 23 4 
sa nm »-2 »n-5 
MIT 


9 Sd t [A COSTS 0 
41 005 


1$ SP 
x sen y + 2y 


35 infinitos 37 Nenhum 


33 (a) 1,28 (ce 125 


EXERCÍCIOS 3.8 + 
4 
160 3 15 EE 


9 0,153 « 0471 comio 
13 2,18 mis 15 0,564 m/s; 1,764 m/s 
17 905723 cmh 19 1,112 mis 
21 824 cm/min (sument) — 23 23,6 c/min 


vz 
25 Ki piana 27 amis 


19.15 0,006875 obms — 31 0.009 múmia 
M 19,6 mis 35 569,65 kmh 

37 0,8733 cmh 39 69,8 mis 

41 6,82 anmin 43 113,38 nh 

45 11304 kmh 

47 Velocidade no solo: PL 


dv E E: Er ra 
49 (nv q «gr «sect 0) S3 15x? o qui Mr- gi sit. 


57 (2) 6x Ax « MAP (b) cde (c) -MAr 


dv dr 
Mv = gig (1 5 sect) 


51 30,97 km/h 


$9 09 ct: 115% — 61-057 
EXERCÍCIOS DE REVISÁO 3.9 9602 — (0- W- 
lany 1e sys wa e as 


6S (a) Tangente vertical em (-1, - 4) 
(b) Posto de reversão em (8, -1) 


E Pret 


ur RR 68x 
n- d EN Vi a 67 25 49 7 min 
M024s(25* - 1 (185? - 27s 4 4) " 
15 "n 71 12,000 em" /mia ne... 


9 Mx + INC + BABI a, 2085 4 3) 
19 (9s - 110858 - 1395 + 39) 


os "n Wy 
EN COMME E 
19 5 sec x (sec x + tg x)? 


75 (a) M) = 60 — 50 cos Ts (5)3.17 es 


CAPÍTULO 4 


34» 2x(cot2x-xex)2:) 33 


EXERCÍCIOS 4.1 
gs — (eos VE sen Vx (cos YE + sen Vr) 1 Máx. de 4 em 2; mín. de O em 4; máx. local em 
Va 1=2, 65158; mía, local em x-4, 
: 6<1x< 8, x-10 
37 cU 3 (a) Min.: f(-)-& mix.: nenhum 
4 (b) Mín.: nenhuss; máx.: f(-1)*2/3 
39 Deses a 0) se 8) 
i E um (e) Min: senbwx; — máx. f(-1)- 22 
(d)Min: f(1)- -2/; máx; f(3)-6 
Any? > 156? sa 
Va 45 Oy «3j 5 y (Mis: fQ)--2 
cos (x + 2y) - y? e 
Ux ea (b) Min.: 
7 3 - 208 0 e 3y] pos Feri 
tta ***? (c) Mia: (2) = -2; 
Oy yn he P - m 28 
(Mía: f(2)- -2; 
si dem. em máx.:f(5) = 5/2 


dos exercícios de número impar 699 


7 Min: f(-2) + $(1)=-3; máx: f(-3) « f(0) = $ 
9 Min: f(S)« 3; máx: f(0) 1 


3 $ 
Hi D2Í 152 74 
IAN 23 iam 
s 7'2 
25 n, ^ dm, SE an 


x sa E E 
27 ¿+2 to e Zn 29 + Zen 


3 an 33 Nenhum 
35 0, VEX -T para km 1,2, 3, ... 


37 (a) Como Toir, f'(0) não exisse. Se 


ae, então f'(a)«0. Logo O é o úrico 
número crítico de f. O nürsero f(0) = O ado 
É extremo local, pois f(x) O se x« Qc 
fix) »0se x »0. 


w) O único número crítico é 0, pelas mesmas 
razões da parte (3) O número f(0)=0 é 
míaimo local, pois f(x) > 0 se x «0. 

39 (a) Há um súmero crítico, O, mas f(0) não é 
extremo local, pois f(x) < f(0) se x < 0e 
Hx) > $(0)5ex » 0. 


27 , 


(e) A função é contínua para lodo número, pods 
Him, , f(x) = fla). Se O< x, « x, « M, en 
Bo f(x) « f(x) e, assim, mão há mávumo 
nem minimo em (0, 1) 


(d) Isto não contradiz o Teorema (4.3) porque o 
intervalo (0, 1) é aberto. 


41 (a) Se f(x) ex «de c0, então fi sc 
Logo, não há números críticos, 


(b) Em (a, b] a função tem extremos absolutos 
em ae b, 


WWE Chloe com Geometria Amalitica 


———————————————— 


M Se sem € inteiro, então f'(n) não existe. Caso 
oetidnn, Fx) = 0 para todo x e s. 


4450 fo)sa?sbrec e an0, então f(x) 


~ dom 4 br. Lopo, -h((2a) é o único número crítico 
de j 


4? Como Pl) nat, o único e&merco critico pos- 
rel é «7-0 e f(0)«QO. Se n é par, então 
Fo) + Ose x 0 e, assia, O € minimo local, Se 
9 8 bmp, então O não é extremo, pois f(x) « 0 
esc Defi) »0sex >0 


y 


y 
EO! NÉS etm; nde) 9 
x x 


y a" (nd par) y x" (n é impar) 


APO Min: f[048) 0,36 , 
mix JA) fài) = 2 


BE DAL, 092,041, 141 y 


EXERCÍCIOS 4.2 


Hf ado € contínua em to, 2} 


13 f não é diferenciivel ee (-8 8). 
152 1 1Q-v7)--o22 92 23 


23 O número c tal que cos c = 2/n (c = 0,88) 


25 f(-1) - f(1) - 1. f(x)=130x » 0, f(1)=-1 se 
x € 0, e f'(0) mão existe. Isso não contradiz o 


teorema de Rolle porque f nho  difereocióvel em 
todo o intervalo aberto (--1, 1). ' 


27 Sugestão: Mostre que E = — 4, 
29 Sugestão: Faça f(x) = px + q. 


31 Sugestão: Se f é de grau 3, então f'(x) € um 
polizômio de grau 2, 


33 Seja x um sdesero em (a, b]. Aplicando o teorema 
do valor médio ao intervalo [a,x] obtemos 
JU) = fla)» f'(eXx a) = (x ^a) -0.. Assim, 
f(x) = fía) e dal f é vea função constante. 

35 Sugestão: Use o método do Exemplo 4. 

37 Sugesido: Mostre que 4Widt < = 44 k/més, 

41 0,64 


3 Ma f-2 «2: y (S) S; 


Crescente cos (— o, aW) 


decrescente eem [^ 5] 
y 
1 x 


5 Mix: f(0) = 1; mía. f(-2) += f(2) = -15; cres- 
cente em [-2,0] e (2,00) decrescente 


em 
(=, -2] e (0, 2] 
y 
2 
versa 
i LI 


7 Máx: ([)- asos; snin.: f(1) O; eres. 


[ss] € (1.0); decrescente em 


dos exercicios de número 701 


9 Min:f(=1) = — 3¡crescente em [-1, œk 
decrescente em (= 0, -1] 


11 Máx.: s(a- Se Vig + 2028, mín.: 


JO- $(7)=2; crescente em 0,7 e (7,0); 


desu em (om uo [7,7 
y 

10 
2 x 


13 Máx.: f(0) = 0; min.: f(- VY) = f(V3j = -3; cees- 


cente em [- v3, 0] e [V3, œ); decrescente em 
(- 9. - V3] e (0,3) 


y 


702 Cálculo com Geometria Analítica 


15 Não há extremos; crescente em (==,-3] e 
[3, =) crescente em 


17 Máx: f (5) - V5; mía.: f. E) «VÍ; cracenta 


apj prajeme i 


y 
1 
x 
$13) Sx v3 xp x 
19 Mix. (" 6*2: mia 15-37 
A 


23 Máx: MNT) - VEVS - 2,18; 


mis: S=- WVS 
25 Máx: f(-1)-0; 


ET Máx: fe 33 Hx, de, 


as 37 


Li 


41 Y (a) Máx: f(-1,31) = 10,13 
(b) Crescente em [-2, -1,31 


decrescente em [-1,31, 2] 


Lj 


Ung ry POE EE CSDL 


43 Máx. em x «-0,51; y 
min em x=049 
mé ES: 
EXERCÍCIOS 4.4 


Li 1| 31 A 
1 Como r(5)-=< 0, 15)-5 é máximo; 
como $"(1)=2 >0, f(1) = 1 é mínimo; côncavo 
para cima em [5 2) côncavo para baiso em 
[^ comendo a dept $. 


y 


e a 
o 


dos exercícios de número 701 


3 Como f" (1) 12 > 0, f(1) = $ é mínirso; cónca- 
vopan cima em (= 0,0) e (5.0) ¿cónavo para 


baino eem 0, $); coordenada de Pl 0e 2. 


y 


$ Como f"(0) = 0, use o teste da derivada primeira 
para mostrar que f(0)-0 é máximo, como 
[(sV2) - 96 >0, f(s VE) - -8 são mínissos; 


cóncavos para cima em (a-ve) e 
5 


[VE a); cóncavo para baixo em 
(VENE) 


coordenadas de Pl; a E. 


7 Como PO) = - 4 < 0, f(0) « é máximo, co 
(21) * 8 »0, f(s1) «0 trees AOAG | 


pramen VE Mi 
vo parti [- VT. VT), | 


coordenadas de Pl: +. 


WM COM lo com Geometría Analítica 


13 Como f'(0)« 0, f(0)=0 é máximo; como 
r(7) >0, dO --1m é mínimo. Faça 


Lars. ees ; DS ogreb IE a gy 


Casco pasa cima em (a 5) e t 9) bocavo 


para balso en (0,0) (5. | 


9 Nio hd extremos locais; côncavo para cima em 
1-44), côncavo para baixo ees (0, œ); 


vonedenada de Pt; O, 


coordenada de Pl: a $ «e 


y 


ELIT p 


15 Como f*(-2) » 0, f(-2) « -7,55 é minimo; cón- 
Cavo para cima em (~ œ, ()) e (4, eo); cóncavo para 
baixo em (0, 4); coordenadas-x de PI: O e 4. 
1 Como rt j- 0, 1-72 € máximo; 


Coni PO) = O, use o teste da derivada primeira 
ques mostrar que f(0) = O é mínimo; côncavo para 


cima em (=>); cóscavo para baixo em 


cod) 


coondenada de Pi: H 


17 Como f'(a) < 0, fiav) = 10,4 são máximos; 
como f"(0) »0, f(0)=0 € minimo. Faça 
an- V21- WIS =-1,560 b= va. 

y 

Cóncavo para cima em (a, by, côncavo para baixo 

«m (-3, a) e (b, 3); coordenadas de Pi: ae b, 


Stet 


d 


s 


or 


dox exercicios de número E 


17 y 


19 Como r(2)-- 7 0, (n € máximo; 
cms" (= vz > 0,3 (0) == v1 micis 

nro 
máximo; 
EEE 
é mínimo. 

2 Como f" (6) == < 0, 15) ¿Fem 
mentem 
mínimo. 


25 Como f*(0) = 1 > 0, f(0) = 1 é mínimo. 
27 Como y" (2) - 8 o. y (3) 1 é máximo 


» [ooo 


são máximos locais. Como 

DU. Sa 
r Aimer 04 
são minissos locais. 


M ax A A 4 


39 Se f(x) « at « bx + c, então f(x) = 2a, o que 
não erda o sinal Assim, não há ponto de 
inflexão, 

(a) Câncavo para cima se a » 0. 


(b). Cóncavo para baixo se a < O. 


41 (n) Cóncavo para cima em (= 0,48, 1); 


Cbocavo para baixo em (-1, = 0,48) 
"ow 4l 
y 
PI 
———.. 
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43 (a) Cóncavo para cima em (0, 3). 
(b) Nenhum ponto de inflexão em (0, 3) 


y 


EXERCÍCIOS 4.5 


1 Não há extremo, 


3 Máx: f(5 + 2V6) «1,05; 
mía: HS - VB) = 5,95 


S Máx: $(12 - 2/90) - 0,25; 
min.: f(12 + 2/39) = 2,93 


7 Min: f(0) « 0 , 


9 Mín: f(4) «4 y 


11 Não há extremo 


13 Não há extremo 


15 Mix: f(-2) = - 4; 
mis: $(0) = 0 


17 Máx.: f(-34 5) 1,53; ¡Y 
mía.: f(-3 - YS) 1047 x 


“+ 


19 Máx.: f(8) = 5 ; 


` 4 y 29 M 
pontos de inflexão: (s ui p " 
7" "E 
y 3. B. 
21 Máx.: f(1) = 5: mín: f(-n--5: 
3 
postos de inflexão (05.30) (0.0) y 
y 
1 - 
x 
tot pom T 
3 
23 Nio há extremo. y 


Pasto de inflexão: (= 3, 6) 


Mss 


nic o 


senso —M 
mt 


POBLE a 


Wa Calculo «om Geometría Analítica dos exercícios de número 709 


A (a) Cóncaro para cima em (- 0,43, 2); 3537 370417 m; 0,417 m; 0,833 m $ ' ; 5 vt) = -&t- 11 — 4h at = 6421 - Sk 
ubecavo para baixo (-2, = 0,43) 4 XM esquerda em [0, 1); direita em (1, 4); 
39 - 2,17 In esquerda em (4, 5] 
[n] HAS N-- 
1+V 5 
y 2 1 t=5 
43 (€) 35,24 kh KU i= e4 
AS -1 
) as 4 e1 2n (1 306) radianos 6696 A eem 
" : 30-10 0 10 | 
nf 1146444. ogo- Fiona 
Y 7 v) 4028 - 3) otf) = 1227 = 1); 
8 ig8- V2 iOm 4774; 
esquerda em |-2.- VE); dieta em (- VE 0) 
EXERCÍCIOS 4.6 Lez 60m 3 
sem O * Es " 
3 13 e ^ esquenta em (0, VE); direia em (V7.2) 
i baso ala hase = VÀm; altura = 2 VE m 55 (cos 0 2:0 - 4&7 E 
q 
' Mada Dae = altura = = í à 4 TT 
n do 
EXERCÍCIOS 4.7 E m d) 99, 0,04 + 0,00023; 
5a 50m, y 37,5 m E. 
V si) = 6(£ = 2); alt) = 6; E, Ca) = 0,04 + 0.0004s; 
E Apesimadamente 2,22 :48 — 9 448m aime apra in 2y E «(100) = 8,06; C '(100) = 0,08 
lid discita em (2, 5] 2 
vesguiemenbo = 4,31 m; largura = 3,23 ex, M (n) 11.250 
altura = 2,15 m 7 
TET 125 * () ex) = EP , 100 + 0,00tx”, 
i e 1-0 S C'ha) = 100 + 0a; 
17 Maiu = 5 VIS; comprimento do cilindro = 2 YTS RE VO 5 (100) = 112,50; C'(100) = 130 
i Y 33 C5) - $46; CU6) - (15) = 546,67 
V9 Cosguimento da base = Via; altura = 228 € E: — d 9 (2) 9,14 m/s (02,85 35 (a) -0,1 MSM- OL? (c) 48x - 0,12 — 10 
n". BAD direita em [-3, - VS); vs 11 (a) v() = 1&9 - 27); elf) = -32 (d)48-02x (95750 (02 
" esquerda em (- v3, V3); Ar (09875m — (39s 37 (a) 1.8005 - 247. (b) 1.799x - 201? - 1,000 
T" Ni direita em (V3, 3] TM 
I5 larga = Jeu auns “Sre 27500 les T] 5.81 T 6:33 17 79,2005; 3.600/3% (e) 100 (d) $158,800 
Mw 3 Ne 39 (2) 3.9%) moisbos (b) $15.420,10 
19 (a) Use 24 V3 7 1671 em para o retângulo Cay En $ y= esen [Et 19]+1s- 
(lo) Use toto o arame para o retângulo xi 
M Larga = 7 0937 m; 34048 I > saf- 3): 
m" TT y ^ 2 baü E 1 1,2599 3 1,3315 
1,1 
aiuta = 25 0594 m sa u RIA 0x0 5 -17321 7 4,6458 
y ia MN 9 0,56 11 1,50 
sa (b) (n, n + 1), onde n € inseiro positivo impar 13 2334 15 -1:1.35 
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ss 


17 -48$; 0,35; 1,53 
19 271 21 -1,16; 1,45 23 22,58 


25 (a) 3:3,1425465; 3,141927; 
3,1415926; 3,1415926 


(b) Tenden para 2x 
27 (a) f'() «0 e assim a expressão de x, sería 
indefinida. 


(b) A tangente ao gráfico de f em (0,4; 
SO, 4)) intercepta o cixo-x negativo. Logo, a 
tangeste em (x, f(x,)) para m » 1 também 
intercepta o eíxo-x negativo. 

29 (a) f: x, « 1,1; xy = 1,0664985, 
Xy = 1,044237, x, 1009451 
E xam 1,1; x, 90998347, 
xy = 0,9999995, x, = 1,000000 
(b) Porque f'(1)=0 
3 x, = 0,525 


33 (DS (154 


4.9 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
1 Máx.: f(3) « 1; min: f(6)==8 3 -2,-1, 1 
$ Máx: f(2) = 28; mias (-3)- 2 
crescente em |- ; E 


dcr em (- 0, - 3] € [2,5) 


7 Máx: f(1) « 3; y 
crescente em (— o, 1]; 
decresceste em [1, 2) 


9 . 


9 Como f"(0) = 0 e f"(2) não é definida, use o teste 
da derivada primeira para mostrar que não há 
extremos. Cóncavo para cima em (-w,0) e 
(2, =). Cómcava para baixo em (0, 2). As coorde- 
nadas-x dos possas de inflexio são 0 e 2 


EPENDI Mae me ri 


11 Corso f"(0) = -2 < 0, f(0) = 1 E máximo; cónca- 
vo para cima em [2-3] e (isa); 
côncava para baixo em O coor 


denadas-x de PI sio a 1 V, 


meine 
= fo 


- 


de exercícios de número 7H 


17 Mix: f(0) « 0 


19 Não b extremos, 


21 Máx: f(3 « VT) -008; mín: f(3 = VF} = 0,37 


= 


comprimento do retângulo: À mi 


31 (a) Use todo o arame para o círculo, 


(o) Use EE para o circulo e o resto pori o 


quadrado. 
1- P-3 
33 v(0- e ali) = rA i esquerda em 
(-2, -1); discita em (-1, 1); esquenta em (1, 2] 


35 C'(100) - 116; C(101) = C(100) = 116,11 


7H? Cóleado com Geometria Analbica 
—Ó a — $$ 


37 (n) 18x (5) -0,021 + 12x - $00 
(c) 300 (d) $1300 
19 4,493 


CAPÍTULO 5 


EXERCÍCIOS 5.1 


EREET 


5 EE | 
5 ¿ante 


330-20 434 C 


72474. 2,2,. € 
8 24 
9 rre 


HM Ms O TEEN 


Asma 5 15,1 
I5 qe qe C Dr ee exe C 


1» Ateu Srs c 21 seus € 
15 ex «C 25 5 ente C 
Digi c 29 -oov «C 

M sewe 3 -escr +C 

AS VETO — 3 seavraC 

M3 OVA dos BrE 


4s Pat eben C 47 (a+ bjus C 
dos 
49 f(x) 48 - 3? 4 143 Ayo 


sa 1-30 1 po " e 


55 y«-3senx *dcosx s Sra3 
5)80—P-5t«4 
59 (a) (1) = 168 + 500 (b) s(50) = 3,906 en 
61 (n) dio -168 = 161 4 96 

(b)t-2s — (€) -80 fysec 


MAIS S sunto dbesdd ZU» pim 
P ; 
65 3m/s? 67 19,62 


69 Cla) = Mix - 00075 + 5,0075; 
C(50) ~ $986.26 


EXERCÍCIOS 5.2 
Efe espec ETERNE 


sas ve 7 ise sc 


2 Jn 
9 Seas ut $&-s^.c 
D ¿rs + € 15 (9 11. c 


1 - 20-209 C 19 bise 


n KURE e Dt 


25 - costs C 27 sen (4x -3)4 € 
29 - Lcos(v)+ € M 1e ijo c 
Dro C 


as cos costa À cosa + 


1 
3 cos! x 


> 1-seac* 


+C 


c 
41 Fra) C adC 
45 - enr C fact) 


49 Mt) = Mar + 23045 
51 f(x) -3sen x - 4cos2x «x 42 


83 (a) Mes 4) C, 


o M 
0) 539 «c e Gr ecc, + 
55 (9) WT 3) « C, 


MÍ, Gr 17 Cs C, €, + 18 
59 474,592 40 
dv 
ói e aaisa E (2 - 0951 
63 Sugestão: (i) Fazer w = sen x (ii) Fazer u = cos x. 


(ili) Usar a fórmula do ângulo duplo para o seno. 
As trés respostas diferem por constantes. 


EXERCÍCIOS 5.3 
13 340 5 10 ? 500 
9 Mn! + Go 20) u ions Mn! + On 446) 


Exeres. 13-18: As respostas não são únicas. 


5 4 
13 $ (4-3) ss 


Lj P 
17 1 :2 rg 19 IO is 
am? m ana mu 
Exercs. 25-30: As tespostas para (a) e (b) são as mesmas. 
25 28 27 18 29 6 


31 (9920 iota) 


EXERCÍCIOS 5.4 


1 (2) 1,1; 1,5: 1,:04;09; PP] 1,57 
3 03,17,14,05,04; P] 1,7 
5(2)42 (930 (936 


;2 979 11 0,28 


de exercícios de número 713 


nf, (3x? - 2e + S) de 15 f axli 6) 


p.H iH a 4 


3 3 

ss 
nf (Coa sf TT 
27 36 29 25 M 2,5 
y 35 12427 
EXERCÍCIOS 5.5 
139 3-12 52 7 78 
9-2 14 Use o Corolário (5.27) 
13 Usc o Teorema (5.26). 


15 Use o Teorema (5.26). 17 f, fi) de 


[1j 
9f fd nf fx) di 
233 0)VX (99  25(9-1 m2 
27 (03 ms 2 w VE (up 14 


31 1,426 — 338 Use (5.22) e (523)i). 


EXERCÍCIOS 5.6 

118 3% ss 13 
2 u3 u 2 1s -1 
170 1912 n2 nit 
250 ni LES 

M 3T -1) Mi-V 350 

1504 wj »0% qj 


—— — 


A» 
7!4 Cálculo com Geometria Analítica 1j P P 
E TT HEUTE CCO zero poe. 713 
1 6 en 2 " ME 
40 6— 754 te 35 ¡¿(16VZ - 343) a 12, 5-( mar 02 (2-/-9- ees 
a ogro HENCE RA »i E renra pie ao 
s a 55 A + 18 — 34272 4 1) O ye1!'-204x142 as BS 4 
7.42 y 4 us 
47 Use o Corolário (5.27) 49 f flujo 2 
EXERCÍCIOS 5.7 Í & 
SI (a) 160 - 3 + 900 — (b) -190 ms a 
1 (a) 10,75 0) 102 - 10,67 V 


(O + VE) = 646 


3 (20,96 (190,96 S (a) 1,41 (091,19 
S3 (a) 341,36 WIMA 


7()058 MOSS — 9(3)039 (039 


(0224 (254 ^ 
2625 3.125 2 
Dee ws miS ig CAPÍTULO 6 u ; 
1 1 r4 
3-0. Mu EXERCÍCIOS 6.1 $ 
17(2)6416 (b)$4 — 19 (341 (598 Exeres, 1-4: As não são úni Sy 
21 ()65 M6 BASS (0)8,59 j E 
29 (a) 127,5 (b) 131,7 31 0,174 m/s 1), (6+1)-(x- 2] dr d 
33 0 35 1,48 ^ 
28 sf, H-I + 4) - y dy Fa uf (649) = (ray - 3 17 2f, 0- (9 - 1) de e 3 
s ff rear 2 D 
EXERCÍCIOS DE REVISÃO 5.8 o 3 3 , 
* 
4.2 3 E 
eg a = Dada 31004 C i 
T x 
LI P t 
S agr 1c 7-307286 E 
2 5 E yd: 
dd 3-2. qu*+C $ 


Ln AL us 
13 ris 32: - 7p «C LET E zc 


3 1 y 
17 5 19 A 21 V8 - V$ = 1,10 


5 3 
2 as - 


Sir, ud ^y 


27 83 + 16 - 29,86 


29 cos (3-8) C 31 ve sente c 


746 Cálcado com Geometría Analítica 
“a a 


if. (9 «27 -)-04« 29 a) ic 3)- C373) de aa f VITE de 


7 
f, 0-0-7 mf, (3-5) -( - 3) dy 


39 3312 35 4v? 


If - Gro S)des f haa Sdra 


fe -6 ds 
39 (a) 4,25 (b) 4,50 
ai (7-9 - 028-08 13) des 


f; (9-029 - e + 13) 
r F 

y» N-e * 
— EXERCÍCIOS 6.2 

x + )=5,74 ( a 
25 wf Gr -ahde e f 14 -x) - x] dr raf n] " 

wf [ pe [e-n-b]e 32-a f WBF P-3]4y 

1 
2 o) f. WE = C) de safih) a i 
ga 


A 


1 
fm + 


f u- nof tapa, 


de exercición de número 717 


512x 
Taf UE - tapas, S28 


15 n fL 6 - xf - (e) de 160 


y 
TE x 
yar eär 
A Wena i 
per 
^ e... 


Deo ta ac ET 


e 


| 


?18 Cálculo com Geometria Analítica 
A o tc a 


ATA Respostas de exercícios de número impar 719 
23 a f^ [osx] - em sy] de E Daf 16-47 -(8- 27 des n a f a0- (2c aj de «168 


nf 16-27-0848 de 


(a) 0,45; 2,01. (b) 0,28 


EXERCÍCIOS 6.3 


"9?9*7*»*»*»*»*»2* 


Um f x67 de fp [-3e3)o 


safe Vide TR T x 


(4,2) 


15 emo (29) 72m 


720 f x VR aid "n : yat 


0)2:2 fr 4 pac SEA 


y 
E | 


17 2x f'y0- 9? - 4)] dy «x 
092-2 f NS -aP - (5-9) a. - Sn 


(e) «f (2- (y)? - (2 - vy) ay . 8 


(aj (I5 - CPP B-P) dy - Gin 


E esf lejos a] -p-carja 


PEN r. 19 (a) 2x fO s de 
2 
1 
waf fs-or-|s-(- 3092) L Man le- (D) Das 
1 
€f (0-99 - C3 +43) dy 3 x fy art 37 «f, (52) de tara 2 (92-22 f! (4 - y) Vj dy 
> 


a (-2y 4) (AP A EET »af (5º cor) a de + q UC 4 Rr £3) 002-22 5-01 dy 


I Cálculo com Geometria Analítica 


FA M — € ááÜ— 


(2 f 1-39) 
[m] mf, fe = (IA = x7) dr 
T mf 0-10 - 9 x)] de 
m2 mf (5 - xWT- x? dc 
ul 
1 2n f MA D e2x f^ yl) My 
511 1 
win À (4) de 
19 (a) 2m f, nie! + 2)de 


win f dy en fL) - 0572)14y 
M Na 
M 42) 0,68; 1,44 


ELTE 
aprioorne- 
9 foral, VR Ap Lo 
TELLI 
lolo je 
»fea-frrje- Lo 
s (hoo: 
— 


17 É hedy ¿NEAR y dy e 


wf, Viper dy 
fien) "- 


Ae) esp 
IVA de 
«apos 9) Jero 
sf V h-i des H 


12 


|i » 


de exercícios de número 7 
29 2 f Vivi "GPs a T 1) 15,32 


31 2x f (i * s) le œ- pa - 


_ 16911 
1024 75158 


3 zf dy V top - 
25197)? — 132] = 204,04 

35 VERE « 104 

37 f (52) V 1+(5) de ar via n 

39 2: anf ATT de an 


41 Sugestão: Considere ds como a altura inclinada 


al de um tronco de cone de raio médio x. 
(9) 22 fatos! + 2218 - 32 o 4422) da 1» f Lon de L. ;] 43 607 
eus 2 dH 158 f EAT dr 6, 
f weg APR a d nn un nº 
ne - j code «- (1) EXERCÍCIOS 6.6 
J .f 1(2,y3 dao E 
21 f bre aij sm d m 1 (a) e (0) 900N-m (3) (a) 5073 (o) 253,3) 
ti L4 ox ; | Swim, — 74052) 93816kg-m 
nf ime f ia A) 4y nº K F Otto, 1p? , 4). 134) 0,1196; 11 291,661 Ik! (a) 500 x) 15 392.08 J 
25 As áreas de secções trateversas de discos e arruelas : | dn 1 ! 
tipicas so ata) em (CO - ite?) respec 4 x onm 17 95 (3-10) iam. 
Em cada caso o integrando representa YN 
t XERCÍCI 4 A) em (19) A e LT Gm m 
RCICIOS 6. 2 19 170) -04123.— 2 360 7 00195 19 * * QLOODR O00 57 
Vveres, 1-26: A primeira integral representa uma +4 25 ; 
daimia vesical enm es pides de pers EXERCÍCIOS 6.5 ; | sa coe i-a s 
dudnch vei € os y-vx e z A M » 3 
y = i EVT - (-Vx)). denotada por 2V3, | 23 (a) 15 KJ, K constante (0) 75 KJ 
1 à) f. TS UC! de 
i [oa f NEP ae 10 ef x 


` fina fl n (ry de e 


mf ipo n? dy 


3 (a) f VES(CY de 


722 Cákulo com Geometría Analítico 
EXERCÍCIOS 6.7 


1 250; 140; 0,56 3 unm as (5. 


17 Com o cesso do círculo ma origem, o centróide 
m. m 
(s 


19 Mostre que o cestróide € (550) 


21 (20-342 TE) =36x 2 ES 


am 
Wpf p ETT) (b) 1,19 p 


EXERCÍCIOS 6.8 


1 (a) 500 kg (b) 1.500 kg 
3 (a) 848N (b) 106 N 


16 
$ 7, (OWN 


13 Em mía: (a) 18 (1) 66 (e) 115 (d) 197 
15 (a) 9((601 9 — 1] = 632 min 

(b) 2 - $((301?? - 1] 790 esin 
17 666 19 11 21 (2) e (b) 1507 


29-55 527 ga 25 1,45 coulombs 


yo 
n LR 12.4S0x sen (3ünr) dr = 830 cm? 
(b) Não é seguro, pois são inalados apeoximada- 


mente 0,026 joules, 
1932 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO 6.9 
1 wf N- (aè B) de «E 


mr 


3 fin via SE code a Ma Te 
baile vs) 


— petite de enercieion de número impar. 72) 


: xf, (IST)! de 10% 


yx" 
11 zJ, ros dreg 
13 abaf’ He +EP- (PJ de 1908 
mf a x) Ax + 8) - Ax] ifc Sån 


A 
(c) af (6- Ae - [16 - (Ax + mp) 


3 
sf, E suyo] 
de 3 (PA 1092) 7,860 


^ 
17 Sis 7 yN62,5)s(6 dy = 432n(62,5) fh. m 


FEFTTTTTTPTTSS000922222229222 o SE 


J24 Cálculo com Geometria Analítica 


19 ef, (6-288 -5)dy of (6- y) v) 
dy = 96(62,5) Ib 


4 16 (4 1 
ETE is [is n) 


paje 


$152 
di « 64 25,3 


15 00 m 
2) (a) A área sob o gráfico de y = Text 


db) () O volume obtido pela revolução de 
y = VÀ x! em tomo do eixox 


Wi) O volume oido pela revolução de 
y =" em tomo do eixo-y 


(eb O trabalho realizado por uma foeca de mag- 
nitude y += Zar! 20 moverse de x0 a 


CAPÍTULO 7 
EXERCÍCIOS 7.1 


? AVE 9 3-3lx20 11 (x- 1) 


13 (a) O gráfico de f é uma reta de coeficiente 
angular a^ c, assim, é um-a-um. 


x-b 
yr 


(b) Não (nio é vm-a-um) 


(0) [-1,2); [? 4] 
is E 


(9 [-3, 3); [-2, 2] 
(e) [-2, 2]; [-3, 3] 


19 y (a) [-0,27; 1,22] 
(b) [-0/20; 3,31]; 
[-0,27; 1,22] 


de exercicios de número 725 


31 6) / 6 cureconte em e logo, E vm-a-um 


(5) [0, =) (c) x 
73 (a) f é decrescente em [0, 69), logo, é um-a-um 


O) (0,4) (e) geme 
25 (a) J € decrescente em (—, 0) e (0, 09), logo é 


um-a- ym 
(b) Todos os números reais exceto zero (c) -4 
27 (a) f € decrescente, pois f'(x) > O para todo x 
DE 
29 (n) f é decrescente, pois f'(x) «pura x > 0 
$-i 


M3 imf € crescente, pois f(x) > 0 para todo x. 


1 
Lor: 

EXERCÍCIOS 7.2 

Y. y Ar- E E 

+4 A-2641 2x-3 

7 a5 9 zt. Hd slnx 

n if... 15 AL 
xl "Var x (sp 
Mo 88::: "E À 18 

E D +41 9r-4 


21g 2x 
27 9 esc dx sec de nd "T7717 M gx 


2.1 - xy ln 
33 sec x sn y lay lay 


39 (5x « 2P[6x + 1)(150x + 39) 


1947 + 20x - 3)(s! 
4 PE I tias 


47 (10,5 ln 10 - 5) ~ (10,6.51) y" m {Sj <0 im- 
pico que o gráfico € clocavo para baixo para 
x» . 


49 0,73 anos 


51 (2050) «0 mus; 10) « — — gg 
1 1 


oleaje 


53 Os gráficos coincidem se x > O; mas o gráfico de 
y = ln (x?) contém postos com coordenadas x 
negativas. 


550,567 57 (a) Nio (b)Sim (c) Não 


acc 


EXERCÍCIOS 7.3 


l Sed 3 or sx 


7 Y 9 (cite 2:)e iu 


e 4 
(ec -210x) Usos Berger 
sect v 
as e (É esu) 


27 -tet sec! (et) ig (e) 
29 e(1— x cse! x) 


3 - yen LSO y ed 
a xe + Gy N 21r 


35 y = (e+ 3)c - {e+ 1) 


726 Cálculo com Geomeiria Analirica 


37 Mín: f( 1)9-6--0,368; crescente. em 
[-1, =); decrescente em (=mil; cóncava para 
cima em (-2,z), cóncava para baixo em 
(=, -2k postos de inflexho; 

(-2, 203) = (-2,-0,271) 


y 


»' 


39 Decrescente em (—9, 0) e (0, 2); cóncava para 
cima em (~ $, 0) e (0, œ); clncava para baixo em 


(ra at (- he) 


41 Min.: He!) = «et; crescente em [e^ ao); decres- 
cente em (0, e7!]; cóncava pars cima em (0, =); 
não há postos de isflexlio 


y 


83 q) = -eate 45 i) Inf (lim Cl) = 0 


47 (a) 758 cm; 15,98 mano (b) 3 m; 6 anos 


49 (f j (Ens - 
D 


pio 
- 


$5 Máx.: fi) des crescente em (=, p); de- 


crescente em (pok cóncava para cima em 
(75, p = 0) e (p + 0, 00); cóncava para baixo em 


nf -0,1 +0) Pl neo yE} ambos os 
limites iguais a zero, 


y 


5762-04 $9 0,57 
EXERCÍCIOS 7.4 
1 (Ja ps A+ C (b) la Y3 


3 (9215-944 C mm E 


ee Mene 


~ 


(0) -ta eos 22] «€ THA 
9 09210 [oe ja coeza «c 


2 
(b) 21n (2 « V3) 


Ui 


Mp NITET ARAN eei 


a P avit 4 
Fu cR "a d 


t 


^X 


eee amem 
NON A 


EXPE 


e 


De Rm Tr nter 
à E 


n 3 Inje aro stoC 
m Ext ede es nhj+ 


1 T! 
15 5 (ha «c EAS 


19 In 192008314 C Mere C 


23 In(e «e*)s C 25 3 la en Vr] C 


27 ln pic 2r epa C 
29 -i ln piece C 


3 dnjksces-coa]ecosk ^C 33 In esc x] + C 
35142 Imfecx+igrjrigrrC 374 


39 n(1 - e) da yen jen] 


2 
dd y Jets 46-4 45 us 749 
41()25 (205 (912 9 AS - cla 
1 
sa DHOTE (b) lim(0) = 3 costombs 
SI (0) s) - ivd1 - e*t (lim i) - bo, 
d 


55 0,731370; 0,742984; 0,746211; 0,746855; R 


EXERCÍCIOS 7.5 

| Ph? 3 8" Mr ing) 

s nf 4 9-15) 
(+ 304 1)h 10 


9 Es DIGO 019), gis 


3x 4. 211 
Ht adis 2) 10 aja 


TE — 2 
md TY VU atis 


Ca E a qua 


Responses de exercícios de número impar m? 


19 (rs vL chis »] 21 299 (en da) In? 


2 i is ri 
25 (a) 0 (b) sat (c) VS a5 -1 

(0 (Sy la VS (e) (1.4 21n xj! s 
LM 


E nd e + BA MN. n 
Os" OG. 30 do * O 


ye In (2* « 1) 
Dire Se 
37 (niOjm|lga]eC 39 EXIT 
Marrero misc ge 
5 ne 
mo TEE 
Oz 912-5 


4S (a) 50/05/20 (b)$0,95 
47 (a) em trotis/ano: 95; 62; $3 (936 
49 pH 2,201; 40,1% 
s ws f, onde tazia 
Se) = 2.5(2x) (duas vezes mais sensível) 


53 (a) Com a » rih, 
InA da (PL e hy] « In Perrin (1 A) 


(b) Como $ = nin, n — 9 se e somsente se k 0 
Assim, la A « lim(In P« rt ln (1 +A 
[LI 


*In Perla e ta (Pe) 
e A = Pet 


55 Seja h e xiv. Então 
tim (165) «mr umt sapo 
..- n] pur m 


sa y (a) 1,32 


M 
Mn), P- og, Y] 
(e) 0,145 


LJ 


""9?9?9»9?9?9?929????7**??»?2?2772777**7»*7* 


72à Ciclo com Geometria Anette + 


EXERCÍCIOS 7.6 


10 ln 10 


| qt) = 5/000(3)^5; 45.000, * la3 


5 
3 (S) -2532 in. 


s E ua 109,24 amos após 1.1.1980 
(Margo 29, 2089) 


== 20,96 h 


5 tm (106) _ 
la (1/3) 8,15 min 


% Proceder como na solução do Exemplo 1. 
ME 
TL WE 


T FRED. 38,33 anos 


vM 
Is «x[) = 683,27 mg 


5.700 1n (0,2) — 
19 la (1/2) 13,235 anos 


21 Use o Teorema (5.35). 23 Vi) = 3; (+ CP 


ES (e) 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 7.7 


LEE 
n 


1 j decrescente, pois f(x) <0 para -1«x s1;7 


5 E 7 XL sin [t = 2l) 
UM ew wm E 
«2*6 -5^ 8-7 
u -— 
(Q3) 8 Q3)! 
lax- 1 44 
n nx 15 2x VA. 
19 —— 1012 10)l0gx 21 2 
x la 10 drvima 
T Mer-ex) 
23 2:e?'(1 ~x?) 2 
j cho ay 2a (een MR 
33 2e7* exc e* (esc! e cot? e 2x) 
35 164g 4r 


37 (seo xy" (cos x cot x - sen x la sen x) 


Y e DN - 
39 4 are 3 


43 (a) DT «C (b) 2e - e?) - 0465 
qa E E 
450 -154** Wan 
42 tajo C o. 
2 ^ e+1 


Si -infl-Inxf+C — $3 EAS 


88 38-2 nlt s-a +C 


EM M 
59 Amy * él in(l«ec)«C 
Ser. 
ad 1." Md 65 21n 10 Vigar + C 
67 cs ec «C 69 -ta |i + cot | «C 


c»-iw[-2sm2jeC 73 fakes C 
75 -joota + S ese de - coti e C 


T In seo Su + $ la | esc 9x - eot 9x| + C 


nd EAE 


och ES, 


3 


"n 


e 
^ 
Le 


a 


Y 


o 
SEA 


E. Aw 


1 5 8 
Dra 81 4e + 12=41,56 cen 


83 y -e--21 4 ex - 1) 


85 2 (6*6) 442x104 
87 žia (1/100) 33 2 ias 


la (1/2) 


3 la (3/10) 
9 (07, n) 


= 52 hr ou 2,2 horas adiciosais 


AA 


CAPÍTULO 8 


EXERCÍCIOS 8,1 


x 
1 (0-7 


x 
3 (ms 


2x x 
vs td < 

Li 

4 


n 
Og 


5 (a) Não-definido (b) Não-definido (e) 7 


3 
7 46 


(o 14 
a 

09 
A 

(0 

(c) Não-defisido 


1 
2 
E 
6 
3a 
4 
yz 
2 
mA oz 
0 0-7 
= me 
" rr 


M (n) y = cot *! x se e somente se x = col y 
para Ü « y « s. 


3 (2) ug 1 (9257). (9) -1,3337, -0,3478 
35 (a) arccos a 5115) ree (2343) 
(0) 0,6847, 24569, 09553, 2,1863 


d 


y (aja = 0 - arcsen y (b) 40* 


39 (a) arcsen ru eL, sebj<1 
(b) arccos x = arctg — E E eger<le 


vi 


* 


€05 7! x asctg 


*nse-lere 


730 Cálculo com Geomerrío Analítica 
EXERCÍCIOS 8.2 

t A AE 
! aer BUT = 30x « 26 
5 Jp eame et 


2: 
7 i.a torret) 


9 — — u MES o 
te -1w3-2 Vieta 
yy dleta jg aae 
Vi- (1 + x*) arctg (x7) 
(e nre s 
n 3j 
19 guoa Vicar 


n EIU n nie (acer m) 


15 (ig xem rus ets + Ta) 


n PA eem 29 (a) 4 mag (5) +€ 
Tm 
n 1 E 
29 (bg 31 (a) 5 arcsen (i?) + C (12 
33 -arctg (cos x) + € 3$ 2:ictg Vr «C 
L x 
39 ene E) a 


1 c 
43 Ld C +C 


a a (9) «c 
"m 2x2 +9)+€ 


2 
3,576 


$1 0,375 kmis 53072 


45 + 


-B 
md 47-104 n5 49 21,12 m 


EXERCÍCIOS 8.3 


V (2272859 — (b)2,1250 de) -0,9951 
(4) 1,0000 (e) 0,2658 46 -0,8509 
3 $eosh Sx S 3 senh (2) 


7 sje UE secl? VE + gh ir) 


ett 
n S idi, LB r "ey 1) th 6) 


13 -12 ach? Ór coth Gr 15 2 coth 2x 


Ax sesh Vix? 4 3 "uL yy dr 
Vict. 3 (gh + 1) l-r 


23 eV sech x (3 - tgh x) 25 -esch x 


7 


n à send (a) + € 19 2cosh Vx «C 


M iuhiec 33 -2o E 
35 echa € 37 -esch «C 
39 In senh a[ + C 
41 3 sen! x e Cou Loos! x + C 
43 À (cosh 3 - 1) - 3925 
45 (In (2 2 VS), 19) 
47 Mostre que 
t “ 
A = À ont i enh à - f VETT de 
dA 1 
or E 
49 (3)26.623m*  (b)4S$ m 


8 (a) tim vê = Ri (b) Sugessão: Seja f(A) =v? 


(207 (0722 
y-igpha 


Eee dig? 
55 coih x + senha = $ E 


era - e 
a ES n. £3 4. od» 
2 2 2 
$9 sesh x cosh y + cash x senh y 
Ie cete e) | (et eno es) 
4 4 


INN) 
4 


DEP ar dA A E 
II eset, aee 
61 seah (x — y) = senh (x + (-y)) 
= seah x cosh (-y) + cosh x sesh (-y) (Exerc. 59) 
= senh x cosh y - cosh x senh y (Exercs. $7 € $8) 
.*mh(rey) À 
63 igh (x + y) coh (x + y) 
„ Eb x cosh y + cosh x sesh y 
cosh x cosh y + senh x seah y 
divida o numerador e o denominados pelo produto 
gh egy 
cosh x coid y para obier Le gh hy 
65 Faça y «x no Exercicio $9 


67 Pelo Exercício 66 
cosh 2y = conh? y + senh? y 
= (1 + send y) + senh? y 
- 142 senbi y, 
e entio 


senh y , SY - 1 
Paga y +5 para obter a identidade 


69 Faça y «x mo Exescicio 63 


71 cosh nx esenbns , E ¿EE 
e (e (coshx + senhx)* 


EXERCÍCIOS 8.4 


1 (a) 0,8818 (5) 1,3170 
(e) -0,5493 (i310 
5 1 


Veni mr 
7 med sr 2 = 


4 1 
13 —— — 
Vie- apoha S mea 


depen (5a) +e 


y= apg 


33 Faça ue x mo Teorema (8.15) e diferencie 
pooh u. 


3$ Faça ue x mo Teorema (8.15) e diferencie 
acgsenh u, 


37 Diferencie o membro direito, 


39 Use processo análogo ao do texto para 
argsenh a, 


41 Use processo asilogo ao do texto para 
[2 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 8.5 


!xcT 3 qe + 2a arse (1º) 


2 [212 Sw o 
su. (s) (1 + x“) etg (67) 
9 -x 

va 
u ad la ii] 


1 y 
ST I$ Se senh c 


JA? Cálculo com Geometria Anolítica 


17 ce" (e* cosh e* + senh e*) 


19 (conr = send x)?, ow e? ng 
t 1 3 
nM m 25 emma) 


OMA 29 iseh (1) +C 
no 33 cosh (In x) + C 
M jme Eo a 37 supe EL a 
uH 3* 3 3 
a 

4 Ed 
“f: ¡some =3)) 
AY Seja c = arctg 3- Misc fle) = SVS; crescente em 
n} | tecnico em (0, e) 


4S (a) jarcigs Enparan=0,1,2,3 
004%, 223, 380, 538 
L " 

4 ya PMS 0,22% 


$00 
a" pagi 7 991 radis 


CAPÍTULO 9 


EXERCÍCIOS 9.1 
PP: Le (61474 


s 5 men Se de cos Se C 
7 x secx -Mn[seex etgx]o C 


Yi sena Ze cos Pen «C 


Ms mags- Salon) 4 € 


"———— 
m LM (sina -2)+C 
15 «x cot x + ln | sen x |+ C 
17 -Jet (senz cosi) € 
19 cos x (1 = Incos x) «C. 


21 - does cota + Tine cot | o C 


nio-vn)-om 257 
22 agg Ur + 3098 -3)« c 


29 qu (4 sen Sr - con Su) + C 


3 x(laxy -2rlax 42r C 

33 x? cosh x = Ae? senh x + (x cosh x - 6 senh x «C 
35 2 Vx sen Vx «2c Vr «C 

37 x aiccos x - V7 37 4 C 

39 Sea ue x 41 Seja ui (In xy" 

43 e(x* = Sat + 20 - 6? + 1207 = 120) + C 


482% 47 HE 1) = 13,18 


«(hh 


EXERCÍCIOS 9.2 


Ls 1L 
Vscnx - ses re C 37 3; 24€ 


WS PPE 
5-599 eg cof O 
M3, 4: 3 Es 
7 agr ti pn qn) 
EIER PP: 
4 6 


Hu Derio 


13 pux-usseuaersc 


TT Respostas de cxercírios de nimero imper 71) 


15 sn atre 
V tgx -cotr s € 19 2 S 00 
3 wi 
n! 1 n2: - Len ty C 
212 8 


3 los; 

nd: 5 cota Fools € 

7 ln (2 - E 

2 (2-s9x)« C 29 Tr rió 
3 5 

Hn irn »3 


(b) f sen mz cos nx de 


„mtn — 
Amen) 


dm semen 


bd +C simon 


[eos mx cos ex de 


Anm en) senim - n) 


K Am + a) Ama) *€ sm em 
Xx sem ms 
qa tC man 
EXERCÍCIOS 9.3 


2 Ar bapelo lasc 

23 25x [VI — la (VT + 10) - 41,55 

15 y « VETTE - 4 arcsec $ 

27 Seja u = atg 0. 29 Seja w= asen O. 
31 Seja u = a sec 6, 


EXERCÍCIOS 9.4 


podem ser combinados. Assim, uma resposta equi- 
valente do Exercício 1 é la | x |'(x - + c. 

13h [x|]*215|s-4] 4 C 

3 4ln|x e1]-5le|x -2]1n|x-3]o C 


$ 
56biz-1]«—— «€ 


7 3in|x -2|-215|x ^ 4|] e C 
9 21n]x[- 1 |x- 2] e 4d5|x 42140 


1 
1 58|x*1|]-—-3la|z-5|«cC 
2:5 I 
13 $in|x|- ens se in|xe3]sC 
151 +4inlxl onto aa F sc 
P hi E 31s es] c 
19-3166 rN EA PEIEE 
2 2 2] 2 
4 
14 0s. 
21 In (i? 4 1) rr 
Dior 2inlalo2imfx-1]+ 0 
1 lc ESA 755 z 
25 x 9x > E e 


6 5 
27 Anjrys jo goals 


29 2h|x -4[o20u]z 1] 553 ¡pe € 


734 Cálculo com Geometria Analítica 


M LE 3|- xt 2:-3* «¿miro 3l-x e 

33 2 ünjaeu]-In[a-u]) « C- 
"ane 

35 -Snpup- e njoetu]eC- 
O tet +C 

31153-0553 Z(4n2«3)- 047 

41 ¿in fas? «C 

EXERCÍCIOS 9.5 

rise herida 
sine 


124" sm e 
+2 
e enatis]. ind 


+3 
u IT^ PES su 


nyae e dal 77) Hd 
17 + 7179 19 $7006 
EXERCÍCIOS 9.6 


1 36 «syn - e esos c 
3 spare po ior mec 


s 248155 20067 


1 SMA É 438 (262 GU y 6 arctg (118) «C 


9 Aw V uec 
n Sea- rape 
m rn en ren e 


15 e -4inle +4) +0 


17 Isca ET ECT ETT T/EI RT 19 > 


2t "iar -conx)«C 


BD; jije- 1-3 In(e^«1)«C 
25 310 (4 sen x) e ln (sene 2) C 
a Jun tn, 

29 tn eže ec 


1 1 
u -5m|205-1]+3m0/u3»2]+c 


EXERCÍCIOS 9.7 
114757 -2tm dente " 


3-$os- 80) V16 - 3T e 96 aresen $ «C 
S - A ree - M) «c 


7 dg sen! de con de - D. sen? Ju co 3 - 


5 $ 
ag sen de cos Yu + 16*+€ 


1 2 
9-0 Sox «C 


n] 


Respostas de exercicios de múmero impar 735 


13 de (sen 2e- 200s 2) + € 21 dg (sen de -3c0s 1) + € 


15 VI + $ arcos $719 Lc 25 -vi-a +C 


$ 


4 3x1 - VY 
MET. n vise a 


19 à G8 mose- Le VEZ + C 


23 isenta - sentir C 


1 1 3. = 
n pose galri- g le 


29 2ang V +C M ln [seco «tge* lC 


2 2 05% - 60i? + 96x = 1282 « x) V C 


L -52 
zn 39 75 [10s sen Se- (152 2) cos Si] + C 


E 35 Tos cor C 


2 
25 249 Er «31 poor y Urepm+C 


3 
pe TE ANE 39 dc ps VT 35 - 25 a (VESTES 20) C 
"ai PPS 


A Henn |e a juz+c 


A3 x sex ede esex - eot] «C 


as -10- 20, c 
EXERCÍCIOS DE REVISÃO 9.8 ame 


47 -2x cos Vx + AV sem VE «Acos ví 4 € 
[i 129 acsen s - Tasens eda VIA! O 


4 vja-erbre) e 


1 de 
32152-14039. $ cs 2 - qo senta 4C 5 1,2. S gine 


t x 
Timor O 9 «C 
5 25133 5 53 106-9 - 16(16 na y C 
2-V4-3! Vic 
ELITS. DES 
nam | a ec ss" pees]- pe e2]ec 


1 218|x - 1 |- Ia] x|- 


x 
d 57 xp Se Diese eec 
15 -51n|x - 3|] * 2In|x« 3| i 
ZI LE LIE a VSF +C 


T E PO EPE 


17 -Vs 4 +2 acen 33 C 5 3 
19 Ha + B)? « In [( + 8) - 2p - 65 1 2 Bo caspa c 


Inf (x « 89? + Mu +8)0+4|- i 1 
Ot C 


| Aus EA G 3 


JA — Cálculo com Geometria Analítica 


! "R | A 
m) "La: s" 32€" *€ 


T Van E25, c 75 3 ease + C 


78 94. - 1| 18In|x -2|- S In | x - 3] C 
17 "sen x + 3a! cosa = Gr senx - 6cosx + senr + O 


Aa 


woe (3 Jc 


M Hr- E y ln |sen 3e | À cotde eC 


P" mx ge + ar + 1)+C 


85 24001 € 


Ed x 
87 N25 «33 * jo "tes «c 


#9 seca -secx eC 


9i E mo A )- paras (5) tuto sys 
1 


95 1728 sa nf je C 


» 
4 
^ £u e > pid 
95 Lo lox 35 ^C 


LU qa 0r 399-5 Qe 4 0, 27 15x * 3^ « C 


Y9 ! hjt- «c 


CAPÍTULO 10 


EXERCÍCIOS 10.1 


1 V B5 

x 2 3 40 S 13 
1 1 
r' ux 9 - 2 Hu - 2 


- 
= 
R 


31 


y 


—————————— 


19 « A 3 Doo 
3 o n 2 23 « 
M 0 M o 38 2 
X NE » 3 MN 
43 o 45 LI 4 m 
49 2 58 1 
53 0,9129, 0,9901; 0,9990, 0,9999; 

limite previsivel: 1 
SS gr s 3 Ay sen ay 


1 
Pia  (-i. 
61 (n)02499; 0,4969, 0,7266; 0,9045 
Cb) py 


EXERCÍCIOS 10.2 
A 11] 3 Ó 5 
7 0 1 H 
13 e 15 1 1? 1 


a e 3 2 


E 
3 
i 


x 
$ 
* 


4 e 


—À ——— 
43 y 
———Ó—— e 


45 (n) Mix.: f(e) e o 1,44; lim 11% «0 
tr 
(y » 1 


49 gr 


EXERCÍCIOS 10.3 


C indica que a integral, converge; D indica que 
diverge. 


1 G3 3D SD 17€C 


9 Gi HD BD i5 co 


"Dn I D 21 G5 Cla? 

25 C 27 D 29 (a)hmpossivel (b) x 
x 

"2 0! (i 3a 


35 (b)Nio 37 Se Fix) = É então W «4. 


396). — (0) Nio, a integral imprópria diverge. 


aL 237 


A xL. 
8,41 « rd 
49 (1) 1312 
(b) Sugestào: Faça u = x* € integre por partes. 
51 049 


EXERCÍCIOS 10.4 
106 3D 5D 7D 
903% np BcP asp 
17 c-i 19D 2D BD 
2560 np 29D auc 
Mp 35 n»-1 
37 (22 (b) Impossivel 
39 (a) Impossivel (b) Impossivel 
41 1,79 DMT-a V 
45 (2) 1 € indefisida em y = O 
EXERCÍCIOS DE REVISÃO 10.5 
ELE 3e s$ 70 
9 0% ne ne 151 
17D 9 p 2 a-$ 2D 
2565 7D 29 0,14 Mo 


oos mmn 


